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APPLICATION 


DE   LA 


SCIENCE  DES  NOMBRES 


A    LA 


SCIENCE  DE  L'ÉTENDUE. 


CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 


i.  Les  nombre.*)  servent  à  donner  )a  connaissance  de 
toutes  les  grandeurs  de  même  espèce,  en  les  rapportant  à 
une  d^entre  elles  fixée  d'un  commun  accord,  et  que  chacun 
peut  retrouver  au  besoin. 

La  mesure  des  grandeurs  peut  quelquefois  se  faire  en 
transportant  sur  elles  cette  unité  ou  ses  subdivisions^  comme 
dans  le  cas  des  lignes  droites.  Mais  le  plus  souvent  il  est 
nécessaire  d'employer  des  intermédiaires  et  d'établir  des 
formules  générales  qui  ramènent  la  mesure  de  la  grandeur 
proposée  à  celle  d'autres  grandeurs  plus  simples,  sur  les- 
quelles elle  peut  s'opérer  immédiatement. 

C'est  ainsi  que  la  mesure  de  la  surface  des  rectangles  et 
des  triangles,  qui  sont  les  éléments  de  tous  les  polygones, 
que  la  mesure  des  parallélépipèdes  et  des  pyramides,  qui 
sont  les  éléments  de  tous  les  polyèdres,  se  ramène  par  des 
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formules  générales  à  la  mesure  des  lignes  droites  prises 
dans  les  figures  ou  les  solides  proposés. 

L'application  des  nombres  à  la  Géométrie  se  présente 
donc  dès  les  commencements  de  cette  science  ;  mais  elle 
n'est  pas  bornée  à  l'évaluation  des  grandeurs  dont  les  élé- 
ments sont  donnés.  Elle  peut  s'étendre  à  celles  dont  les 
éléments  sont  inconnus,  et  doivent  être  l'objet  de  recher- 
ches préalables. 

Ces  recherches  peuvent  être  effectuées  de  deux  manières 
très-différentes  :  ou  par  des  constructions,  qu'on  déduit  de 
la  dépendance  que  la  question  établit  entre  les  données  et 
les  grandeurs  inconnues,  ce  qui  rentre  dans  les  procédés 
de  la  Géométrie  pure,  dont  nous  ne  devons  pas  nous  occuper 
ici;  ou  par  des  calculs  auxquels  cette  dépendance  peut 
conduire. 

Et,  en  effet,  toutes  les  grandeurs  étant  susceptibles  d'être 
réduites  en  nombre,  si  les  conditions  et  les  relations  don- 
nées entre  ces  grandeurs  concrètes  peuvent  conduire  à 
des  équations  entre  les  nombres  connus  ou  inconnus  qui 
les  représentent,  la  question  rentre  dans  la  science  des 
nombres  et  se  trouve  ramenée  à  la  résolution  des  équa- 
tions. 

Ainsi,  pour  résoudre  par  le  calcul  une  question  de 
Géométrie  où  l'on  a  pour  objet  la  détermination  de  cer- 
taines grandeurs,  on  commencera  par  représenter  toutes 
les  quantités,  tant  connues  qu'inconnues,  par  des  lettres 
On  cherchera  à  déduire  des  conditions  de  la  question 
autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues,  si  cette  ques- 
tion est  déterminée,  et,  si  l'on  peut  résoudre  ces  équations, 
on  obtient  des  formules  qui  représentent  les  valeurs  des 
iti  connues. 

2.  Arrivé  à  ce  point,  il  y  a  deux  manières  très-diffé- 
rentes d'achever  la  solution. 
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Si  Ton  s*est  proposé  de  déterminer  la  valeur  numérique 
des  grandeurs,  c^est-à-dire  s'il  s^agit  d^une  réalisation  pra- 
tique, il  suffit  de  substiluer  aux  lettres,  dans  les  formules 
troayées,  les  nombres  particuliers  qu^on  obtiendra  par  la 
mesure  des  données;  et  Ton  connaîtra  les  rapports  des 
grandeurs  cherchées  à  T unité  qu'on  aura  choisie. 

Si,  au  contraire,  on  s'est  proposé  de  déterminer  la  suite 
des  constructions  à  faire  pour  obtenir  les  grandeurs  incon- 
nues dans  toutes  les  questions  de  même  espèce,  il  ne  faudra 
pas  réduire  effectivement  en  nombres  les  quantités  don- 
nées, mais  déduire  de  la  formule  numérique  exprimée  eu 
lettres,  une  formule  géométrique,  c'est-à-dire  l'indication 
générale  des  constructions  à  faire  avec  les  données  pour 
obtenir  les  inconnues. 

« 

3.  Au  lieu  de  se  proposer  de  déterminer  certaines  quan- 
tités, on  peut  avoir  en  vue  la  démonstration  de  proposi- 
tions énoncées.  Si  ces  propositions  sont  susceptibles  d'être 
exprimées  par  des  équations  entre  les  grandeurs  en  ques- 
tion, on  représentera  ces  grandeurs  par  des  lettres,  et 
Ton  cherchera  à  déduire  des  conditions  de  la  question, 
des  équations  d'où  il  soit  possible  de  tirer,  par  des  com- 
binaisons convenables,  celles  qu'on  cherche  à  démontrer. 
Si  l'on  y  parvient,  la  question  est  résolue;  il  n'y  a  ni 
réduction  en  nombres,  ni  constructions  à  effectuer  :  la 
représentation  des  grandeurs  par  des  nombres  n'était 
qu'une  fiction,  ayant  pour  objet  de  substituer  le  méca- 
nisme du  calcul  à  des  déductions  géométriques  moins  na- 
turellement indiquées. 

Réciproque.  —  Mais  lorsque  l'on  a  des  équations  entre 
les  nombres  qui  représentent  des  grandeurs  connues  ou 
inconnues,  au  lieu  de  faire  servir  la  résolution  de  ces  équa- 
tions à  la  détermination  des  grandeurs,  on  peut  réciproque- 
ment faire  servir  la  construction  de  ces  grandeurs  à  la 

I. 
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détermination  des  solutions  de  ces  équations.  On  voit  donc 
qu41  est  possible  d^appliquer  la  Géométrie  à  la  science  des 
nombres,  aussi  bien  que  la  science  des  nombres  à  la  Géo- 
métrie. Nous  nous  attacherons  d^abord  à  ce  dernier  point 
de  vue  :  plus  tard  nous  traiterons  Tautre  avec  tout  le  soin 
que  mérite  son  importance. 


AVANTAGES  ET  INCONVÉNIENTS  DES  SOLUTIONS  GRAPHIQUES  BT 
DFS  SOLUTIONS  NUMÉRIQUES  DES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE. 

4.  Lorsqu'on  a  déterminé  Texpression  littérale  d'une 
quantité  géométrique,  nous  venons  dédire  qu'on  pouvait 
chercher  à  en  déduire  une  formule  de  construction,  ou  la 
réduire  en  nombres,  en  remplaçant  chacune  des  lettres  par 
le  nombre  particulier  qui  exprimera  la  grandeur  corres- 
pondante. Comparons  les  avantages  que  présentent  ces 
deux  procédés  dans  la  pratique. 

Observons  pour  cela  que  Timperfection  des  instruments 
introduit  toujours  des  inexactitudes  dans  les  constructions. 
Si  donc  on  tient  à  une  grande  approximation  dans  les  ré- 
sultats, on  devra  choisir  le  procédé  qui  demandera  le  moins 
de  constructions. 

Dans  la  résolution  numérique  on  a  toutes  les  erreurs 
provenant  de  l'expression  des  données  en  nombres  ',  mais  le 
calcul  n'en  produit  pas  de  nouvelles,  ou,  s'il  en  introduit, 
elles  peuvent  être  assez  diminuées  pour  qu'elles  n'aient  pas 
d'influence  sensible  sur  les  résultats,  et  on  peut  se  dispen- 
ser d'y  avoir  égard.  Il  ne  reste  donc  plus  que  l'erreur  pro- 
venant du  passage  final  de  la  valeur  numérique  i  la  gran- 
deur concrète. 

Dans  la  résolution  purement  graphique,  on  peut  déjà 
avoir  des  erreurs  provenant  de  ce  que  les  données  ont  dû 
être  reportées  sur  le  plan  où  l'on  doit  effectuer  les  construc- 
tions; elles  seront  augmentées  de  toutes  celles  qui  seront 
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produites  par  la  suite  des  constructions  qui  seront  effec- 
tuées, et  il  est  impossible  de  dire  en  général  lequel -des  deux 
procédés  est  le  plus  exact  :  cela  dépend  de  la  nature  des 
questions. 

Dans  celles  qui  dépendent  de  la  coupe  des  pierres,  de  la 
charpente,  de  la  perspective,  les  solutions  graphiques 
sont  généralement  les  seules  dont  on  doive  faire  usage. 

Dans  celles  qui  ont  pour  objet  les  mesures  terrestres  ou 
astronomiques,  Textrème  précision  doit  être  cherchée,  et 
par  conséquent  il  faut,  le  plus  possible,  réduire  les  construc- 
tions et  avoir  recours  au  calcul. 

Les  mesures  terrestres  ont  pour  objet  la  détermination 
des  positions  relatives  de  points  situés  à  la  surface  de  la  terre, 
et  c^est  à  quoi  l'on  parvient  en  les  liant  par  des  droites 
qui  forment  un  réseau  de  triangles  rectîlignes  contigus.  Les 
questions  astronomiques  conduisent  plus  ordinairement  à 
la  considération  de  triangles  sphériques,  formés  par  des 
arcs  de  grands  cercles  tracés  sur  une  même  sphère.  D'où  il 
suit  que  la  théorie  de  la  mesure  des  éléments  des  triangles, 
soit  rectilignes,  soit  sphériques,  ou  la  Trigonométrie^  doit 
jouer  un  grand  rôle  dans  la  résolution  numérique  des  ques- 
tions de  Géométrie;  et  c'est  une  des  premières  dont  nous 
nous  occuperons. 


APPLICATION 


AUX 


PROBLÈMES  DÉTERMINÉS. 


APPLICATION 


AUX 


PROBLÈMES  DÉTERMINÉS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  MISE  EN  ÉQUATION  DES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE. 
-  HOMOGÉNÉITÉ.  -  CONSTRUCTION  DES  FORMULES. 


1 .  Lorsque  Ton  veut  appliquer  le  calcul  à  la  résolution 
cVoD  problème  de  Géométrie  ayant  pour  objet  la  détermina- 
tion de  certaines  grandeurs,  on  suppose  toutes  les  quantités 
exprimées  en  nombres,  au  moyen  d'unités  de  même  espèce 
qae  ces  diverses  quantités  respectives;  on  représente  ces 
nombres  par  des  lettres,  pour  que  la  solution  soit  générale, 
et  le  plus  ordinairement  on  laisse  arbitraire  Tunité  de 
chaque  espèce  :  ce  nVst  que  dans  des  cas  exceptionnels 
qu'on  choisit  à  cet  effet  Tune  des  grandeurs  données. 

Ou  cherche  ensuite  à  exprimer  par  des  équations  les 
diverses  conditions  géométriques  de  la  question.  Si  Ton 
peut  parvenir  à  en  établir  autant  que  Ton  a  d'inconnues, 
et  que  réciproquement  ces  équations  entraînent  comme 
conséquences  les  conditions  de  la  question,  celle-ci  est  ra- 
menée à  la  résolution  de  ces  équations.  Si  Ton  peut  Teffec- 
tuer,  et  qu'on  obtienne  les  formules  qui  expriment  chacune 
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des  inconnues,  il  y  aura  deux  manières  d'en  faire  usage, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  suivant  qu'on  se  sera  proposé 
une  solution  numérique  ou  une  construction.  Dans  le  pre- 
mier cas  on  fera  choix  d'une  unité  avec  laquelle  on  mesu- 
rera effectivement  les  grandeurs  données  qui  entrent  dans 
les  formules,  et  l'on  exécutera  les  opérations  numériques 
qui  y  seront  indiquées;  dans  le  second,  on  tâchera  de  trou- 
ver la  formule  des  constructions  à  exécuter  sur  les  gran- 
deurs concrètes  telles  qu'elles  sont  données,  pour  obtenir 
les  grandeurs  concrètes  demandées. 

Quant  à  la  marche  à  suivre  en  général  pour  trouver  les 
équations  du  problème,  nous  ne  saurions  mieux  faire  que 
de  rapporter  à  peu  près  textuellement  les  préceptes  donnés 
par  Descartes  et  reproduits  par  Newton  : 

«  On  doit  d'abord  considérer  le  problème  comme  résolu 
))  et  donner  des  noms  à  toutes  les  lignes  qui  semblent  né- 
))  cessaires  pour  le  construire,  aussi  bien  à  celles  qui  sont 
»  inconnues  qu'aux  autres.  Puis,  sans  considérer  aucune 
»  différence  entre  ces  lignes  connues  et  inconnues,  on.doit 
»  parcourir  la  difficulté  selon  Tordre  qui  montre  le  plus 
»  naturellement  de  tous  en  quelle  sorte  elles  dépendent 
»  mutuellement  les  unes  des  autres,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
»  trouvé  moyen  d'exprimer  une  même  quantité  en  deux 
)>  façons,  ce  qui  se  nomme  une  équation^  car  les  termes 
»  de  l'une  de  ces  deux  façons  sont  égaux  à  ceux  de  l'autre. 
»  Et  l'on  doit  conserver  autant  de  telles  équations  qu'on  a 
))  supposé  de  lignes  qui  étaient  inconnues.  Ou  bien,  s'il 
»  ne  s'en  trouve  pas  tant,  et  que  nonobstant  on  n^ omette 
»  rien  de  ce  qui  est  désiré  en  la  question,  cela  témoigne 
»  qu'elle  n'est  pas  entièrement  déterminée.  Et  lors  on 
»  peut  prendre  à  discrétion  des  lignes  connues  pour  toutes 
))  les  inconnues  auxquelles  ne  correspond  aucune  équation . 
»  Après  cela,  s'il  en  reste  plusieurs,  il  se  faut  servir  par 
»  ordre  de  chacune  des  équations  qui  restent  aussi,  etc.  » 
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La  suite  se  rapporte  à  la  ripsolution  de  ces  équations. 
Nous  avons  voulu  reproduire  les  paroles  mêmes  de  Des- 
cartes, parce  qu'il  nous  a  paru  à  propos  de  faire  connaître 
comment  avaient  été  formulés  pour  la  première  fois  ces 
préceptes,  auxquels  on  n'a  rien  changé  d'essentiel. 

DE    l'hOMOGÉI^ÉITÉ. 

2.  Lorsqu'une  équation  entre  les  nombres  qui  repré- 
sentent des  grandeurs  concrètes  a  été  trouvée  en  exprimant 
des  relations  résultant  des  conditions  d'un  problème  de 
Géométri.e,  et  qu'aucune  des  grandeurs  données  n*a  été 
choisie  pour  unité,  cette  équation  offrira  toujours  une 
particularité  remarquable,  indépendante  de  sa  forme  et 
qu'il  est  nécessaire  d'établir  d'une  manière  générale. 

Pour  mieux  faire  comprendre  en  quoi  elle  consiste  et 
d'où  elle  provient,  considérons  d'abord  une  quatrième 
proportionnelle  à  trois  lignes  représentées  par  les  nombres 

a^  b^c'^  son  expression  sera  — ?  et  le  numérateur  aura  deux 

facteurs  linéaires^  c'est-à-dire   représentant  des  lignes, 

tandis  que  le  dénominateur  n'en  a  qu'un. 

bc 
Si  cette  ligne  —  entre  elle-même  comme  terme  d'une 

fi 

proportion  dont  les  deux  premiers  sont  des  lignes  connues 

représentées  par  les  nombres  d^  e  et  le  quatrième  une 

ligne  inconnue  que  nous  appellerons  x,  on  aura 

ùcr 
ad 

et  l'on  voit  qu'il  y  aura  encore  un  facteur  linéaire  de  plus 
an  numérateur  qu'au  dénominateur.  Et  il  en  serait  encore 
de  même  si  cette  nouvelle  ligne  x  entrait  avec  trois  autres 
dans  une  proportion,  parce  qu'en  égalant  le  produit  des 
extrêmes  et  des  moyens,  l'un  des  deux  membres  aura  deux 
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facteurs  linéaires,  et  Tantre  en  aara  deux  de  plus  au  numé- 
rateur qu'au  dénominateur  ;  d'où  résultera  pour  Tinconnue 
une  expression  fractionnaire  dont  le  numérateur  aura  un 
facteur  de  plus  cpe  le  dénominateur.  Et  il  est  évident  que 
cela  aura  lieu  quel  que  soit  le  nombre  d'opérations  sem- 
blables, puisque,  si  cette  condition  est  remplie  après  un 
certain  nombre  de  ces  opérations,  elle  le  sera,  diaprés  notre 
raisonnement,  après  la  suivante. 

Or,  si  un  terme  d^une  équation  représente  une  ligne, 
tous  les  autres  en  représenteront  aussi,  car  on  n*a  pas  pu 
donner  des  conditions  qui  exigeraient  qu'on  ajoutât  des 
lignes  à  des  surfaces  ou  à  des  solides;  et  si  ces  lignes  ne 
sont  exprimées  que  par  une  suite  de  quatrièmes  propor- 
tionnelleSy  tous  les  termes  auront  un  facteur  linéaire  de 
plus  au  numérateur  qu'au  dénominateur  ;  d'où  il  suit  que 
si  on  multiplie  les  deux  membres  par  un  même  nombre 
quelconque  de  ces  facteurs,  il  y  en  aura  dans  chaque  terme 
un  même  nombre  de  plus  au  numérateur  qu'au  dénomi- 
nateur. Et  si  on  multiplie  par  tous  ceux  qui  sont  dans  les 
divers  dénominateurs ,  il  y  en  aura  un  même  nombre  dans 
chaque  terme. 

Cette  même  circonstance  aura  lieu  si  Téquaiion  provient 
de  l'addition  ou  de  la  soustraction  de  surfaces  de  figures 
planes,  car  leurs  aires  se  ramenant  au  triangle  seront  ex- 
primées par  des  produits  de  deux  lignes  ;  et  si  celles-ci  pro- 
viennent d'une  suite  de  quatrièmes  proporlionnelles,  ces 
produits  se  présenteront  sous  forme  de  fractions  ayant  deux 
facteurs  linéaires  de  plus  au  numérateur  qu'au  dénomina- 
teur. Si  on  multiplie  ensuite  ou  qu'on  divise  les  deux 
membres  de  l'équation  par  un  même  nombre  de  ces  fac- 
teurs, Texcès  sera  toujours  le  même  en  chaque  terme  ;  et  si 
on  fait  disparaître  tous  les  dénominateurs,  il  y  aura  le 
même  nombre  de  facteurs  linéaires  dans  tous  les  termes  de 
Féquation. 
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Il  est  clair  qu'on  aurait  des  résultats  analogues  si  Téqua- 
tion  Tenait  d'additions  ou  de  soustractions  de  volumes, 
parce  que  leur  mesure  se  faisant  par  des  produits  de  trois 
Hgnea,  tous  les  termes  seraient  composés  de  trois  facteurs 
linéaires,  ou,  s'ils  étaient  fractionnaires,  auraient  trois 
facteurs  de  plus  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Cet 
excès  variera  également  par  Teffet  de  multiplications  ou  de 
divisions  des  deux  nombres  ;  et  si  les  facteurs  linéaires  dis- 
paraissent de  tous  les  dénominateurs,  il  y  aura  le  même 
nombre  dans  tous  les  termes. 

Enfin,  si  les  quantités  qui  forment  les  termes  de  Téquation 
sont  non  des  lignes,  des  surfaces  ou  des  volumes,  mais 
des  rapports  de  ces  quantités  entre  elles,  tous  les  termes 
auront  autant  de  facteurs  linéaires  au  numérateur  qu'au 
dénominateur  \  et  si  l'on  fait  disparaître  ces  derniers,  le 
nombre  de  ces  facteurs  sera  encore  le  même  dans  tous  les 
termes. 

C'est  à  cette  propriété  générale  qu'on  a  donné  le  nom 
d'homogénéité.  On  voit  par  quelles  considérations  on  y 
a  naturellement  été  conduit.  Si  l'on  nomme  degré  d'un 
terme  rationnel,  l'excès  du  nombre  de  facteurs  linéaires 
du  numérateur  sur  le  nombre  de  ceux  du  dénominateur, 
elle  s'énonce  en  disant  que  toute  équation  provenant  de 
relations  entre  des  quantités  géométriques,  sans  qu'au- 
cune d'elles  ait  été  choisie  pour  unité,  est  composée  de 
termes  de  même  degré. 

Toutes  les  équations  d'une  question  étant  bomogènes, 
les  combinaisons  qu'on  en  fera  pour  en  déduire  les  incon- 
nues, ne  conduiront  jamais  qu'à  des  équations  homogènes. 
Si,  par  exemple,  on  tire  de  l'une  d'elles  la  valeur  d'une 
ligne  et  qu'on  la  substitue  dans  les  autres,  il  est  évident 
qu'il  n'en  résultera  que  des  termes  de  même  degré. 

On  pourrait  croire  cependant  que  la  combinaison  d'é- 
quations séparément  homogènes  conduirait  quelquefois  h 
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des  équalioDs  qui  ne  le  seraient  pas.  Cela  arriverait  évi- 
demment si  Ton  ajoutait  membre  à  membre  des  équations 
homogènes  de  degrés  différents.  Mais  c'est  ce  que  Ton  ne 
fera  jamais,  parce  que  Ton  ne  fait  ces  additions  qu'en  vue 
de  réductions,  qui  ne  seraient  pas  possibles  entre  termes  de 
degrés  différents.  Une  semblable  addition  n'offrirait  rien 
d'absurde,  mais  n'aurait  aucune  utilité  et  on  ne  la  fera 
dans  aucun  cas. 

3.  Il  est  nécessaire  de  donner  un  peu  d'extension  à  la 
définition  de  l'homogénéité,  parce  que  nous  n'avons  sup- 
posé jusqu'ici  que  des  expressions  rationnelles;  et  l'on 
peut  souvent  avoir  des  racines  a  extraire,  comme  il  peut  se 
présenter  dès  le  début  des  expressions  radicales. 

Par  exemple,  la  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes 

représentées  par  les  lettres  a,  b  sera  exprimée  par  ^ah. 
L'hjpoténuse  du  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  a,  b 

sera  exprimée  par  ^a*  H-  b*.  Il  est  donc  nécessaire  de 
donner  une  définition  du  degré  des  expressions  radicales 
qui  permette  d'énoncer  d'une  manière  générale  la  propriété 
dont  nous  nous  occupons. 

Or,  comme  en  élevant  une  expression  homogène  de  degré 
m  à  la  puissance  n  on  en  obtient  une  de  degré  n  fois  plus 
grand  mn,  et  que  par  conséquent,  si  on  extrait  la  racine 
j^ièm»  d'ujie  expression  de  degré  mn,  on  obtient  une  expres- 
sion de  degré  m  quand  l'extraction  est  possible,  il  est  naturel 
de  s'exprimer  de  la  même  manière  quand  l'opération  ne 
peut  être  qu'indiquée,  et  de  dire  que  l'extraction  de  la  racine 
d'une  expression  homogène  divise  son  degré  par  celui  de  la 
racine.  On  admettra  ainsi  des  degrés  fractionnaires,  et  l'on 
pourra  dire  qu'en  extrayant  des  deux  membres  d'une 
équation  homogène  une  racine  de  même  degré,  il  en  résul- 
tera une  nouvelle  équation  homogène. 
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Si,  par  exemple,  on  avait 

tf"  =  A"  H-  c'~ 


9 


on  aurait,  en  extrayant  la  racine  Tt'^'""^ 


qui  sera  une  équation  homogène  de  degré  ^ 

Remarque.  —  U  est  bon  de  remarquer  qu'un  polynôme 
dont  tous  les  termes  sont  de  même  degré  peut  toujours  être 
transformé  en  un  monôme  de  même  degré.  Car  si  Ton  met 
en  facteur  commun  un  monôme  d^un  degré  moindre  d'une 
nnité,  le  polynôme  sera  le  produit  de  ce  facteur  par  un 
polynôme  dont  tous  les  termes  seront  du  premier  degré  et 
représenteront  des  lignes  qui  pourront  se  construire  par 
des  quatrièmes  proportionnelles.  En  faisant  leur  somme, 
et  la  représentant  par  une  lettre,  le  polynôme  se  trouvera 
transformé  en  un  monôme  du  même  degré.  Ainsi,  par 
exemple,  a"  -h  J*"  —  c*"  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


y  II'"-'        rt"-'/ 


On  construira — 3;  en  le  considérant  comme  décomposé  en 
-'•On    construira  la  troisième   proportionnelle 


—  •  — '  «  •  • 
a    a        a 


—  ',  rappelant  l/^  on  construira  la  quatrième  proportionnelle 

—  5  rappelant  ft",  on  construira  — »  et  ainsi  de  suite;  on 
arrivera  de  cette  manière  à  une  ligne  représentée  par  ~^^  • 

On  construira  de  même 9  et  on  la  retranchera  de  la 

précédente  ajoutée  à  a.  Représentant  cette  somme  par  5, 
a*  X  i"*  —  C"  sera  remplacé  par  a*""*  5,  et  si  l'on  avait  eu 
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^a"*  H-  i"  —  c*"  celte  racine  serait  remplacée  {fer  le  monôme 


m  — I     I 


de  mèi;ne  degré  y^û*"""*  5  ou  a  "    5" 

4.  Démonstration  générale  du  principe,  — Considérons 
une  équation  déduite  de  conditions  géométriques,  et  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  lignes,  connues  ou  in- 
connues, exprimées  en  nombre  au  moyen  d'une  unité  non 
spéciGée.  Supposons  d'abord  que  tous  les  dénominateurs 
étant  chassés,  Téquation  ne  soit  composée  que  de  monômes 
de  degrés  quelconques  positifs  ou  négatifs,  entiers  ou  frac- 
tionnaires. Réunissons  en  groupes  tous  les  termes  de  même 
degré:  l'équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme  suivante, 
dans  laquelle  l'indice  donné  a  la  lettre  A  marque  le  degré 
du  groupe  : 

A.,  H-  A,  -h  A^  -h ...  4-  A,  =  o. 

Les  facteurs  linéaires  a,  &,  c,. . .,  Xr,  /qui  entrent  dans 
divers  groupes  varieraient  avec  l'unité  de  longueur,  et  en 
raison  inverse  de  la  grandeur  de  cette  unité  ;  mais  s'ils  sont 
ainsi  changés  en  a',  V,  c\ . . . ,  k\  l\  l'équation  renfermera 
ces  nouveaux  facteurs  absolument  de  la  même  manière 
qu'elle  renfermait  a,  &,  c, . .  • ,  A^,  /,  puisqu'elle  a  été  ob- 
tenue indépendamment  de  la  grandeur  de  l'unité. 

Cela  posé,  prenons  pour  cette  nouvelle  unité  la  grandeur 
de  la  première  divisée  par  un  nombre  arbitraire  z  :  les 
nombres  désignés  par  a',  h\>  •  >,V  seront  respectivement 
égaux  à  za,  z&, . .  • ,  zh^  zl.  Mais  comme  la  nouvelle  équa- 
tion doit  renfermer  a',  b\. .  .^  l^  de  la  même  manière  que 
la  première  renfermait  a,  &,...,/,  on  l'obtiendra  en  chan- 
geant dans  celle-ci  a  en  za,  b  en  zb^  etc.,  ce  qui  donnera 

et  comme  cette  équation  devra  avoir  lieu  quel  que  soit  r, 
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on  arrÎTeraità  une  contradiction  si  les  coefficients  des  dif- 
férentes  puissances  de  z  n'étaient  pas  séparément  nuls. 

Si  donc  l'équation  primitive  n'a  pas  été  obtenue  par  l'ad- 
dition d'équations  homogènes  de  de^és  différents,  ce  que 
noQs  avons  recommandé  de  ne  jamais  faire,  il  y  a  contra- 
diclion  dans  les  suppositions;  et  il  est  impossible  que  l'on 
ait  obtenu  une  équation  de  forme  constante  entre  les 
nombres  qui  représentent  des  lignes,  évaluées  avec  une 
unité  indéterminée. 

5.  Comment  V  homogénéité  peut  cesser  d'hêtre  apparente. 
—  Si,  après  avoir  trouvé  une  équation,  en  laissant  l'unité 
indéterminée,  on  vient  à  la  particulariser,  et  qu'on  choisisse 
à  cet  effet  une  des  lignes  qui  entrent  dans  cette  équation, 
ou  même  si  on  commence  par  là,  les  termes  cessent  d'être 
de  même  degré,  à  moins  qu'on  ne  conserve  la  trace  des  fac- 
teurs qui  deviennent  égaux  à  i  ;  ce  qu'on  ne  fait  pas  puis- 
qu'on ne  particularise  l'unité  qu'en  vue  de  simplification. 
On  rétablirait  l'homogénéité,  en  revenant  à  une  unité  in- 
déterminée, et  en  complétant  ou  en  réduisant  les  degrés  des 
termes  par  l'introduction  de  facteurs  ou  diviseurs  repré- 
sentant l'ancienne  unité  évaluée  au  moyen  de  la  nouvelle. 
La  manière  la  plus  simple  d'y  parvenir  sera  de  remplacer 
chacune  des  lettres  représentant  des  lignes  dans  l'équation 
homogène  par  le  rapport  qu'elle  exprime  réellement  de 
cette  même  ligne  à  celle  qui  a  été  choisie  pour  unité.  Tous 
les  termes  deviennent  alors  de  degré  zéro  et  l'homogénéité 
est  rétablie. 

6.  Remarques  diverses.  —  Si  l'on  avait  eu  d'abord  des 
dénominateurs  polynômes,  nous  venons  de  prouver  qu'après 
qu'on  les  aura  tous  fait  disparaître,  on  aura  une  équation 
hom(^ène.  Or  il  est  bon  de  remarquer  que  tous  les  termes 
d'un  même  dénominateur  doivent  être  homogènes  entre  eux. 
Car  si  Ton  en  considère  un  quelconque  et  qu'on  fasse  dis- 
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paraître  tous  les  autres,  de  sorte  qu'il  oe  subsiste  plus  que 
ce  dénominateur  polynôme,  il  est  évident  que  s'il  n'avait  pas 
tous  ses  termes  de  même  degré,  la  multiplication  qui  ]e 
ferait  disparaître  ne  donnerait  pas  des  termes  de  même 
degré,  comme  cela  doit  être  dans  une  équation  composée 
de  termes  monômes,  et  qui  n'est  pas  la  somme  d'équations 
homogènes  de  degrés  différents. 

7.  Si  Téquation  renfermait  des  racines  de  polynômes, 
dont  Tindice  serait  indépendant  de  Tunité  de  longueur, 
ou  pourrait  la  rendre  rationnelle,  et  alors  elle  serait  cer- 
tainement homogène,  et  les  polynômes  sous  les  radicaux 
devraient  Têtre  eux-mêmes. 

Mais  si  Ton  concevait  comme  possible  Fexistence  d'un 
radical  dont  l'indice  serait  une  quantité  linéaire^  il  serait 
variable  avec  Tunité  de  longueur,  et  les  règles  relatives  aux 
indices  déterminés  pourraient  ne  plus  subsister.  Ces  cas 
singuliers  devraient  être  examinés  spécialement.  Si  par 
exemple  on  avait 


v/ 
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it  et  a:  désignant  des  lignes,  il  faudrait  extraire  une  racine 
de  degré  a  d'un  polynôme  indéfini  non  homogène  et  dont 
le  degré  des  termes  croît  sans  limite.  Cela  pourrait  d'abord 
ne  pas  présenter  le  caractère  de  T homogène) té,  et  on  serait 
porté  à  croire  qu'une  équation  qui  renferme  une  pareille 
expression  ne  saurait  être  homogène.  Et  cependant  il  n'en 


.r 


est  rien,  car  elle  n'est  autre  chose  que  e*'  qui  est  une  expres- 
sion de  degré  zéro,  comme  tous  les  termes  suivant  lesquels 
elle  petit  être  développée. 

8.  Nous  venons  de  voir  un  cas  où  Tindice  a  d'un  radical 
étant  dépendant  de  l'unité  de  longueur,  l'expression   sr 
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trouve  homogène  et  de  degrë  zéro.  Mais  si^  au  Heu  d^avoîr 
soas  ce  radical  le  développement  de  e*\  on  avait  eu  un  po- 
lynôme d'un  nombre  fini  de  termes  ;  en  Tisolant  et  élevant 
les  deux  membres  à  la  puissance  a,  on  aurait  d'un  côté  ce 
polynôme,  dont  les  termes  auraient  des  degrés  fixes,  et  do 
Tanlre  des  quantités  de  degré  variable  avec  Tunité  de  lon- 
gueur, ce  qui  serait  impossible. 

9.  Il  est  d'autres  expressions  que  les  exponentielles  qui, 
n'ayant  pas  de  degré  déierroii;ié,  ne  peuvent  s^appliquer  qu'à 
des  quantités  de  degré  zéro.  Ainsi  les  logarithmes  ne 
peuvent  affecter  que  des  quantités  de  degré  zéro,  parce 
qu'ils  n*ont  aucun  degré  déterminé,  à  moins  que  ce  ne 
soit  zéro  \  il  faut  alors  que  Ton  n*ait  que  des  rapports  de 
quantités  de  même  degré  ;  ils  seront  indépendants  de 
l'unité  de  longueur  et  ils  pourront  être  soumis  à  des  opé- 
rations logarithmiques  ou  exponentielles,  et  entrer  dans 
des  équations  homogènes.  Quelquefois  ces  circonstances 
ne  seront  pas  immédiatement  en  évidence,  par  exemple  si 
Ton  avait  log  jC  —  log  «,  et  cependant  pourront  être  recon- 

nues,  comme  dans  ce  cas  où  log  x  —  log  a  =  log  -  • 


10.  Cas  où  ilj  a  des  unités  iTespèces  différentes, -—Une 
équation  peut  renfermer  des  grandeurs  dont  la  mesure  ne 
se  ramène  pas  à  une  même  unité  *,  les  surfaces  et  les  volumes 
se  ramènent  à  l'unité  de  longueur,  parce  qu^elles  dépendent 
toujours  de  lignes  qui  les  déterminent  ]  mais  s'il  entrait 
dans  une  même  équation  des  lignes  et  des  angles,  il  faudrai|, 
prendre  deux  unités  d'espèces  différentes  :  une  ligne  pour 
mesurer  les  longueurs,  et  un  angle  pour  mesui*er  les 
angles. 

En  admettant  toujours  que  l'équation  a  été  trouvée  en 
laissant  les  unités  indéterminées,  si  Ton  suppose  qu'on 
fasse  varier  Tune  quelconque  d'entre  elles  en  laissant  les 

2. 


20  SCIEMCE   DE    L^ÉTEADDE. 

autres  constantes,  les  raisonnements  précédents  prouvent 
que  Téquation  doit  être  homogène  par  rapport  aux  quan- 
tité» de  l'espèce  de  celte  unité.  D'où  Ton  conclut  qu'elle 
est  homogène  séparément  par  rapport  à  chacune  des  espèces 
diflerentes  de  quantités  qui  y  entrent. 

Une  pareille  équation  pourrait  être  ramenée  à  ne  ren- 
fermer que  des  rapports  de  lignes  ou  des  rapports  d'angles; 
mais  ses  dififérents  termes  peuvent  aussi  bien  renfer- 
mer des  produits  de  quantités  d'espèces  diflerentes;  il 
suiBt  que  l'homogénéité  ait  lieu  séparément  pour  chaque 
espèce.  Il  pourrait  bien  arriver  aussi  que  l'homogénéité  eût 
lieu  séparément  pour  deux  classes  distinctes  de  quantités 
de  même  nature.  Ou  le  reconnaîtra  quand  Téquation  aura 
été  obtenue  en  supposant  que  les  quantités  d^une  même 
classe  aient  été  évaluées  avec  une  unité  indéterminée,  mais 
différente  pour  chacune.  C'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
dans  la  Trigonométrie,  lorsque  l'on  établit  des  équations 
entre  les  côtés  des  t;*iangles  et  les  lignes  qui,  comme  nous 
le  verrons  bientôt,  servent  à  la  détermination  des  angles. 

DE  LA  DÉPEMDAirCE  ÉTABLIE  ENTRE  LES  DIFFÉRENTES  UNITÉS; 
SES  CONSÉQUENCES  SUR   LA   FORME  DES  ÉQUATIONS. 

11.  La  mesure  d^une  grandeur,  ou  son  rapport  à  une 
autre  de  même  espèce,  se  ramène  souvent  à  la  mesure  d'au- 
tres quantités  d'espèces  différentes.  Ainsi  la  mesure  des 
surfaces  et  des  solides  se  ramène  a  la  mesure  de  certaines 
lignes  ;  et  si  on  ne  fait  entrer  ces  grandeurs  dans  le  cal- 
cul que  par  leur  mesure,  il  n'en  résulte  que  des  équa- 
tions entre  des  lignes  ;  et  nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur 
ce  point  a  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  relativement  à 
l'homogénéité. 

Mais  si  la  grandeur  dépend  de  deux  éléments  d'espèces 
différentes  et  que,  sans  choisir  pour  unité  une  des  quantités 
•données,  on  établisse  cependant  une  certaine  dépendance 
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soit  entre  nn  des  éléments  et  Tunité  de  1  autre,  soit  mémo 
entre  les  différentes  unités  indéterminées,  il  est  possible 
non-seulement  que  les  termes  de  Féquation  ne  présentent 
pas  Thomogénéité,  mais  même  qu'ils  semblent  ne  pas  varier 
dans  un  même  rapport,  quand  on  change  une  des  unités, 
et  qu'on  ne  reconnaisse  cette  propriété  qu'en  introduisant 
la  dépendance  qui  a  été  admise  entre  les  unités 

Par  exemple,  si  on  appelle  vitesse  dans  un  mouvement 
uniforme,  l'espace  parcouru  dans  l'unilé  de  temps,  cette 
quantité  dépendra  d*une  longueur,  et  celle-ci  dépendra  de 
Fimité  de  temps.  Les  facteurs  représentant  des  vitesses 
devront  donc  être  considérés  comme  variant  avec  les  deux 
unités  séparément,  en  raison  inverse  de  Tunitéde  lopgueur 
et  en  raison  directe  de  l'unité  de  temps.  Us  devraient  donc 
être  regardés  comme  de  degré  +i  par  rapport  à  la  longueur 
et  —  1  par  rapport  au  temps. 

Ou  raisonnerait  de  même  dans  des  cas  plus  complexes, 
comme  on  eu  trouve  dans  la  Mécanique  et  la  Physique  (*), 

{*)  Pour  en  donner  un  exemple  tiré  de  la  Mécanique,  soient/  une  force 
dMntenstté  constante  qui  a  été  appliquée  pendant  le  temps  f  à  un  point  de 
masse  m,  libre  el  partant  de  l'état  de  repos,  x  Tespace  parcouru  par  ce 
point;  on  aura  Téquation 

.fi' 

Aucune  quantité  déterminée  n'a  été  choisie  pour  unité;  seulement  on  a 
établi  entre  les  quatre  unités»  de  longueur,  de  temps,  de  masse  et  de  force, 
celte  dépendance  que  la  force  prise  pour  unité  «oit  celle  qui,  appliquée  pcn-» 
daot  l'unité  de  temps  à  l'unité  de  masse,  lui  ferait  acquérir  une  vitesse 
égale  à  l'unité..  Cette  équation  non  homogène  ayant  été  trouvée  sans  fixer 
aoenne  unité  doit  conserver  sa  forme  si  l'on  change  une  ou  plusieurs  de 
ces  unités;  c'est-à-dire  que  les  nouveaux  nombres  qui  exprimeraient  les 
mêmes  grandeurs  absolues  étant  désignés  par  m'^  x',  y,  /',  on  aurait  en- 

core  m' X*  =' — ^ —  .  Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  celle  dernière  équa- 
tion est  compatible  avec  la  première,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les 
éqaalions  homogènes. 

Kq  effet,  supposons  d'abord  qu'on  change  l'unité  de  longueur  seulement, 
et  qu'on  eo  prenne  une  X  fois  plus  petite  :  le  nombie  x%  qui  exprime  la 
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Fourier  a  discuté  soigneusement  ce  point  dans  sa  Théorie 
mathématique  de  la  chaleur.  Nous  nous  bornerons  à  T in- 
dication succincte  que  nous  venons  de  donner,  réservant 
les  développements  aux  professeurs. 

PASSAGE    DBS   FORMULES    IffUMÉHIQUES    AUX  FORMULES 

DE  CONSTRUCTION. 

12.  Étant  donnée  la  formule  qui  exprime  une  ligne  en 
nombre,  c'est-à-dire  qui  indique  les  opérations  à  faire  sur 
les  nombres  qui  exprimeraient  les  lignes  données  pour 
obtenir  celui  qui  exprime  la  ligne  cherchée  *,  si  Ton  veut 
substituer  à  ce  calcul  une  suite  de  constructions  à  effectuer 
sur  les  lignes  données,  sans  avoir  recours  à  aucune  évalua- 
tion numérique,  on  procédera  de  la  manière  suivante  : 

1°  Si  la  formule  est  entièrement  rationnelle  et  homogène, 
Finconnue  ne  pourra  être  exprimée  dans  le  cas  le  plus 
général  que  par  le  quotient  de  deux  polynômes  composés 
de  termes  homogènes,  d'un  degré  plus  élevé  d'une  unité  au 
numérateur  qu'au  dénominateur.   Ces  deux   polynômes 

la  même  longueur  que  x,  sera  a  fois  plus  grand  que  x.  Les  nombres  m'  et  t' 
seront  les  mêmes  que  m  ot  r  qui  ne  dépendent  pas  de  Tu  ni  té  de  longueur; 
mais  y  sera  différent  dey,  parce  que  TuDiié  de  force  a  changé.  Cette  der- 
nière, en  eflet,  est  la  force  qui,  appliquée  à  l'unité  de  masse  qui  est  restée 
fa  même  pendant  une  unité  de  temps  qui  est  aussi  restée  la  même,  lui 
ferait  acquérir  une  vitesse  égale  h  Tunité,  c^est-h-dire  1  fois  plus  petite  que 
dans  le  premier  cas;  cette  force  sera  donc  l  fois  plus  petite  que  la  première 
unité,  et  par  conséquent  le  nombre  y,  qui  exprimera  toujours  la  même 
force,  sera  égal  à  If,  Les  deux  membres  de  la  seconde  équation  ne  sont 
donc  autre  chose  que  ceux  de  la  première  multipliés  par  ï,  et  les  deux 
équations  sont  compatibles,  comme  cela  devait  Tètre. 

Il  en  serait  de  même  si  Ton  changeait  les  autres  unités. 

Et  ^t  pour  appliquer  une  formule  ainsi  obtenue,  on  fait  un  choix  parti- 
culier pour  les  unités  indépendantcsi  et  qu'on  en  tire  la  Tslcur  d'une  in* 
connue,  le  nombre  ainsi  obtenu  devra  être  considéré  comme  exprimant 
des  unités  égales  à  celle  que  l'on  aura  choisie  pour  Tespèce  dont  cette  in- 
connue fait  partie,  et  il  n'y  aura  à  s'occuper  d'aucune  dos  autres. 
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pourront  être  réduits  à  des  monômes,  comme  nous  Tâvons 
indiqué  précédemment,  et  la  ligne  représentée  par  la  frac- 
tion ainsi  transformée  se  construira  par  une  suite  de  qua- 
trièmes proportionnellet. 

tP  Si  la  formule  de  l'inconnue  renferme  des  radicaux 
du  second  degré,  et  que  les  quantités  qui  y  sont  soumises 
soient  des  expressions  rationnelles  quelconques,  on  pourra 
commencer  par  les  réduire,  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer, à  des  monômes  entiers  ou  fractionnaires,  suivant 
que  le  numérateur  y  sera  de  degré  plus  élevé  ou  moins 
élevé  que  le  dénominateur.  Dans  le  premier  cas,  on  pourra, 
par  une  suite  de  quatrièmes  proportionnelles,  réduire  la 
quantité  sous  le  radical  à  un  produit  de  facteurs  linéaires; 
et  dans  le  second  à  Tunité  divisée  par  un  produit.  Ce  cas, 
en  renversant  le  radical,  rentre  dans  le  premier^  qu'il  suffit 
par  conséquent  dVxaminer. 

S'il  n'y  a  que  deux  facteurs,  la  racine  sera  leur  moyenne 
proportionnelle  et  se  construira  facilement. 

S^il  y  en  a  un  nombre  plus  grand  que  deux,  ou  les  grou- 
pera deux  à  deux,  et  une  suite  de  moyennes  proportion- 
nelles réduira  le  radical  au  produit  d'autant  de  lignes  qu'il 
y  aura  de  ces  groupes,  si  les  facteurs  sont  en  nombre  pair. 
Et  si  ce  nombre  était  impair,  il  resterait  l'indication  de  la 
racine  du  dernier^  ce  facteur  se  combinera  avec  quel- 
que autre  d'après  la  forme  de  l'expression  donnée  qui, 
d'après  le  principe  de  l'homogénéité,  doit  toujours  être  du 
premier  degré,  puisqu'elle  est  la  valeur  d'une  ligne. 

En  agissant  ainsi  pour  tous  les  radicaux  du  second  degré 
qui  entrent  dans  l'expression  de  la  ligne  à  construire,  on 
Gnira  par  la  rendre  rationnelle,  et  alors  on  procédera 
comme  dans  le  premier  cas. 

Il  est  évident  que  ce  procédé  pourra  s'appliquer  à  plu- 
sieurs racines  carrées  accumulées  les  unes  sur  les  autres. 

Mais  si  l'expression  de  la  ligne  inconnue  renfermait  des 


^4  SCIEHCE   DE   l'ÉTEHDIJE. 

radicaux,  non  réductibles  au  second  degré,  ou  encore  si 
Tinconnue  est  la  racine  d'une  équation  qu'on  ne  sait  pas 
résoudre,  les  procédés  que  nous  venons  d'indiquer  ne 
peuvent  plus  s'appliquer;  et  ce  «'est  que  plus  tard  que 
nous  pourrons  nous  occuper  de  cette  question . 

QUE    TOUS    LES    PROBLÈMES     PEUVENT    ÊTRE    KAMEHÉS    A    LA 
DÉTERMIMATION  DES  LONGUEURS  DE  GERTAIHES  DROITES. 

i3.  Un  problème  de  Géométrie  ne  peut  avoir  pour  objet 
que  la  détermination  de  points  ou  de  grandeurs  d'espèce 
quelconque,  comme  des  lignes,  des  angles,  des  figures  planes 
ou  des  solides. 

La  détermination  des  angles  peut  être  ramenée  à  celle 
de  lignes  droites  j  car  en  les  faisant  entrer  comme  éléments 
de  triangles,  il  suffira  de  connaître  les  côtés  de  ces  trian- 
gles, ou  seulement  leurs  rapports,  pour  que  les  angles  eu 
question  soient  eux-mêmes  connus. 

Une  figure  plane  quelconque  qui  ne  renferme  pas  de 
lignes  courbes,  se  ramène  évidemment  à  la  coiuiaiësance  de 
certaines  droites,  ou  d'angles,  lesquels  se  ramènent  à  des 
droites.  Et  il  en  serait  de  même  d^un  solide  qui  ne  renfer- 
merait dans  sa  construction  aucune  surface  courbe. 

Quant  à  la  détermination  de  la  position  d'un  point,  il 
est  facile  de  voir  comment  elle  se  ramène  à  celle  de  la  lon- 
gueur de  certaines  droites» 

En  effet,  si  ce  point  doit  être  dans  un  plan  donné  et  sur 
une  ligne  connue,  il  suffit  de  connaître  sa  distance  à  un 
point  connu  de  cette  ligne;  et  si  Ton  ue  connaît  aucune 
ligne  du  plan  qui  le  renferme,  sa  posi  lion  sera  déterminée 
si  l'on  connaît  ses  distances  à  deux  points  donnés,  ou  à 
deux  lignes  données,  ou  encore  à  un  point  et  une  ligne 
connus.  Enfin  il  peut  être  déterminé  par  sa  distance  à  un 
point  du  plan  et  par  l'angle  que  fait  avec  une  droite  con- 
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nue  laljgoe  qui  le  joÎDl  à  ce  point.  Or  un  angle  se  ra- 
mène, comme  nous  l'avons  dit,  à  des  droites. 

D'où  l'on  voit  que  la  recherche  de  la  position  d'un  point 
peut,  de  bien  des  manières,  être  ramenée  à  celle  de  la  lon- 
gueur de  certaines  droites. 

Si  les  constructions  demandées  n'étaient  pas  dans  un 
même  plan,  elles  se  ramèneraient  de  même  à  la  connais- 
sance de  lignes,  d'angles  ou  de  positions  de  points.  Et  la 
position  d'un  point  se  déterminerait  par  ses  distances  à 
trois  points  ou  k  trois  plans,  et  de  diverses  autres  manières 
que  nous  pourrons  indiquer  plus  tard. 

Si  les  figures  ou  solides  renferment  des  cercles  ou  des 
sphères,  leur  détermination  est  ramenée  à  celle  de  leur 
centre  et  de  leur  rayon,  et  par  conséquent  a  celle  de  cer- 
taines longueurs.  Quant  aux  autres  lignes  ou  surfaces 
courbes,  on  ne  les  admet  pas  ordinairement  dans  les  élé- 
ments, et  nous  en  parlerons  bientôt. 

Ces  divers  moyens  de  détermination  des  points  peuvent 
donner  lieu  à  quelque  incertitude,  et  souvent  une  discus- 
sion est  nécessaire  pour  reconnaître  le  point  cherché  parmi 
d'antres  que  fournirait  la  construction.  Nous  verrons  par 
quels  moyens  on  est  parvenu  à  éviter  cette  confusion  et  à 
distinguer  sans  ambiguïté,  dans  les  résultats  du  calcul,  ce 
qui  correspond  précisément  à  ce  que  l'on  cherche. 

Quelles  que  soient  les  grandeurs  au  moyen  desquelles 
un  point  soit  déterminé,  on  leur  donne  le  nom  général 
de  coordonnées  de  ce  point. 
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14.  Tmuyer  les  formules  qui  expriment  la  su/face  d'un 
triangle,  et  les  rayons  des  cercles,  inscrit  et  circonscrit, 
en  fonction  des  côtés  de  ce  triangle. 

Soient  ABC  (fig,  i)  ce  triangle,  a,  fc,  c  les  côtés  respec- 
tivement opposés  aux  angles  A,  B,  C^  A  la  hauteur  AP, 
et  S  la  surface  cherchée. 

Fg.  I. 
A 


/ 


'     \ 


\ 


B  D  B 


On  aura  d'abord  S= — 9  et  par  conséquent  il  suffira 


2 


dVi[primer  h  en  fonction  de  a,  by  c. 

Or,  on  connaît  une  relation  entre  ces  trois  côlc's  et  un 
segment  tel  que  BD-,  on  pourra  donc  exprimer  BD  en  fonc- 
tion de  a,  i,  c  5  et  par  suite  AD,  qui  est  déterminé  par  BD, 
puisque  l'hypoténuse  du  triangle  ABD  est  donnée.  La 
marche  à  suivre  est  donc  toute  tracée,  et  il  n'y  a  plus  qu  à 
exécuter  ce  qui  vient  d'être  indiqué. 

L'équation  qui  donnera  BD  est  i*  =  «' -h  c*  —  aa.BD, 
si  Pangle  B  est  aigu-,  et  le  signe  du  dernier  terme  devrait 
être  changé  si  B  était  obtus.  On  aura  donc,  dans  le  premier 


cas, 


et  dans  le  second 


Etoonune 
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2a 


BD=: 


Ad'=Ab'  — BD  , 


on  anra 


AD=y/.--'    -  ^,      >    ou  AD=y/c»-'       ^^.      '• 

Mais  en  développant  le  carré  de  a*  4-  c'  — 1>^  on  a  les 
mêmes  termes  qu'en  développant  celui  de  i'  —  a*  —  c*  ;  les 
deux  cas  seront  donc  représentés  par  une  seule  expression 
définitive,  et  nous  nous  bornerons  à  suivre  le  calcul  diaprés 
Tune  des  formes,  la  première^  par  exemple. 
On  aura  ainsi 


=^1/-* 


(fli^-fj— A»)»       I 


4«'  4 


=  7  V^^"'  —  ('''  H-<^'—  ^')'- 


Et  transformant  la  diiTérence  des  deux  carrés  dans  le  pro- 
duit de  la  somme  des  racines  par  leur  différence, 


S  =  -v^(2/7c  -f-  fi^  -4-  C  —  ù^)(2ac  —  rt»  —  c'  -+-  b')f 

et  par  la  même  considération 

S  =  -7 V^{rt~4-  b  -h  cïJa  -{-  c  —  bj{b  -ha  —  c)[b  -i-  c  —  a), 

11  est  bon  de  faire  ici  une  remarque  sur  la  décomposition 
du  dernier  facteur  2ac  —  a*  —  c'  -4-  &'.  11  est  la  différence 
des  deux  carrés  i'  et  «'  -\-  c*  —  aac;  or,  ce  dernier  peut 
être  celui  de  a  —  c  ou  de  c  —  «,  suivant  que  a  est  plus 
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grand  ou  plus  petit  que  c;  mais  comme  on  doit  ajouter  et 
retrancher  successivement  de  b  la  racine  du  second  carré, 
les  deux  résultats  seront  les  mêmes  quant  à  la  forme;  seu- 
lement chacun  d'eux  exprimera  dans  un  cas  la  somme  des 
racines,  et  dans  l'autre  cas  leur  différence. 

On  peut  donner  à  la  valeur  de  S  une  forme  plus  simple 
en  introduisant  le  périmètre  ap  dix  triangle,  c'est-à-dire 
en  posant  a  -f-  i  -h  c  =  2;;.  On  trouvera  ainsi 


Cette  formule  était  connue  des  anciens  géomètres. 

IS.  Trouver  r expression  du  rayon  d'un  cercle  tan- 
gent à  trois  droites  données. 

Ce  cercle  peut  être  inscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois 
droites,  ou  tangent  aux  prolongements  de  ses  côtés.  Cela 
donne  lieu,  en  général,  à  quatre  cercles  différents. 

En  considérant  celui  qui  est  dansTinlérieurdu  triangle, 
son  rayon  est  la  hauteur  commune  des  trois  triangles  qui 
composent  la  surface  du  triangle  \  d'où  Ton  déduit,  en  em- 
ployant les  mêmes  dénominations  que  précédemment,  et 
désignant  le  rayon  par  R, 

et  par  suite 


—  n){/j  —  h]  ip  —  c) 


R  =  ^/^J^^^ 


On  trouvera  semblablement  pour  les  trois  autres  cercles 


,^^H.-/>)(.-c)^    K-^y/* 


;?(yt/— n){/i  — ri 


V       p  —  ^ 
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D'où  se  déduit  cette  relation  remarquable  entre  les  quatre 
rayons 

KK'K"K''=p{p'^n)(p  —  b)(p  —  c)  =  S\ 

Bemarque.  —  Comme  exercice  sur  les  limites,  il  est  bon 
de  chercher  ce  que  deviennent  ces  quatre  formules,  quand 
deux  côtés  du  triangle,  a,  b  par  exemple,  croissent  indéfi- 
niment, le  troisième  côté  c  restant  constant,  ainsi  que 
Tangle  adjacent  B.  On  voit  facilement  que  dans  la  figure 
limite,  le  côté  AC  est  remplacé  par  la  parallèle  menée  à  BC 
par  A  \  les  deux  cercles  tangents  extérieurement  à  AC,  BC 
ne  sont  plus  possibles;  et  les  deux  autres  sont  tangents  aux 
deux  parallèles  et  à  AB,  des  deux  côtés  de  cette  dernière 
ligne. 

Mais  ce  qui  est  intéressant,  c*estde  voir  comment  ces  di- 
verses circonstances  seront  exprimées  par  les  formules. 

Considérons  d^abord  l'expression  du  rayon  d'un  des  deux 
cercles  R',  R^^  qui  doivent  disparaître.  Ils  renferment  Tun 

et  l'autre  le  rapport  àe  p  —  a  k  p  —  A  ou  de  â 

— î  direct  ou  renversé. 


2 

Or,  lorsque  le  point  C  [fig*  ^)  s'éloigne  indéfiniment 
de  B,  si  Ton  prend  toujours  CI=  CA,  les  angles  à  la  base  da 
triangle  isocèle  CAI  tendent  vers  des  angles  droits,  puisque 


Tangle  C  tend  vers  zéro.  La  limite  du  point  I  est  donc  le 
pied  D  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la  droite 
immobile  BC  et  a  —  b  a  pour  limite  BD  :  la  limite  de 

T  est  donc  =r;r  •  Mais  les  deux  autres  facteurs  p, 
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p  —  c  croissant  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  R'  et  R''; 
et  c^est  en  se  présentant  sous  la  forme  de  Tiiifini  que  les 
deux  formules  apprennent  que  les  deux  cercles  correspon- 
dants ne  sont  plus  possibles. 

Passons  aux  deux  autres  expressions  qui  donnent  R  et  R  ^". 

T       ,.     .         ,                                ,    ,         r— BD       c-hBD 
Les  limites  de  p  —  a  et  p  —  b  étant et > 

'  '  2  2 

la  limite  de  leur  produit  sera 

9 

3 .  ou  —7—' 


D'ailleurs,  le  rapport  de  p  k  p  —  c  a  pour  limite  l'unité, 

puisque  c  est  constant  et  que  p  croît  indéfiniment. 

AD 
Les  limites  de  R  et  de  R^  seront  donc  — j  ou  la  moitié 

2 

de  la  distance  des  deux  parallèles,  comme  il  avait  été  facile 
de  le  prévoir. 

16.  Expression  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à  nn 
triangle  en  fonction  de  ses  côtés. 

Soient  ABC  {fig*  3)  le  triangle,  O  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, R  son  rayon.  Menons  par  un  des  sommets  le  dia- 
mètre AD.  Pour  trouver  une  relation  entre  AD  et  les  côtés 
a,  &,  c  du  triangle,  on  remarquera  d'abord  qu'en  joignan  i  BD 


on  aura  un  triangle  rectangle  dont  Tangl^  D  sera  égal  à  C  ^  et 
que  par  conséquent  on  aurait  un  triangle  semblable  à  ABD 
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CD  abaissant  de  A  une  perpendiculaire  AE  sur  BC.  On  dé- 
duira de  là 

AD:AB::AC:A£    ou    2R:c::^>:AE, 

d*où 

cb  cba 


Ri= 


2AE       2r7AE 

et  comme  a.  AE  est  le  double  de  la  surface  du  triangle,  on 
aura 

_  abc 

R  == __::^' 


17.  Expression  des  diagonales  d\in  quadrilatère  in- 
scrit, en  fonction  de  ses  côtés. 
Soient 

AB~^,     BC^^,     CD  =  <:,     DA  =:  c/,     AC  =  x,     BD:=j. 

Pour  qu'un  quadrilatère  soit  inscriptible  dans  un  cercle,  il 
est  nécessaire  que  la  somme  de  deux  angles  opposés,  par 
exemple  A  et  C  (/ig*  4)»  ^oit  égale  à  deux  droits.  Il  suflii 
donc  d'exprimer  que  le  prolongement  de  DA  fait  avec  A6  un 

Fîg.  4. 


angle  égal  à  C.  C'est  de  cette  condition  que  doivent  résulter 
les  relations^qui  pourront  servir  à  déterminer  les  valeurs 
àex  et  y.  Voyons  quelles  conséquences  résultent  de  cette 
condition  : 

Si  du  point  B  on  abaisse  BH,  BI  perpendiculaires  sur 
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CD,  DÂ,  les  triangles  BHC,  BAI  seront  semblables  et  don- 
neront 

Al       n 

Or,  AI  et  HC  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  trois  côtés 
des  triangles  A6D,  CBD;  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  équa- 
tion où  entrera  la  ligne  inconnue  DB  ou  j*.  Le  problèhie 
sera  donc  résolu,  puisque  x  s'obtiendra  semblablement, 
et  pourra  d^ailleurs  se  déduire  du  y  par  de  simples  change- 
ments de  lettres. 

Les  valeurs  de  AI  et  CH  seront,  en  observant  que  si 
Tangle  C  est  aigu,  A  sera  obtus, 

2C  2d 

La  proportion  précédente  deviendra  ainsi 

d*0Ù 

n(i(b^  -}-  f'  )  4-  l,c{n^  -4-  d')       (ab  -f-  cd)  (ac  -+■  bd) 
ad-\-  bc  ad  -h  be 

Pour  déduire  x'  de  j^  il  faut  y  changer  cbacun  des  côtés  n, 
b^  c,  d  dans  celui  qui  le  suit  immédiatement,  puisqu'en 
recommençant  en  partant  de  B,  ce  qu  on  a  fait  en  partant 
de  A,  on  aura,  pour  obtenir  la  diagonale  CA,  les  mêmes 
calculs  à  faire  que  pour  BD,  avec  cette  seule  différence  que 
chaque  côté  sera  remplacé  par  celui  qui  le  suit,  en  les  ran- 
gent circulairement  dans  l'ordre  à,  &,  c,  d.  On  aura  donc 

(be  '^da](bd-{-ca) 
ba  -{-  cd 

et  les  valeurs  des  diagonales  seront 


___      /(bc'^tid)[bd'^ac)  __      hab -^ cd)  (ae -^  bd) 

""V  ab-^-cd  '        ^"V  ad-\-bc 
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18.  Corollaires,  —  i°  En  multipliant  ces  deux  expres- 
sions, et,  réduisant,  on  trouve 

xyz=iac-^  bd, 

c'est-à-dire  que  le  rectangle  des  diagonales  est  égal  à  la 
somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 

Les  anciens  connaissaientcelbéorème,qu'iIsdémontraient 
par  des  considérations  purement  géométriques.  Us  s^en  ser- 
vaient pour  déterminer  la  corde  de  la  somme  de  deux  arcs, 
quand  on  connaît  les  cordes  de  chacun  d'eux  et  le  rayon 
du  cercle.  Si,  par  exemple,  on  considère  les  deux  arcs  AB, 
BC  dont  les  cordes  sont  a,  i,  la  diagonale  a:  sera  la  corde 
de  la  somme  de  ces  arcs.  En  prenant  maintenant  pour  se- 
conde diagonale  BD  le  diamètre  mené  par  B,  la  relation 
que  nous  venons  de  trouver  deviendra,  en  prenant  le  rayon 
pour  unité, 


=  V'-T"V'-? 


î**  En  divisant  x  par  y,  on  trouve 

.r        ftri  H-  bc 
y       ab  -\-  cd 

ce  qui  montre  que  les  diagonales  sont  entre  elles  comme 
les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui  partent  de  leurs 
extrémités  respectives. 

19.  Connaissant  Vhypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle, et  la  somme  des  deux  autres  côtés  et  de  la  hau^ 
teur,  calculer  ces  trois  quantités. 

Soient  a  cette  somme,  b  ^hypoténuse,  x  eij  les  deux  côtés 
de  Tangle  droit  et  z  la  hauteur.  Les  équa\ions  entre  ces 
quantités  se  forment  immédiatement  par  les  propriétés 
connues  du  triangle  rectangle,  et  la  relation  imposée  par 

3 
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renonce  :  elles  sont 

La  résolution  de  ces  équations  n'offre  aucune  difficulté, 
et  nous  ne  les  avons  choisies  que  pour  montrer  par  un 
exemple  simple  comment  le  calcul  peut  devenir  plus  ou 
moins  compliqué,  suivant  la  manière  dont  on  le  dirige. 

On  sait  que  dans  toute  équation  du  second  degré, 
a:*  4-  px  -H  ^  =  o,  la  somme  des  racines  est  -^p^  leur  pro- 
duit gj  et  la  somme  de  leurs  carrés  p*  —  a^. 

Cela  posé,  la  somme  et  le  produit  de  x  et  y  étant  donnés 
en  fonction  de  z  par  les  deux  premières  équations,  ces  in- 
connues seront  les  racines  de  T équation 

a'  —  [a  —  z)u  -h  bz=zo. 

La  somme  de  leurs  carrés  sera  donc 

{a  —  z)*  —  aôz, 

et  la  troisième  équation  donnera 

(a  —  zy  —  ^bz  =  b* 
ou 

(a)  «»  —  2(<?  4-^)«+û'—  6*  =  o, 

d'où 


zz=za-h  b±  ^7.ab  -f- 1  b^. 

De  ces  deux  valeurs  données  par  l'équation  du  second 
degrés  une  seule  peut  convenir  à  la  question  :  car  celle  qui 
correspond  au  signe  -f-  du  radical ,  étant  plus  grande  que 
a  +  &9  ne  peut  être  égale  à  la  hauteur  du  triangle.  La  va- 
leur unique  de  cette  ligne  est  donc 


z  =  a-f-  b  --  ^2ab  •+■  a  b*. 
Reportant  cette  expression  dans  l'équation  en  u ,  elle 
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devient 

les  deux  racines  de  cette  équation  seront  les  valeurs  de  x 
etj. 

Si  au  lieu  de  z  on  cherchait  x  ou.  jr^  on  devrait  craindre 
de  tomber  sur  une  équation  de  degré  plus  élevé,  ne  fût-ce 
que  par  cette  considération  que  x  eiy  entrant  symétrique- 
ment dans  les  équations,  le  résultat  de  Télimination  de  z 
elj  doit  renfermer  comme  solutions  les  valeurs  de  j",  aussi 
bien  que  celles  de  a:  :  et  c'est  ce  qui  arrive  en  effet,  car  on 
parvient  ainsi  à 

(4)  x<-+-2^^-f- A'x>— 2^»(«-f-  b)x-hb^{a^'-  b^)  =  o, 

équation  dont  la  discussion  offrirait  quelque  difficulté,  si 
Ton  ne  remarquait  pas  que  son  premier  membre  peut  être 
décomposé  en  deux  facteurs  du  second  degré  en  x,  qui, 
^alés  à  zéro,  conduisent  aux  équations  suivantes  : 

(5)  x*  -+-  (^  -f-  \/:tab-\-7.b^)a:  -^  b^ -{- ab -h  b^^âb^^Tb^^  o, 

(6)  ar*-f-  (^--  ^2ab-\-iib^)x-{'  b^-^ab—  b  ^2ab -\-ib^  =  0. 

La  première  donne  deux  valeurs  négatives  pour  x,  et  fie 
donne  par  conséquent  aucun  nombre  satisfaisant  aux  équa- 
tions obligées  de  la  question  :  on  doit  donc  les  rejeter. 

La  seconde  est  donc  la  seule  à  considérer.  Elle  doit  don- 
ner j^  et  X,  et  coïncide  en  effet  avec  Téquation  en  zi,  trouvée 
d'abord  pour  le  même  objet.  La  condition  de  réalité  de 
ses  racines  s'exprime  par  l'inégalité 

La  valeur  maximum  de  a,  quand  b  est  donné,  est  donc 

3. 


36  SCIENCE    DE    l'étendue. 

Si  Ton  donne  a  au-dessous,  on  a  deux  racines  positives  iné- 
gales. Si  a  est  égal  à  cette  limite,  les  deux  racines  sont 
égales  et  le  triangle  est  isocèle. 

20.  Remarque,  —  On  peut  se  demander  pourquoi  Ton 
a  trouvé  deux  valeurs  de  z,  puisqu'il  n'y  en  a  qu*une  qui 
convienne  \  et  de  même  pourquoi  Téquaiion  en  x  est  du 
quatrième  degré,  puisqu'il  n'y  a  que  deux  de  ses  racines 
qui  conviennent. 

Avant  de  chercher  comment  ces  solutions  étrangères  se 
sont  introduites,  il  faut  voir  si  le  problème  numérique  et  le 
problème  géométrique  sont  réciproques,  c'est-à-dire  si 
chacun  des  deux  entraîne  l'autre  comme  conséquence.  Or 
nous  avons  bien  démontré  que  les  équations  (i)  étaient  des 
conséquences  des  conditions  géométriques,  mais  nous 
n'avons  pas  démontré  la  réciproque^  et  dans  l'exposition 
générale  des  méthodes,  nous  avons  montré  que  dans  ce  cas 
il  pouvait  y  avoir  des  solutions  étrangères. 

Maintenant,  pour  reconnaître  que  les  équations  (i)  n'en- 
trainent  pas  effectivement  les  conditions  du  problème 
géométrique,  et  renferment  par  conséquent  des  solutions 
étrangères,  ce  qui  ne  serait  pas  facile  à  voir  immédiatement, 
suivons-en  les  conséquences,  c'est-à-dire  les  équations,  que 
nous  en  avons  successivement  déduites.  Or  l'équation  en  z 
obtenue  par  l'élimination  de  x  et  y^  est 

(a  —  zY  — 7.bz=.  3', 

et  quand  on  développe  le  carré  de  a  —  z  on  a  les  mêmes 
termes  que  si  on  avait  développé  celui  de  z  —  a,  d'où  il 
suit  que  les  résultats  du  calcul  seront  les  mêmes  que  si  la 
première  des  équations  (i)  avait  été  x  -hjr  =  z  —  a  au  lieu 
d'être  x  -hjr  =  a  —  z.  Et  comme  les  systèmes  d'équations 
qu'on  substitue  les  uns  aux  autres  sont  réciproques,  les 
équations  (i)  satisfont  non-seulement  aux  conditions  géo- 
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métriques  du  problème,  mais  encore  k  celles  d'un  autre 
problème  de  nombres,  qui  peut  même  ne  correspondre  à 
aucun  problème  de  Géométrie. 

Il  n'y  avait  donc  pas  réciprocité  enfre  le  problème  géo- 
métrique proposé  et  le  problème  de  nombres  qu^on  lui  a  sub- 
stitué. Si  on  avait  substitué  la  seconde  valeur  de  z  dans  Té- 
qnation  en  u,  on  aurait  eu  au  lieu  dcTéquation  (3)  une 
autre  équation  qui  n'aurait  été  autre  que  Téquation  (5), 
puisque  Téquation  (4)  doit  donner  toutes  les  valeurs  dex 
qui  conviennent  aux  équations  (i).  Et  c'est  ce  qu'on  recon- 
naît immédiatement. 

21.   Par  deux  points  donnés  faire  passer  un   cercle 
tangent  à  un  cercle  donné. 
Soient  A  et  B  (fig*  5)  les  deux  points  donnés,  D  leur 

Fîg.  5. 


/ 


,^^-'--^^ 


•      D^    ^  I  7 

milieu,  C  le  centre  du  cercle  donné,  r  son  rayon  ;  CE,  CF, 
perpendiculaire  et  parallèle  à  AB.  Posons 

ABi=2a,     DEi=:^,     CE=^c. 

Le  centre  O  du  cercle  cherché  sera  sur  la  perpendiculaire 
élevée  en  D  sur  AB  5  désignons  par  x  sa  distance  au  point 
D,  et  soit  H  le  point  de  contact. 

Les  deux  cercles  pouvant  être  tangents  extérieurement 
ou  intérieurement^  on  aura 


CO=:OB=fzr     ou     v^{x  — c)  »-}-6'=:y/xH-^''=!=r. 
Elevant  les  deux  membres  au  carré,  il  vient 
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Isolant  le  radical  et  élevant  au  carré,  on  obtient,  en  posant 
A*  -h  c*  —  a»  —  r*  =  a  m% 

(i)  (c' — r*)  x*  —  ain*fjr4-/ii*  —  a*r*=zo. 

Et  comme  il  ne  reste  aucune  trace  du  double  signe,  les 
deux  racines  de  cette  équation  se  rapporteront  aux  deux 
cas  possibles  du  contact. 

Examinons  maintenant  les  changements  qu^introduirait 
dans  les  calculs  une  disposition  différente  des  points  de  la 
figure. 

Si  le  centre  inconnu  O  se  trouvait  au-dessous  de  F,  le  côté 
OF  du  triangle  COF  serait  exprimé  par  c  —  x  au  lieu  de 
X — c;  mais  après  le  développement  du  carré,  les  termes 
présenteraient  la  même  forme,  et  il  n'en  résulterait  aucun 
changement  dans  les  calculs.  Mais  si  O  devait  se  trouver 
d'un  autre  côté  de  la  ligne  AB  que  C,  le  côté  OF  s'expri- 
merait par  la  somme  j:+  c  au  lieu  de  la  différence,  et  le 
calcul  conduirait,  non  plus  à  Téquation  (i),  mais  à  la  sui- 
vante: 

(2)  (c*  —  r')  j:*  -+-  2  m*  ca:  -h  /«*  —  û*  r*  =  o, 

dont  les  deux  racines  sont  au  signe  près  les  mêmes  que  celles 
de  r équation  (i). 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  ces  équations  est 
la  même  \  elle  est  exprimée  par  Tinégalité 

Quant  aux  signes  de  ces  racines,  ils  dépendent  de  ceux  de 
m*  —  a*  r*  et  de  c*  —  r*. 

Remarque,  —  L'équation  (i)  donnant  la  position  du 
centre  O  quand  il  est  du  même  côté  de  AB  que  C,  et  Téqua- 
tion  (3),  quand  il  est  de  l'autre  côté  ;  et  de  plus  les  racines  de 
ces  deux  équations  étant  les  mêmes  au  signe  près^  il  s'ensuit 
que  si  la  première  a  ses  deux  racines  négatives,  ce  qui  ne 
résout  pas  la  question  puisqu'elles  annoncent  que  les  con- 
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ditions  se  sont  remplies  par  aucun  nombre,  la  seconde  les 
aura  positives  et  de  même  grandeur,  respectivement  ;  elles 
fourniront  donc  deux  positions  du  côté  de  C,  et  qui  seraient 
les  mêmes  que  si  les  valeurs  négatives  de  x  données  par  (i) 
étaient  portées  en  sens  contraire  de  celui  qu'on  avait  sup- 
posé quand  on  est  parvenu  à  cette  équation.  Si  les  racines  (i  ) 
sont  Tune  positive,  l'autre  négative,  la  première  construit 
un  point  du  même  côté  que  C  :  la  seconde  ne  résout  pas  la 
question,  mais  elle  apprend  que  l'équation  (2)  a  une 
racine  positive  de  même  grandeur,  qui  indique  de  l'autre 
côté  de  C  le  centre  d'un  cercle  satisfaisant  à  la  question; 
et  ce  même  centre  s'obtiendrait  en  portant  la  racine  néga- 
tive de  (i)  en  sens  contraire  de  celui  qu'on  avait  supposé. 

Concluons  de  là  que  l'équation  (i)  suffira  à  tous  les  cas, 
à  la  condition  que  les  valeurs  positives  de  x  seront  portées 
du  même  côté  que  C,  et  les  valeurs  négatives,  du' côté 
opposé. 

Cette  conclusion  n'est  légitime  que  par  la  comparaison 
que  nous  avons  faite  des  racines  des  deux  équations  qui  se 
rapportent  aux  deux  cas,  et  non  parFanalogie  vague  que  Ton 
pourrait  apercevoir  entre  l'opposition  des  signes  et  l'oppo- 
sition des  directions.  Cette  comparaison  pourrait  être  beau- 
coup plus  pénible  dans  des  cas  plus  compliqués.  Nous  allons 
en  donner  d'autres  exemples,  qui  suffiront  avec  celui-ci  pour 
faire  désirer  des  méthodes  générales,  qui  permettent  de 
renfermer  dans  un  calcul  unique  toutes  les  variétés  qu'une 
même  question  géométrique  peut  présenter. 

SS.  Par  un  point  donné  faire  passer  un  cercle  tan- 
gent à  deux  cercles  donnés. 

Dans  ce  cas  on  n'aperçoit  aucune  droite  sur  laquelle 
doive  se  trouver  le  centre  du  cercle  cherché,  et  il  faudra 
deux  quantités  pour  le  déterminer,  par  exemple  ses  distances 
à  deux  droites  connues. 
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Soient  A  et  B  {fig*  6)  les  centres  des  deux  cercles  don- 
nés; r,  r^  leurs  rayons;  C  le  point  donné,  O  le  centre  du 
cercle  cherché,  et  z  son  rayon. 

Fig.  6. 


Si  nous  concevons  la  perpendiculaire  OP  sur  ÂB,  le 
point  O  sera  déterminé  par  les  longueurs  OP,  ÂP  qui  sont 
ses  distances  à  la  droite  AB,  et  sa  perpendiculaire  AY. 
Posons 

AB=:£l,     AP  =  x,     OP=r.     AQrna,     CQ  =  6; 

il  s'agit  de  trouver  deux  équations  entre  les  inconnues  x 
et  y.  En  supposant  le  cercle  O  extérieur  aux  deux  autres,  les 
conditions  géométriques  conduiront  aux  équations  sui- 
vantes : 

(i)  AO  — r=z,     BO— r'  =  z,     CO  =  z, 

qui  par  l'élimination  de  z  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

AO  —  r  =  BO  —  r',     AO  —  r  =  CO. 

La  figure  donne  immédiatement  pour  AO,  BO,  CO  les  ex- 
pressions suivantes  : 

AO  =  V^»  -h  r%     BO  =  v^r'  -!-(«  —  ^;S 

0C=v^(6-j)^-^(a-x)^ 

mais  pour  une  autre  disposition  des  points  la  forme  des 
expressions  serait  différente.  Si  par  exemple  le  point  P 
tombait  à  gauche  de  A,  BP  serait  exprimé  par  aH-^  au 
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lieu  de  a  —  jc,  et  l'expression  de  BO  serait  changée,  même 
après  le  développement  du  carré.  Si  O  n'est  pas  du  même 
côté  de  AY  que  C,  l'expression  de  OC  changera,  et  (a  —  x)* 
y  sera  remplacé  par  (a  4-  x)*  qui  est  de  forme  différente. 
De  même  (6  — y)*  serait  remplacé  par  (S  H- j^)'  si  O  et  C 
étaient  de  côtés  différents  de  AB  :  et  les  deux  changements 
devraient  être  faits  à  la  fois,  si  O  et  G  étaient  de  côtés  diffé- 
rents de  chacun  des  deux  axes  sur  lesquels  on  porte  les  dis- 
tances x,^.  On  voit  donc  combien  de  combinaisons  diffé- 
rentes peuvent  donner  les  diverses  positions  possibles  du 
point  inconnu  ;  et  Ton  conçoit  combien  il  serait  utile  de 
trouver  le  moyen  de  renfermer  tous  les  calculs  auxquels  elles 
peuvent  donner  lieu,  dans  un  seul  d'où  ils  pourraient  tous 
être  déduits. 

Mais  il  y  a  encore  d'autres  formes  à  considérer  dans  le 
calcul ,  d'après  la  manière  dont  le  cercle  cherché  doit  toucher 
les  deux  autres.  Le  contact  avec  chacun  d'eux  peut  avoir 
lieu  extérieurement  ou  intérieurement,  ce  qui  donne  géné- 
ralement quatre  combinaisons  :  et  il  faut  reconnaître  les 
changements  qui  en  résulteront  dans  les  équations. 

Si  le  cercle  cherché  renferme  les  deux  autres,  les  équa- 
tions (i)  se  changent  dans  celles-ci  : 

[i]  AO-h/-=z,     BO -h  r'~z,     CO  =  z, 

Silun  des  cercles  donnés  est  extérieur,  et  l'autre  intérieur 

au  cercle  cherché,  les  équations  deviennent 

(3)  AO -^-r=zz,     BO  —  r'  =  Zy     CO  =  z, 
ou 

(4)  AO— r  — s,     B0-f-r'i=2,     C0  =  3. 

Tels  sont  tous  les  cas  qu'il  faut  considérer  si  Ton  veut  la 
solution  complète  du  problème,  sans  compter  les  variétés 
qui  résulteraient  de  la  position  relative  des  deux  cercles,  qui 
peuvent  être  totalement  ou  partiellement  intérieurs  l'un  à 
laulre. 
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23.  Indiquons  maintenant  le  calcul  dans  Thypothèse  des 
équations  (i)  et  des  expressions  que  nous  avons  prises  pour 
AO,  BO,  CO.  Nous  aurons  d'abord  les  équations 


V.r»-4-r'  —  r=\/x*-^-(a  —  *)'  —  r', 


V^x»  -4-  j»  —  /•  =  \/(^  —  r  )'  4-  (a  —  J^)^ 
La  seconde  donne,  en  élevant  ses  deux  membres  au  carré. 


aô/  -h  2  a  «  -h /•* —  a'  —  6*  z=  2r^x-4- j'; 

la  première  donne,  en  faisant  passer  r'  dans  le  premier 
membre  et  élevant  au  carré, 


(5)  2ûx4-(r— r')»  — û»z=2(r— r')\/x»-l- j-». 

D'où,  en  éliminant  ^x"  -f-j^*  entre  ces  deux  équations, 


(6) 


6  (r  —  r')  X  -|-(a  r —  ar'  —  ar) 


i 

J  H L  (a»  -4-  6»  +  rr')  H =o 

\  2      ^  'a 


r'  —  r  .  .  a*r 


Cette  équation  jointe  à  l'équation  (5)  donnera  x  et  jr- 
L'élimination  àe  y  conduira  a  une  équation  du  second 
degré  en  x.  A  chacune  de  ses  racines  correspondra  une 
seule  valeur  de  j^  que  donnera  l'équation  (6),  et  l'on  n'aura 
que  deux  systèmes  de  valeurs  de  x,  y.  Si  ces  valeurs  sont 
réelles  et  positives,  les  conditions  exprimées  ne  renferment 
aucune  impossibilité. 

Voyons  maintenant  à  quoi  correspondent  ces  deux 
systèmes.  Remarquons  pour  cela  que  si  nous  avions  pris 
les  équations  (2)  au  lieu  de  (i),  tous  les  calculs  n^aur aient 
différé  des  premiers  que  par  le  changement  de  signe  de  r 
et  r'.  L'équation  (6)  aurait  donc  été  obtenue,  ainsi  que 
l'équation  (5),  après  son  élévation  au  carré;  et  l'on  aurait 
retrouvé  les  deux  mêmes  systèmes  de  valeurs  de  x  et  j"  : 
d'où  il  suit  que  l'un  des  deux  correspond  au  cas  où  le  cercle 
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tangent  est  extérieur  aux  deux  autres,  et  le  second  au  cas 
on  il  les  renferme  dans  son  intérieur. 

On  Terrait  de  même  que  les  équations  (3)  et  (4)  condui- 
raient à  deux  équations  analogues  à  (5)  et  (6),  et  qui  s'en 
déduiraient  facilement  par  des  changements  de  signes.  Elles 
donneraient  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y^  qui,  sup- 
posées réelles  et  positives,  détermineraient  les  deux  cercles 
correspondant  à  un  contact  extérieur  pour  Tun  des  cercles 
donnés,  et  intérieur  pour  Tautre. 

24.  De  V  usage  qiLon  peut  faire  des  valeurs  négatwes 
de  X  etjr. 

Quand  nous  avons  calculé  les  valeurs  de  BO  et  CO,  nous 
avons  remarqué  que  si  les  deux  points  O  et  C  sont  d^un 
même  côlé  de  ÂY,  les  côtés  parallèles  à  AB  dans  les  triangles 
dont  elles  sont  les  hypoténuses  étaient  les  différences  de  a 
à  X,  et  de  a  à  x  ;  taudis  que  si  O  et  C  sont  de  côtés  différents 
on  a  les  sommes  de  ces  lignes.  On  voit  donc  que  les  équations 
ne  différeront  dans  ces  deux  cas  que  par  le  signe  de  x  \  de 
sorte  que  si  Tune  des  équations  a  une  racine  négative, 
l'autre  en  aura  une  positive  de  même  grandeur,  qui  satis- 
fera au  problème  en  la  portant  du  côté  correspondant  à 
cette  dernière  équation.  Et  comme  ce  côté  est  Popposé  de 
celui  qui  correspond  à  l'autre  équation,  il  en  résulte  que  la 
valeur  négative  de  x  que  donne  la  première  équation  pour- 
rait dispenser  de  recourir  à  la  seconde,  et  qu'elle  donnerait 
la  même  solution  que  celle-ci,  pourvu  qu'on  la  portât  en 
sens  contraire  de  la  racine  positive. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquant  à  y^  on  en  tire 
ces  deux  conclusions:  1°  que  lorsque  le  point  O  est  du  côté 
opposé  à  celui  où  on  le  supposait  en  formant  les  équations, 
l'équation  finale  qui  donne  l'inconnue  relative  renfermera 
une  racine  négative  égale  en  grandeur  à  celle  qu'on  trou- 
verait en  supposant  le  point  du  côté  où  il  est  réellement -, 
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2*^  que  lorsque  les  équations  obtenues  en  supposant  O  d'un 
certain  côté  de  AB  ou  deÂY,  et  que  ce  calcul  conduit  à  une 
valeur  négative  de  or  ou  j^,  il  est  inutile  de  recourir  aux 
équations  correspondant  à  ces  positions  différentes;  et  qu'il 
suffira  de  porter  les  valeurs  de  ces  inconnues  du  côté  op- 
posé à  celui  où  on  supposait  le  point,  quand  on  a  mis  le 
problème  en  équation. 

2S.  Etant  données  deux  droites  rectangulaires  indé- 
finies  y  mener  par  un  point  donné  sur  la  bissectrice  d'un 
des  angles  une  ligne  telle,  que  la  partie  comprise  entre  les 
deux  droites  ait  une  longueur  donnée. 

Soient  B  (fig*  7)  le  point  donné,  BC  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée  AU,  XY  la  ligne  cherchée,  m  sa  longueur 


U'    X 


donnée  ;  posons  BC  =  a  =  AC,  et  AX  =  x.  Les  triangles 

semblables  donneront 

AT 


/r 


AX        .r  —  a 


—  2 


et  comme  AX   -f-  AY    =  XY  ,  on  aura 


(0 


x'-h 


*7».r» 


(x-«;' 


tfi^  ' 
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La  proportion  précédcnle  suppose  le  point  X  à  droite 
de  C.  S^il  était  à  gauche,  et  entre  A  et  C,  les  triangles  sem- 
blables donneraient 

Air  _        a 
AX'  ^  a  —  AX' 

OU,  en  supprimant  les  accents, 

AT  a 

^^^^^^    ^"^"^     _  • 

X  a  —  X 

mais  en  eflcctuant  les  calculs  on  tomberait  encore  sur  Té- 
qaation  (i),  parce  que  le  développement  de  (a  —  x)  *  est  le 
même  que  celui  de  [x  —  a)  *. 

Mais  si  la  sécante  menée  par  B  rencontre  la  droite  donnée 
AU,  de  l'autre  côté  de  A,  en  X",  la  proportion  sera 

AT"  a  KY"  n 

ou 


AX''         rtH-AX'  X  fl-h.r 

et  Téquation  en  x  diflerera  de  (i)  par  le  changement  de 
signe  de  x\  les  racines  de  ces  deux  équations  seront  donc 
les  mêmes  au  signe  près. 

On  voit  par  cette  discussion  que  Téquation  (i)  donnera 
les  Taleùrs  absolues  des  distances  de  A  à  tous  les  points  X 
situés  du  même  côté  de  A  que  le  point  C,  et  satisfaisant  à  la 
question;  et  qu'elle  aura  une  racine  négative  égale  en  gran- 
d*^ur  à  la  racine  positive  AX"  de  Téquation  qui  donne  le 
point  qui  résout  le  problème,  et  est  si  tué  du  côté  opposé  à  C  ; 
d'où  Ton  conclut  que  l'équation  (i)  suffira  pour  la  solution 
complète  de  la  question,  à  la  condition  que  ses  racines  né- 
gatives seront  portées  à  partir  de  A  en  sens  contraire  des 
positives. 

Cette  équation  développée  est 

(a)      .r*  —  oloj^  -h  (2 a'  —  /if')x'  -4-  zam^x  —  a*/n*  =  o. 

Si  toutes  ses  racines  sont  réelles,  la  règle  des  signes  de  Des- 
cartes annonce  que  Tune  d'elles  est  négative  et  les  trois 
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autres  positives.  Il  y  aura  donc  alors  trois  points  à  droite 
de  Â  satisfaisant  à  la  question,  et  un  seul  à  gauche.  Ce 
dernier  correspondra  à  Pinscription  de  la  grandeur  m  dans 
Tangle  VâU^  ce  qui  est  toujours  possible. 

Il  y  a  de  même  une  inscription  toujours  possible  dans 
l'angle  UAV  et  correspondante  à  une  valeur  de  x  plus  pe- 
tite que  A;  et  Téquation  (a)  annonce  Texistence  certaine 
de  cette  racine,  parce  que  son  premier  membre  prend  des 
valeurs  de  signes  contraires  quand  on  y  remplace  successi- 
vement X  par  o  et  a. 

Mais  rien  n'annonce  avec  certitude  la  réalité  des  deux 
autres  racines;  et,  effectivement,  elles  n'existeront  pas  si  la 
valeur  donnée  m  est  au-dessous  du  minimum  de  longueur 
des  droites  inscrites  dans  l'angle  YAU,  et  passant  par  a. 
On  pourrait  chercher  la  condition  pour  que  les  quatre 
racines  de  l'équation  (i)  soient  réelles,  et  on  reconnaîtrait 
qu'elle  exprime  que  m  est  supérieur  à  ce  minimum;  mais 
il  sera  plus  facile  d'obtenir  la  solution  complète  du  pro- 
blème en  le  traitant  par  un  autre  procédé,  qui  aura  l'avan- 
tage de  montrer  combien  le  choix  des  inconnues  a  d'impor- 
tance, et  doit  être  fait  avec  discernement. 

26.  De  la  grandeur  qvUil  était  a\^antageux  de  choisir 
pour  inconnue* 

L'inconnue  que  nous  avions  choisie  était  susceptible  de 
quatre  valeurs  différentes,  et  devait  conduire  par  consé- 
quent à  une  équation  du  quatrième  degré  au  moins;  mais 
s'il  existait  une  grandeur  propre  à  déterminer  les  quatre 
positions  des  droites  cherchées,  et  qui  ne  fut  susceptible 
que  de  deux  valeurs  différentes,  leur  détermination  pour- 
rait dépendre  d'une  équation  du  second  degré  seulement, 
ce  qui  éviterait  toutes  les  difficultés  de  la  discussion. 

Or,  à  cause  de  la  symétrie  de  ces  quatre  sécantes  deux  à 
deux  par  rapport  à  AB,  les  distances  du  point  B  aux  milieux 
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des  parties  interceptées  sont  égales  deux  à  deux  ;  et  si  on 
les  prend  pour  inconnues  et  qu'elles  soient  données  par 
une  seule  équation ,  elle  n'aura  que  deux  racines  diffé- 
rentes, et  Ton  doit  penser  qu'elle  sera  réductible  au  second 
degré. 

Soit  donc  x  la  distance  de  B  au  milieu  M  de  XY,  les  seg- 
ments BX  et  BY  auront  pour  valeur  — h  x  et jc  ;  AX 

elBX  seront  déterminés  par  les  proportions 

AX  m  AY  =       m 


î 


a         m  a         m 

X  \-  X 

2  2 


et  Téquation  AX   H-  AY   =  m*  deviendra 

qui  devient,  en  réduisant, 

X»  —  -^ x^-\--^{m^  —  8a»)  =  o, 

OU,  en  posant  x*  =  r, 

«'—  ^-i — ^'«-h-rrf/II»  — 8flM  =0. 

2  ID^  ' 


On  en  tire 


m» 


a  =  £1»  -h  -7-  di  ^a*  -ha'/w». 

4 


Ces  deux  valeurs  sont  toujours  réelles  et  inégales;  celle 
qai  correspond  au  signe  +  du  radical  est  toujours  posi- 
tive, et  par  conséquent  donnera  pour  x  une  valeur  réelle  : 
la  condition  pour  que  l'autre  soit  positive  est 

4 
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Or  8  a'  est  le  carré  de  la  partie  de  la  perpendiculaire  à  AB 
interceptée  dans  Tangle  YAU.  Cette  longueur  est  donc  le 
minimum  de  m  pour  qu'il  y  ait  des  solutions  dans  cet  angle. 
Si  m  était  au-dessous,  les  solutions  se  réduiraient  à  celles 
qui  se  rapportent  aux  angles  VAU',  V'AU.  La  condition 
m'  >  8a*  est  donc  celle  que  Ton  trouverait  en  exprimant 
que  toutes  les  racines  de  Téquation  (2)  sont  réelles. 

27.  —  Par  un  point  h  de  la  bissectnce  (Tun  angle  droit, 
mener  une  sécante  XY  telle^  que  le  triangle  YAX  soit 
égal  à  un  carré  donné  m*. 

Ce  problème  est  encore  plus  facile  à  résoudre  que  le  pré- 
cédent; aussi  ne  le  présentons-nous  que  pour  les  remar- 
ques utiles  qu  il  nous  permettra  de  faire. 

L'analogie  pourrait  porter  à  croire  qu'en  prenant  pour 
inconnue  AX  on  parviendrait  à  une  équation  du  quatrième 
degré,  puisqu'il  peut  y  avoir  quatre  solutions  du  problème, 
correspondantes  à  quatre  valeurs  différentes  de  AX.  Et  ce- 
pendant Téquation  ne  sera  que  du  second  degré,  parce  que 
dans  ce  cas  Texpression  des  conditions  géométriques  ne 
conduit  pas,  comme  dans  le  précédent,  à  des  formes  iden- 
tiques. 

En  effet,  désignant  AX  par  or,  AY  aura  comme  précé- 
demment pour  expression si  X  est  à  droite  de  C,  et 


ax 
X  —  a 
ax 


a  —  X 


si  X  est  entre  A  et  C.  Dans  le  premier  cas,  la  sur- 


I 

—  ax^ 


face  du  triangle  aura  pour  mesure ■>  et  l'égalant  à  m', 

X  '         cl 


on  obtiendra  l'équation 


inî^ 


{\\  x"^ or -h  2/w- =  o. 


Dans  le  second  cas,  a  —  x  remplace  x  —  a .  et  la  surface 
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du  triangle  aura  pour  expression •,  mais  comme  ils  ne 

doiyent  pas  être  élevés  au  carré,  les  deux  équations  ne  se- 
ront pas  les  mêmes ,  et  la  valeur  de  x  qui  lui  correspond 
ne  doit  pas  satisfaire  à  la  première  équation.  On  trouve  en 

effet  alors 

2  m* 

(2)  X*  H X  —  2m'  =  o- 

a 

EnGn,  si  le  triangle  se   trouve  dans  F  angle  VAU^,  et 
qu'on  désigne  ÂX'^  par  x^  on  aura 


—  ax^ 


la  surface  du  triangle  aura  pour  mesure 9  et  Ton  sera 


conduit  à  une  équation  qui  ne  différera  de  (2)  que  par  le 
changement  de  signe  de  x^  et  dont  les  racines  seront  par 
conséquent  égales  au  signe  près  à  celles  de  (2).  Cette  der- 
nière aura  donc  nécessairement  une  racine  négative  égale 
en  grandeur  à  AX''^,  et  suffira  pour  les  deux  cas,  en  portant 
cette  racine  en  sens  contraire  de  la  positive. 

Le  problème  conduit  donc  à  deux  équations  du  second 
degré  et  non  à  une  seule  du  quatrième.  Cq  n'est  pas  qu'on 
ne  put  prendre  une  marche  telle,  que  Ton  parvint  à  une 
équation  du  quatrième  degré,  décomposable  dans  les  deux 
précédentes  )  ce  qui  serait  moins  simple  que  de  trouver  di- 
rectement celles-ci  *,  mais  il  y  aurait  toujours  cette  diffé- 
rence entre  les  deux  questions,  que  dans  Tune  on  ne  peut 
séparer  les  quatre  solutions,  et  qu'en  en  cherchant  une  on 
introduit  forcément  les  trois  autres;  tandis  que  dans  l'autre 
question  elles  se  trouvent  naturellement  séparées  en  deux 
groupes  représentés  par  deux  équations  distinctes,  aux- 
quelles on  est  immédiatement  conduit  par  l'expression  des 
conditions  géométriques. 
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28.  L'équation  (a),  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a 
nécessairement  ses  deux  racines  réelles  :  Tune  positive 
qui  résout  seule  la  question  posée ,  Tautre  négative  et  qui 
peut  servir  à  résoudre  celle  qu'on  ne  cherchait  pas.  Mais  il 
en  est  autrement  de  Téquation  (i),  dont  le  dernier  terme 
est  positif,  et  qui  peut  alors  avoir  ses  racines  imaginaires. 
La  condition,  pour  qu'elles  soient  réelles,  est  m'  [)>  a  a'. 

Or  a  a*  est  la  surface  du  triangle  obtenu  en  menant  une 
perpendiculaire  à  ÂB.  C'est  donc  dans  cette  position  qu'on 
a  le  minimum  de  Faire  du  triangle  déterminé  par  une  sé- 
cante quelconque  menée  par  B.  Si  m*  est  plus  grand ,  on 
a  deux  solutions  ;  s'il  est  égal  à  ce  minimum,  on  trouve 
pour  X  deux  racines  égales  à  a  a. 

29.  Généralisation  de  V expression  de  la  distance  de 
deux  points. 

Dans  les  problèmes  de  Géométrie,  où  les  longueurs  des 
lignes  droites  jouent  le  principal  r61e,  on  conçoit  que  l'on 
doit  avoir  souvent  à  considérer  la  distance  de  deux  points 
connus  ou  inconnus;  et  que,  par  conséquent,  quand  on 
traite  ces  problèmes  par  le  calcul,  l'expression  de  cette 
distance  au  moyen  des  grandeurs  qui  déterminent  ses  extré» 
mités,  doit  souvent  se  rencontrer.  Nous  en  avons  eu  des 
exemples  dans  le  peti  t  nombre  de  problèmes  que  nous  venons 
de  traiter  ;  et  nous  avons  reconnu  que  la  formule  qui  la  re- 
présente change  de  forme  suivant  la  disposition  des  points. 

Cette  différence  de  disposition  peut  se  rapporter  aux 
points  donnés  ou  à  des  points  inconnus  ;  quelquefois  on 
peut  la  considérer  comme  donnant  lieu  à  autant  de  pro- 
blèmes différents,  que  l'on  peut  traiter  séparément.  Souvent 
aussi,  comme  nous  en  avons  vu  des  exemples,  on  ne  peut 
isoler  ces  différentes  questions,  et  le  résultat  cherché  d'après 
l'une  des  suppositions  convient  aux  autres ,  soit  complète- 
ment, soit  avec  certaines  modifications.  Mais  dans  tous  les 
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cas  on  doit  faire  la  discussion  complète,  et  souvent  minu- 
(îeuse,  de  toutes  ces  variétés  de  circonstances;  ce  qui  peut 
être  quelquefois  fort  long  pour  des  problèmes  très-simples. 
Le  livre  d'Apollonius,  intitulé  :  De  sectione  rationis,  a 
pour  objet  la  solution  d'un  problème  de  Géométrie  qui, 
traité  par  le  calcul,  ne  conduit  qu'à  une  équation  du  second 
degré,  mais  qui  donne  lieu  à  une  grande  variété  de  posi- 
tions relatives.  On  conçoit  donc  combien  il  serait  à  désirer 
que  Ton  pût  posséder  des  formules  applicables  à  tous  les 
cas,  qui  permissent  par  conséquent  de  les  traiter  tous  par 
un  seul  calcul,  dans  les  résultats  duquel  on  pût  reconnaître 
d'une  manière  précise  les  formes  spéciales  correspondantes 
aux  différentes  dispositions  des  points  donnés  ou  cherchés, 
et  qui  dispenseraient  presque  entièrement  de  chercher  à 
prévoir  tous  les  cas  renfermés  dans  la  question,  puisqu'ils 
seraient  annoncés  à  la  fin  par  des  indices  certains. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire  pour  la  formule  qui  exprime 
la  distance  de  deux  points,  en  les  supposant  déterminés  par 
leurs  distances  à  deux  droites  rectangulaires-,  ce  qui  est  le 
système  le  plus  employé  et  presque  toujours  le  plus  com* 
mode. 

Soient  XX',  YY'  [fig»  8)  les  deux  axes  auxquels  nous 
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dont  on  veut  exprimer  la  distance;  a:,  y  çX  x',  j^' leurs 
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coordonnées  respectives,  qui  sont  AP  et  MP  on  MQ  pour 
le  premier,  et  AP',  M'P'  on  M'  Q'  pour  le  second. 

Supposons  d'abord  les  denx  points  si  lues  dans  le  même 
angle  TAX  des  axes,  et  les  deux  coordonnées  de  M  plus 
grandes  respectiTcment  que  celles  de  M'. 

En  menant  M'I  parallèle  à  AX,  IVIM'  devient  l'hypoté- 
nuse d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  ont  pour 
valeurs  x  —  x'eijr  — jr'j  et  Ton  a  par  conséquent 


Voyons  les  changements  que  subira  cette  formule  pour 
toutes  les  positions  des  deux  points  relativement  aux  axes, 
et  l'un  à  l'autre.  La  discussion  sera  la  même  pour  les ^  que 
pour  les  or,  et  il  suffira  de  la  faire  pour  ceux-ci,  c'est-à-dire 
de  considérer  toutes  les  positions  possibles  de  P  et  P'. 

On  peut  d'abord  partager  tous  les  cas  dans  les  denx  sui- 
vants : 

I®  P  et  P'  sont  d'un  même  côté  de  A  *, 

a**  P  et  P'  sont  de  côtés  différents  de  A. 

Dans  le  premier  cas,  M'I  ou  P'P  est  la  différence  des 
deux  X  et  peut  être  exprimée  par  x  —  x'  ou  bien  x'  —  x. 
Mais  la  formule  (i)  restera  la  même,  soit  qu'on  ait  déve- 
loppé (x  —  x')'  en  x'  —  axx'  •+•  x",  qui  est  également  le 
résultat  de  l'élévation  de  x'  —  x  au  carré ,  soit  qu'on  forme 
d'abord  la  différence  x —  x'  qui  pourra  être  positive  ou 
négative,  pourvu  qu'on  entende  qu'on  fera  le  carré  de  cette 
dernière  suivant  la  règle  des  signes  des  polynômes  ;  à  cette 
condition  le  terme  en  x  et  x'  de  la  formule  (i)  s'appliquera 
à  toutes  les  positions  de  M,  M',  pourvu  qu'elles  soient 
d'un  même  côté  de  AY,  à  droite  ou  à  gauche,  c'est-à-dire 
du  côté  AX  ou  du  côté  AX'. 

Dans  le  second  cas,  la  grandeur  M'I  ou  PP'  ne  sera  plus 
la  différence  mais  la  somme  des  x.  Et,  en  effet,  si  l'un  des 
points.  M'  par  exemple,  est  en  M^,  du  côté  AX',  le  côté  du 
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triangle  qui  est  parallèle  à  Taxe  des  x  est  M''I,  qui  a  pour 
valeur  x  -h  AP"^  de  sorte  que  si  on  désignait  AP''  par  x\ 
le  terme  (x  —  x')'  de  la  formule  (i)  devrait  être  changé 
en  (x  +  x')'^  il  faudrait  donc  une  seconde  formule  pour 
exprimer  dans  ce  cas  la  distance  MM''  des  deux  points. 

Mais  il  est  clair  que  la  première  suffirait  si  Ton  en  ten- 
dait que  x'  y  sera  remplacé  par  — AP'',  avec  la  condition 
que  la  soustraction  de  cette  quantité  négative  se  fera  sui- 
vant la  règle  des  signes  des  polynômes,  car  alors  x  —  x'  de- 
viendra x-f-  AP''  ou  M'^I.  On  se  procurerait  donc  l'avantage 
de  renfermer  deux  formules  en  une  seule,  en  y  entendant 
que  X  désigne  une  ligne  quand  il  se  trouve  du  côté  AX,  et 
moins  une  ligne  quand  il  est  porté  du  côté  opposé. 

Cependant  il  ne  faut  pas  trop  se  hâter  de  conclure;  car 
tout  devant  concorder  dans  un  système,  il  faut  que  cette 
manière  de  renfermer  deux  équations  en  une  seule  ne  soit 
pas  en  opposition  avec  les  autres  expressions  qui  peuvent 
entrer  dans  le  même  calcul.  Il  faut  donc  examiner  ce  qui 
arrivera  si  les  deux  points  sont  du  côté  AX',  et  que  Ton 
entende  que  les  deux  x  sont  implicitement  négatifs  et  repré- 
sentent, non  les  distances  à  AY,  mais  ces  distances  affectées 
du  signe  — .  Or,  il  est  clair  que  quelle  que  soit  la  plus 
grande  des  deux,  en  faisant  la  soustraction  des  quantités 
négatives  suivant  les  règles  des  polynômes,  on  aura  la  diffé- 
rence même  des  denx  lignes,  affectée  du  signe  +  ou  du 
signe  — ,  ce  qui  donnera  bien  le  carré  du  côté  du  triangle 
si  on  effectue  encore  l'élévation  au  carré  d'après  les  règles 
démontrées  pour  les  polynômes. 

Il  est  évident  que  le  côté  du  triangle  qui  est  parallèle  à 
l'axe  des  jr  donnera  une  discussion  entièrement  identique, 
et  nous  pouvons  par  conséquent  énoncer  cette  proposition 
générale  : 

La  formule  (i)  exprimera  le  carré  de  la  distance  de  deux 
points  placés  d'une  manière  quelconque  sur  le  plan,  à  la 
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condition  que  x,  y^  x\  y*  désigneront  les  distances  aux 
axes  quand  elles  seront  comptées  sur  les  directions  fixées  à 
volonté  AX,  AY;  et  qu^elIes  désigneront  ces  distances  affec- 
tées du  signe  — ,  quand  elles  seront  dirigées  du  côté  opposé, 
et  sous  la  condition  expresse  que  ces  quantités  négatives 
isolées  seront  traitées  suivant  les  règles  des  signes  démon- 
trées pour  les  polynômes.  De  sorte  qu'il  n'y  a  pas  à  de- 
mander la  démonstration  de  règles  pour  les  quantités  né- 
gatives isolées.  Cette  manière  de  les  traiter  est  la  condition 
de  la  généralisation.  On  peut  ne  pas  généraliser  si  Ton 
veut,  mais  notre  discussion  prouve  qu'on  ne  peut  le  faire 
qu'à  cette  condition. 


TRIGONOMÉTRIE. 


CHAPITRE  m. 

GÉNÉRALISATION  DE  TOUTES  LES  FORMULES  AU  MOYEN  DES 

QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


COMMENT  ON  INTRODUIT  LES  ANGLES  DANS  LE  CALCUL. 

30.  Les  équations  entre  les  angles  et  les  lignes  droites 
sont  tellement  compliquées,  qu'on  a  renoncé  à  en  faire  usage, 
si  ce  n'est  dans  des  cas  très-exceptionnels.  Et  cependant  ces 
deux  espèces  de  grandeur  sont  tellement  liées  dans  la  plu- 
part des  questions  de  Géométrie,  qu'il  faudrait  renoncer  à 
y  appliquer  le  calcul,  si  Ton  ne  trouvait  pas  quelque  chose 
d'équivalent  à  de  pareilles  équations. 

Or,  nous  avons  dit  précédemment  que  la  détermination 
des  angles  pouvait  se  ramener  à  celle  de  lignes  droites,  et 
qu'il  suffisait  pour  cela  de  les  regarder  comme  appartenant 
à  des  triangles  dont  on  calculerait  les  côtés,  ou  simplement 
leurs  rapports.  Mais  nous  n'avions  fait  ainsi  qu'entrevoir 
ce  moyen  de  liaison,  et  il  nous  reste  non-seulement  à  cher- 
cher quels  sont  les  triangles  les  plus  propres  à  cet  objet, 
mais  encore  à  trouver  le  moyen  de  connaître  la  valeur  nu- 
mérique des  angles  lorsque  le  calcul  aura  fait  connaître  les 
rapports  des  côtés  des  triangles  auxquels  ils  appartiennent. 
Carie  calcul  peut  avoir  aussi  bien,  et  même  plus  souvent, 
pour  but  de  conduire  à  des  valeurs  numériques  qu'à  des 
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formules  de  constraclion .  Nous  allons  nous  occuper  de  ce 
double  objet. 

Les  triangles  rectangles  sont  ceux  qu'il  est  le  plus  avan- 
tageux de  choisir  pour  déterminer  les  angles  parles  rapports 
de  leurs  côtés  :  car  si  d'un  point  d'un  des  côtés  d'un  angle 
on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'autre,  les  rapports 
des  trois  côtés  du  triangle  ainsi  formé  sont  déterminés^  et 
réciproquement  un  quelconque  de  ces  trois  rapports  déter- 
mine l'angle,  ou  son  supplément,  s'il  est  obtus.  D'où  Ton 
voit  que  si  l'on  pouvait  former  une  table  qui  renfermerait 
dans  une  colonne  tous  les  angles  depuis  zéro  jusqu'à  un 
droit,  et  dans  d'autres  colonnes  les  rapports  des  côtés  des 
triangles  rectangles  correspondants,  la  connaissance  d'un 
de  ces  rapports  donnerait  la  valeur  numérique  de  l'angle, 
et  réciproquement.  De  sorte  que  tous  les  problèmes  où  il  se 
trouverait  des  angles  donnés  ou  des  angles  inconnus,  se- 
raient ramenés  à  d'autres,  où  il  n'y  aurait  comme  données 
ou  inconnues  que  des  longueurs  de  lignes  droites,  ou  des 
rapports  de  longueurs. 

Voici  maintenant  la  manière  la  plus  simple  de  se  repré- 
senter la  génération  de  ces  angles  et  de  ces  rapports. 

Concevons,  dans  un  cercle  quelconque  O,  un  rayon  im- 
mobile OA  (fig>  9)  servant  d'origine  commune  à  tous  les 
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angles,  et  un  autre  rayon  mobile  OM  coïncidant  d'abord 
avec  le  premier,  et  s'en  éloignant  d'une  manière  continue 
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jusqu'à  ce  qu'il  vienne  s'appliquer  sur  son  prolonge- 
ment OA'  :  Tangle  variable  qu'il  forme  avec  le  premier 
aura  passé  par  toutes  les  valeurs  que  peuvent  avoir  les 
angles  des  triangles,  qui  sont  toujours  compris  entre  zéro 
et  deux  droits. 

Si  maintenant  de  l'extrémité  M  du  rayon  mobile  on 
abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  celui  qui  reste  fixe,  on 
formera  une  suite  continue  de  triangles  rectangles  MOP, 
dont  les  rapports  des  côtés  seront  déterminés  par  l'angle 
au  centre,  et  réciproquement.  Ces  rapports  ne  seront  autre 
chose  que  la  mesure  des  lignes  de  la  figure,  si  Ton  prend  le 
rayon  du  cercle  pour  unité.  Cela  est  évident  pour  les  rap- 
ports des  deux  côtés  de  l'angle  droit  à  Thypoténuse  :  et  quant 
au  rapport  de  ces  deux  côtés  entre  eux^  il  est  la  mesure  de 
la  longueur  de  la  tangente  AT  menée  au  point  A,  et  ter- 
minée au  prolongement  de  OM. 

Ces  différentes  lignes  ont  reçu  des  noms  particuliers. 

La  perpendiculaire  MP  se  nomme  le  sinus  de  Tangle  au 
centre. 

La  partie  AT  de  tangente  se  nomme  la  tangente  de  ce 
même  angle. 

La  distance  OT  se  nomme  la  sécante  de  Tangle. 

Le  côté  OP  du  triangle  OMP  tombe  sur  le  rayon  fixe  ou 
sur  son  prolongement,  suivant  que  l'angle  est  aigu  ou 
obtus.  On  le  nomme  le  cosinus  de  cet  angle.  Nous  ver- 
rons bientôt  sous  quel  autre  point  de  vue  il  peut  être  en- 
visagé. Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  aux  consi- 
dérations si  naturelles  qui  ont  conduit  au  triangle  OMP 
dont  il  fait  partie. 

31.  Les  anciens  considéraient  autrement  les  droites,  au 
calcul  desquelles  ils  ramenaient  celui  des  angles.  Ils  suppo- 
saient le  sommet  des  angles  sur  la  circonférence,  et  pre- 
naient la  corde  pour  déterminer  l'angle.  Cette  corde  était 
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évidemment  le  double  du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  :  ils 
en  ont  construit  des  tables  que  les  besoins  de  l'Astronomie 
rendaient  indispensables  :  nous  n'entrerons  dans  aucun  dé- 
tail sur  les  moyens  ingénieuxqu'ils  ont  employés  à  cet  effet  ; 
nous  nous  contenterons  de  dire  qu'ils  se  sont  utilement 
servis  du  théorème  démontré  ci-dessus,  relativement  aux 
diagonales  du  quadrilatère  inscrit. 

Avant  de  nous  occuper  de  la  construction  des  tables, 
nous  ferons  connaître  quelques  relations  très-simples  entre 
les  côtés  des  triangles  et  les  rapports  qui  déterminent  leurs 
angles,  comme  nous  venons  de  l'expliquer. 

les  calculs  relatifs  a  toutes  les  figures  se  ramènent 

au  calcul  des  triangles. 

32.  Toutes  les  figures  rectilignes  sont  décomposables  en 
triangles;  et  tous  les  points  d'un  système  quelconque  com- 
pris dans  un  même  plan,  peuvent  être  liés  entre  eux  au 
moyen  de  triangles.  Tous  les  calculs  relatifs  à  ces  systèmes 
se  ramènent  donc  au  calcul  des  triangles,  pourvu  qu'il  n'y 
entre  pas  de  lignes  courbes.  On  conçoit  donc  l'importance 
de  ce  dernier,  et  l'on  a  jugé  à  propos  de  désigner  par  un 
nom  spécial  la  théorie  dont  il  est  l'objet:  on  l'a  nommée 
Trigonométrie. 

La  Trigonométrie  a  donc  pour  objet  le  calcul  des  élé- 
ments d'un  triangle,  quand  on  connaît  les  valeurs  numéri- 
ques d'un  nombre  sufGsant  de  ces  éléments,  ou  même  d'au- 
tres quantités  par  lesquelles  il  serait  déterminé.  C'est  ce 
que  l'on  nomme  résoudre  un  triangle. 

Et  pour  y  parvenir  il  faut,  comme  nous  l'avons  dit,  trou- 
ver des  équations  générales  entre  les  côtés  d'un  triangle  et 
les  diverses  lignes  qui  déterminent  ses  angles,  et  auxquelles 
on  donne  la  dénomination  commune  de  lignes  trigonovné^ 
triques  de  ces  angles.  Il  faut  de  plus  construire  une  table 
renfermant,  non  pas  tous  les  angles  possibles,  mais  une 
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série  d'angles  partant  de  zéro  et  croissant  par  degrés  extrê- 
mement petits  jusqu'à  deux  droits,  à  côté  desquels  on  pla- 
cera la  valeur  de  leurs  lignes  trigonométriques.  On  pourra 
ainsi  connaître,  soit  immédiatement,  soit  par  une  interpo- 
lation facile,  la  valeur  d'un  angle  quelconque,  quand  on 
connaîtra  une  de  ses  lignes  trigonométriques^  et  récipro- 
quement- 
Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  faire  connaître  les 
équations  les  plus  simples  qui  ont  lieu  entre  les  côtés  d'un 
triangle  et  les  lignes  trigonométriques  de  ses  angles. 

PREMIÈRES  ÉQUATIONS  ENTRE    LES    CÔTÉS    d'uN     TRIANGLE    ET 
LES    LIGNES    TRIGONOMÉTRIQUES    DE    SES    ANGLES. 

33.  Triangles  rectangles.  —  D'après  la  signification  des 
lignes  trigonométriques,  qui  sont  les  rapports  des  côtés  des 
triangles  rectangles,  il  est  presque  inutile  d'indiquer  les 
équations  relatives  à  ces  triangles.  Ce  ne  serait  en  effet  que 
la  reproduction  des  définitions  des  lignes  trigonométriques. 

Soit,  en  effet,  un  triangle  ABC  [Jig*  10),  rectangle  en  B. 
Si  Ton  désigne  par  sin,cos,  tang,  séc,  le  sinus,  le  cosinus,  la 

Fig.  10. 


tangente,  la  sécante  d'un  angle,  on  aura,  d'après  les  défini- 
tions données  ci-dessus, 

.    ^       BC  ^        BA       ^       ^       CB  .    .       AC 

sinA  =  — ,     cosA=:-,     tangA  =  -,     secA  =  -, 

.    _       BA  ^       CB       ^       -       BA  ,   p       AC 

smC  =  -,     cosC  =  -,     tangC=-,      secCr=-. 

Il  est  inutile  de  dire  l'usage  que  l'on  fera  de  ces  formules 
pour  la  résolution  des  triangles  rectangles,  dans   tous  les 
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cas  qu'elle  peut  présenter.  Nous  ferons  seulement  remarquer 
les  relations  entre  les  lignes  trigonométriques  des  deux 
angles  aigus  du  triangle,  c'est-à-dire  de  deux  angles  quel- 
conques compléments  Tun  de  l'autre. 

On  voit  d'abord  que  le  sinus  de  l'un  est  ce  que  nous 
avions  nommé  le  cosinus  de  l'aulre,  ce  qui  constitue  le 
second  point  de  vue  des  cosinus.  Nous  donnerons  dé  même 
le  nom  de  cotangente  et  cosccantc  à  la  tangente  et  k  la 
sécante  du  complément.  On  les  désignera  par  les  lettres 
initiales,  et  Ton  écrira  cot  A  et  coséc  A  au  lieu  de  tangC 
et  cot  C. 

Les  équations  ci -dessus  conduiront  aux  relations  sui- 
vantes entre  les  six  lignes  trigonométriques  d'un  angle 
aigu  quelconque  A  : 

•  ,  A  ,*  .        *'"A 

sm'A  H-  cos> A  =  I ,     tang A  = > 

°  cosA 

,    .  I  .        cosA 

SecA=:  7>       C0tA=-:— r> 

cosA  sinA 

cosécA=-; — r>     langAcotA^i» 
smA 

séc*A  =  I  -I-  tang' A,     coséc* A  =  i  -f-  cos' A. 

Ces  relations  sont  faciles  à  déduire  de  la  figure  formée 
par  ces  lignes  dans  le  cercle  tngonométriqne.  On  en  pour- 
rait encore  tirer  d'autres,  ou  les  déduire  des  précédentes. 
Il  faut  remarquer  seulement  qu'il  ne  peut  en  exister  plus 
de  cinq  qui  ne  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres,  puisque 
l'une  des  six  lignes  peut  être  prise  arbitrairement. 

34.    Triangles  quelconques,  —  Si  d'un  sommet  C  d'un 

Fîç.  1 1 . 
C 


triangle  quelconque  ABC  {fig'  1 1)  on  abaisse  une  perpendi- 
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culaire  CD  sur  le  côté  opposé,  on  décompose  ce  triangle  en 
deux  triangles  rectangles  qui  nous  feront  connaître  une 
relation  enire  les  côtés  et  les  angles  du  premier. 

Il  suffit  en  effet  de  calculer  le  côté  CD  dans  chacun  des 
triangles  rectangles,  et  d'en  égaler  les  expressions.  On  aura 
ainsi,  en  désignant  para,  6,  clés  côtés  du  triangle  opposés 
respectivement  aux  angles  A,  B,  C, 

CD  =  &sinA,     CD  =  ^sînB,     d*où     asinB  =  ^sinA 
ou 

sinA a 

sinB        b 

Cette  équation  ne  serait  pas  changée  si  la  perpendiculaire 
tombait  eu  dehors  du  triangle,  ce  qui  arriverait  si  Tun 
des  angles  était  obtus,  comme  dans  le  triangle  Â'BC.  En 
effet,  on  aurait 

CD=::CA'sinCA'D; 

mais  comme  le  sinus  d'un  angle  est  égal  à  celui  de  son 
supplément,  on  pourrait  substituer  sin  CA'B  àsinCA'D,  et 
Ton  retomberait  sur  la  formule  précédente. 

En  considérant  deux  à  deux  les  trois  angles  d'un  triangle, 
on  aura  trois  proportions  ou  équations,  dont  Tune  est  une 
conséquence  des  deux  autres,  et  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

.  ,  sin  A       sinB       sin  G 

(0 


a 


35.  Remarque.  —  Un  triangle  étant  déterminé  par  trois 
de  ses  éléments,  pourvu  qu'il  y  entre  au  moins  un  côté, 
mais  ne  Tétant  pas  par  deux  seulement,  on  peut  avoir  trois 
équations  générales  entre  les  six  éléments,  mais  pas  davan- 
tage, à  moins  qu'elles  ne  rentrent  les  unes  dans  les  autres. 
On  en  considère  de  bien  des  formes  différentes,  et  pour 
chaque  espèce  de  question  on  choisit  celle  dont  l'application 
est  la  plus  commode.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  de 
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trois  de  ces  équations  on  pourrait  déduire  toutes  les  autres  ; 
car  s'il  existait  seulement  quatre  équations,  dont  aucune 
ne  rentrerait  dans  les  autres,  il  suffirait  de  connaître  deux 
éléments  d'un  triangle  pour  que  les  quatre  autres  fassent 
déterminés,  ce  qui  est  faux. 

Si  donc  aux  dernières  équations  on  joignait  celle  qui 
exprime  que  la  somme  des  trois  angles  est  égale  à  deux 
droits,  on  en  aurait  trois,  ne  rentrant  pas  les  unes  dans  les 
autres,  et  qui  suffiraient  à  la  rigueur,  mais  ne  seraient  pas 
les  plus  commodes  dans  tous  les  cas. Mais  par  diverses  trans- 
formations on  peut  en  déduire  d'autres  dont  Tcmploi  est 
très-avantageux,  lorsque  les  premières  seraient  très-peu 
commodes. 

36.  Autres  équations  entre  les  côtés  et  les  angles.  — 
On  a  démontré  que  dans  un   triangle   quelconque  ABC 

Fig.  13. 


[fig- 1  ^)y  si  Tangle  A  est  aigu,  et  qu'on  abaissede  B  une  per- 
pendiculaire BD  sur  AC,  on  aura 

et  que  si  A  est  obtus  on  aura 

£1»  =  A»  -h  c»  4-  2  ^.  AD  =  6»  4-  <?'  —  2  ^ccos  BAD. 

Dans  le  premier  cas,  c'est  le  cosinus  de  Tangle  A  qui  entre 
dans  Téquation  \  dans  le  second,  c'est  le  cosinus  de  son 
supplément.  Les  deux  autres  B  et  C  donneront  des  formules 
analogues,  et  Ton  aura  ainsi  trois  nouvelles  équations  entre 
les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  qui  ne  rentreront  pas 
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les  unes  dans  les  autres,  et  suffiraient  par  conséquent  à  la 
résolution  de  tous  les  triangles.  D'apcès  ce  que  nous  avons 
dit,  elles  rentreraient  dans  les  trois  prëcddentes,  et  récipro- 
quement. Mais  la  forme  très-différente  qu'elles  présentent 
peut  les  rendre  plus  commodément  applicablesque  les  autres 
à  certains  cas.  Nous  verrons  qu'elles  ont  cependant  besoin 
de  transformations  assez  compliquées  pour  que  les  calculs 
numériques  qu'elles  demandent  soient  réduits  à  la  plus 
grande  simplicité  dont  ils  sont  susceptibles.  Il  y  aura  un 
point  important  à  examiner  avant  de  regarder  les  ques- 
tions géométriques  pour  lesquelles  on  aura  formé  ces  équa- 
tions ,  comme  ramenées  complètement  au  calcul  de  ces 
équations  mêmes.  Il  faudra  connaître  leur  degré  de  géné- 
ralité, déterminer  avec  précision  les  limites  dans  lesquelles 
elles  peuvent  être  employées,  et  les  modifications  qu'elles 
subiraient  si  les  valeurs  des  données  ou  des  inconnues, 
étaient  en  dehors  de  ces  limites.  Sans  cela  Temploî  de  ces 
équations  serait  incertain,  et  leurs  conséquences^  douteuses. 
Nous  n'établirons  aucu ne /br/rau/e  sans  la  soumettre  rigou- 
reusement à  cet  examen. 

GÉNÉRALISATION    OES    FORMULES    PRÉCÉnSNTES. 

37.  Nous  avons  vu  que  la  formule =  — r—  a  lieu  soit 

que  les  angles  A  et  B  soient  aigus  tous  les  deux,  soit  que 
l'un  d'eux  soit  obtus  ;  mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de 
la  formule 

û»  z=  ^»  -f-  r*  —  2  ^ccosA. 

Elle  n'a  lieu  que  quand  l'angle  A  est  aigu,  et,  s'il  est  obtus, 
le  dernier  terme  change  de  signe  et  le  cosinus  est  celui  de 
son  supplément. 

L'avantage  qu'il  y  a  toujours  à  réunir  deux  formules  en 
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une  seule  a  fait  chercher  à  quelle  condition  cela  serait  pos- 
sible; et  la  solution  s'est  trouvée  bien  naturellement. 

En  eflfet,  le  cercle  trigonomé trique  montre  que  quand  le 
rayon  mobile  fait  un  angle  aigu  avec  le  rayon  fixe,  sa  pro- 
jection, qui  est  le  côté  que  nous  avons  nommé  cosînuSy  est 
située  d'un  côté  du  centre,  et  qu'elle  se  trouve  de  Tautre 
quand  Tangle  est  devenu  obtus.  Cette  dernière  projection 
était  le  cosinus  du  supplément  ;  mais  il  suffirait  d'appeler 
cosinus  de  F  angle  obtus  cette  projection  affectée  du  signe 
— ,  et  de  la  traiter  d'après  les  règles  des  signes  des  poly- 
nômes, pour  que  la  formule  s'appliquât  aux  deux  cas. 

On  rend  donc  la  formule  ci-dessus  applicable  à  tous  les 
cas^  en  entendant  que  cos  A  exprime  la  projection  du  rayon 
quand  elle  est  dirigée  vers  Torigine  des  arcs ,  et  moins  cette 
projection,  quand  elle  est  dans  le  sens  contraire ,  avec  la 
condition  que  dans  tous  les  calculs  où  elle  entrera  elle  sera 
traitée  suivant  les  règles  des  signes  des  polynômes.  De  cette 
manière,  tout  calcul  fait  en  partant  de  la  formule  trouvée 
pour  le  cas  de  Tanglc  aigu ,  donnera  le  résultat  relatif  à 
r angle  obtus,  pourvu  qu*on  ne  fasse  pas  usage  de  formules 
où  les  cosinus  devraient  être  considérés  autrement  que 
dans  celle-ci.  Car,  comme  nous  Ta  vous  déjà  dit,  les  moyens 
de  généralisation  ne  doivent  être  employés  que  lorsqu'ils 
nMntroduisent  aucune  contradiction. 

38.  Autre  formule  importante  qui  se  généralise  par  la 
même  considération.  —  Si  Ton  considère  un  polygone 
fermé  quelconque,  plan  ou  gauche,  et  que,  partant  d'un  de 
ses  sommets,  on  le  parcoure  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux 
sens  jusqu'à  ce  que  l'on  revienne  au  point  de  départ  \ 
si,  par  le  premier  sommet  et  chacun  des  autres,  on  conçoit 
des  plans  perpendiculaires  à  une  droite  fixe  indéfinie,  ils 
déterminent  une  suite  de  segments  contigus  qui  seront 
les  projections  des  côtés  du  polygone  sur  cette  droite.  Or 
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ces  projections  ont  entre  elles  une  relation  très-simple  que 
nous  nous  proposons  d'exprimer  par  une  formule  générale. 
Pour  rétablir  de  la  manière  la  plus  claire,  supposons  que 
nous  partions  d'un  sommet  tel,  que  le  polygone  entier  soit 
situé  d'un  même  côté  du  plan  mené  par  ce  sommet,  per- 
pendiculairement à  la  droite  fixe;  et  toutes  les  projections 
des  calés  tomberont  sur  la  partie  de  cette  droite  qui  est 
située  du  même  côté  de  ce  plan  que  le  polygone.  Le  premier 
côté  parcouru  éloignera  de  ce  plan  d'une  quantité  égale  à 
sa  projection  ;  le  second  côté  en  éloignera  ou  en  rappro- 
chera suivant  que  la  direction  suivant  laquelle  il  est  par- 
couru, fera  un  angle  aigu  ou  obtus  avec  la  direction  de  la 
droite  fixe  ;  et  il  en  sera  de  même  de  tous  les  suivants.  Le 
point  qui  décrit  ainsi  le  polygone,  pourra  s'éloigner  et  se 
rapprocher  alternativement  un  nombre  de  fois  qui  dépend 
non-seulement  du  nombre  des  côtés  du  polygone,  mais  de 
leurs  directions  arbitraires  :  mais  ce  qui  est  certain,  c'est  que 
lorsquMI  sera  revenu  au  point  de  départ,  la  somme  totale 
des  quantités  dont  il  se  sera  éloigné,  sera  exactement  égale 
à  la  somme  de  celles  dont  il  s'est  rapproché  du  plan, 
puisque  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée  se  trouvent 
dans  ce  plan. 

Or,  la  projection  d'un  côté  quelconque  est  un  côté  d'un 
triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  le  côté  du  polygone , 
et  dont  Tangle  aigu  compris  est  celui  que  forme  la  direction 
de  ce  côlé  avec  celle  de  la  droite  fixe  :  cette  projection  est 
donc  le  produit  du  côté  par  le  cosinus  de  Tangle  aigu  de 
ces  deux  directions.  Mais  il  reste  à  distinguer  d'une  manière 
générale,  et  sans  être  obligé  de  faire  aucune  supposition 
particulière  sur  la  direction  des  côtés,  quelles  sont  les 
projections  qu'il  faut  ajouter  entre  elles;  ou,  en  d'autres 
termes,  distinguer  les  projections  qui  éloignent  du  premier 
plan  et  doivent  être  ajoutées  entre  elles,  des  projections 
qui  rapprochent  et  doivent  être  réunies  les  unes  avec  les 
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autres.  L'équation  générale  s'obtiendra  alors  en  égalant  ces 
deux  sommes  entre  elles,  ou  en  galant  a  zéro  leur  diffé- 
rence. 

Cette  distinction  a  déjà  été  faite  au  moyen  des  angles  aigus 
ou  obtus  que  forment,  avec  la  direction  fixe,  les  directions 
successives  des  côtés  dans  le  sens  où  ils  sont  parcoiunis; 
de  sorte  que  la  difficulté  consiste  seulement  à  faire  en  sorte 
que  dans  l'équation  qui  exprime  que  la  diiférence  des  deux 
sommes  est  nulle,  on  ne  soit  pas  obligé  de  donner  un  signe 
ambigu  à  chaque  terme,  ou  de  faire  des  suppositions  par- 
ticulières sur  les  directions  des  côtés,  et  en  faire  deux  caté- 
gories, qui  ne  comprendraient  même  pas  toujours  les  mêmes 
côtés,  si  l'on  changeait  la  direction  de  la  droite  fixe.  On 
se  trouverait  ainsi  obligé  à  des  discussions  qui  pourraient 
devenir  très-compliquées  par  les  applications  répétées  de  la 
formule  et  sa  combinaison  avec  d'autres  ;  et  il  est,  sinon 
indispensable,  du  moins  très-utile  de  trouver  une  expression 
unique  pour  les  termes  de  Téquation,  soit  qu'ils  doivent 
être  ajoutés^  soit  qu'ils  doivent  être  soustraits. 

Or,  le  moyen  bien  simple  d'y  parvenir  n'est  autre  que 
celui  qui  a  servi  à  généraliser  la  formule  précédente.  Il  suffit 
de  représenter  chaque  projection  par  le  produit  du  côté  du 
polygone  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  la  direction 
fixe,  celle  du  côté  dans  le  sens  où  il  est  parcouru;  d'égaler 
à  zéro  la  somme  de  tous  ces  produits,  en  regardant  les 
cosinus  comme  positifs  pour  les  angles  aigus,  et  négatifs 
pour  les  angles  obtus,  et  en  entendant  que  ces  facteurs 
négatifs  seront  traités  suivant  les  règles  des  signes  des 
polynômes.  Les  additions  et  soustractions  se  feront  ainsi 
comme  l'exige  la  relation  géométrique  ;  on  aura  donc  l'é- 
quation exacte  avec  une  forme  unique  pour  l'expression  de 
tous  les  termes,  ce  qui  était  le  but  qu^on  se  proposait. 

Si  on  désigne  par  a,  b,c,, . .  les  longueurs  absolues  des 
côiés^  par  «,6,7,...,  les  angles  formés  avec  une  direction 
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déterminée  arbitraire,  par  les  directions  des  côtés,  dans  le 
sens  où  ils  sont  respectivement  parcourus,  Tcquation  géné- 
rale qui  existera  entre  ces  quantités  sera 

acosa.  -f-  bcosQ  4-CCOS7  -h. .  .=  o. 

On  emploiera  cette  équation  dans  tous  les  calculs  de- 
mandés par  les  questions  auxquelles  on  aura  à  l'appliquer, 
et  il  ue  sera  jamais  nécessaire  de  faire  la  distinction  entre 
les  angles  aigus  ou  obtus:  on  ne  le  fera  que  quand  on 
voudra  appliquer  à  des  cas  particuliers  les  résultats  du 
calcul  général. 

39.  Si  tous  les  angles  ou  arcs  étaient  compris  dans  le 
premier  quadrant,  la  généralité  des  formules  n'offrirait  au- 
cune difficulté  et  n'aurait  besoin  d'aucune  discussion.  Mais^ 
soit  pour  les  cas  ordinaires  de  la  résolution  des  triangles, 
soit  pour  des  applications  plus  étendues,  il  est  nécessaire 
de  considérer  des  angles  plus  grands  qu'un  et  même  que 
deux  angles  droits.  Il  est  donc  indispensable  d'étudier  les 
modifications  que  subissent  toutes  les  formules  quand  les 
angles  qui  y  entrent  prennent  toutes  les  valeurs  de  zéro  à 
l'infini,  et  de  les  réduire  cbacune  à  un  seul  type  d'où  se  dé- 
duisent, par  des  procédés  concordants  entre  eux,  toutes  les 
variétés  correspondantes  aux  diverses  valeurs  des  angles. 
Par  là  un  seul  calcul  renfermerait  tous  les  cas  différents 
pour  cbacun  desquels  il  en  faudrait  un  spécial;  et  cène 
sera  que  dans  le  résultat  final  qu'on  aura  besoin  d'intro- 
duire les  conditions  propres  à  chaque  cas  particulier. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  pu  remarquer  que 
les  changements  de  signe  des  termes  des  formules  trigono- 
métriques  ou  autres,  se  trouvaient  liés  à  des  changements 
de  sens  des  grandeurs  considérées  dans  l'espace  ou  dans  le 
temps  ;  et  ce  n'est  pas  une  chose  qui  doive  beaucoup  sur- 
prendre, parce  qu'il  résulte  souvent  de  ces  changements 
que  des  additions  se  changent  en  soustractions,  et  rccipro- 

5. 
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quement.  Nous  devons  présumer  qu'il  en  pourra  être  de 
même  pour  les  formules  que  nous  avons  à  étudier  ;  et,  pour 
le  reconnaître  quand  îl  y  aura  lieu,  il  est  utile  de  faire 
préalablement  un  examen  détaillé  de  tous  les  changements 
qui  s'opèrent  dans  le  sens  que  les  lignes  avaient  lorsque 
les  angles  étaient  renfermés  dans  le  premier  quadrant,  et 
qu'on  leur  donne  ensuite  un  accroissement  continu  illimité. 
C'est  à  cet  examen  que  nous  allons  procéder. 

des  CBÀNGEMEIfTS  DE  DIUECTION  QUE  SUBISSENT  LES  LIGNES 
TRIGONOMÉTMQUES  QUAND  l'anGLE  VARIE  INDÉFINIMENT 
DANS   LE  MEME   SENS. 

40.  Des  sinus.  —  Les  arcs  partant  de  l'origine  A, 
et  croissant  dans  le  sens  ABA',  les  sinus  sont  d* abord 
situés  du  même  côté  de  AA'que  le  point  B,  et  ils  conti- 
nuent à  Tètre  jusqu'à  ce  que  l'angle  variable  MOA,  ou  Tare 
qui  le  mesure  et  que  nous  désignerons  parx,  soit  devenu  égal 
à  TT.  Le  sens  du  sinus  est  in\ferse  quand  x  est  entre  tt  et  air  ; 
il  revient  dans  le  sens  direct  quand  x  est  entre  2?:  et  37r, 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

En  général,  si  l'on  désigne  par  a  un  angle  quelconque 
compris  entre  o  et  deux  droits ,  ou  un  arc  entre  o  et  tt,  et 
par  n  un  nombre  entier,  la  formule  des  arcs  ayant  leurs 
sinus  dans  lé  sens  direct,  sera 

ar  =  iniz  -h  a, 
et  elle  sera,  pour  le  sens  inverse, 

41.  Nous  avons  déjà  reconnu  que  deux  arcs  suppléments 
l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  dont  la  somme  est  tt,  ont  le 
sinus  égal  et  de  même  sens.  Mais  on  peut  dire  plus  géné- 
ralement qu'il  en  est  ainsi  pour  deux  arcs  quelconques 
dont  la  somme  est  (  a  n  -|-  i)  tt.  En  effet,  si  on  désigne  par  a 
l'un  des  deux,  qui  peut  avoir  une  valeur  aussi  grande  qu'on 
voudra,  Tautre  aura  pour  valeur  (a fi  H-  i)  tt  —  a.  Or,  en 
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portant  d*abord  (2  71  + 1)  TC  à  partir  de  A,  on  tombera  sur  A', 
et  pour  retrancher  a  il  faudra  le  porter,  à  partir  de  A',  dans 
le  sens  A'BA,  qui  est  Tin  verse  de  celui  dans  lequel  on  a 
porté  le  premier  arc  a  à  partir  de  A.  Les  extrémités  de  ces 
deux  arcs  égaux  seront  donc  sur  une  même  parallèle  au 
diamètre  AA',  et  par  conséquent  les  sinus  des  deux  arcs 
proposés  sont  égaux  et  de  même  sens.  Si  la  somme  était  2  AiTr 
au  lieu  de  (2»  -{-  i)?:,  les  deux  extrémités  seraient  sur  une 
perpendiculaire  à  AA'  \  les  sinus  seraient  égaux  et  de  sens 
contraire,  et  les  cosinus  seraient  égaux  et  de  même  sens. 

42.  Réciproquement,  si  les  sinus  de  deux  arcs  sont 
égaux  et  de  même  sens,  c'est-à-dire  si  leurs  extrémités  M,  M/ 
sont  sur  une  parallèle  à  A  A',  la  somme  de  ces  arcs  est  un  mul- 
tiple impair  de  tt.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  a  Tare  qu'il 
faut  parcourir  à  partir  de  A  pour  parvenir  à  celui  des  deux 
points  M,  M'  qui  en  est  le  plus  voisin ,  l'extrémité  de  cet 
arc  sera  évidemment  dans  le  premier  ou  dans  le  troisième 
quadrant  ;  Tare  x  terminé  en  ce  point  M  sera  compris  dans 
la  formule  2/i7r4-a  qui  renferme  tous  les  arcs  possibles 
terminés  en  M  ;  Tare  x*  terminé  en  M' sera  égal  à  un  certain 
arc  terminé  en  M,  plus  MM'.  Or,  MM'  sera  égal  à  tt  —  2a 
si  M  est  dans  le  premier  quadrant,  et  égal  à  tt  —  2  [a  —  tt) 
ou  3:r  —  2a  si  M  est  dans  le  troisième  quadrant.  Les  deux 
arcs  X,  x'  terminés  en  M  et  M'  ont  donc  pour  expression 
générale 

dans  le  premier  cas,  et 

X  =  in'Tz  -4-â-f-37r  —  2fl  =  2(/î'-h  l)7r-f-7r  —  a, 

d'où  Ton  voit  que  la  somme  des  deux  arcs  est  un  multiple 
impair  de  TT. 

43.  Deux  arcs  dont  la  différence  est  un  multiple  impair 
de  T  ont  leurs  extrémités  diamétralement  opposées^  leurs 
sinus  sont  donc  égaux  et  de  sens  contraire. 
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U  est  inutile  de  dire  que  si  la  différence  est  un  multiple 
pair  de  tt,  les  sinus  sont  égaux  et  de  même  sens,  puisque 
alors  les  extrémités  des  arcs  coïncident. 

44.  Les  tangentes.  —  Les  tangentes  commencent  par 
être  dans  la  partie  du  plan  que  nous  disons  au-dessus 
de  AA^,  et  cela  subsiste  tant  que  Textrémité  de  Parc  est  dans 
le  premier  quadrant;  c^est  là  ce  que  nous  appellerons  leur 
sens  direct.  Elles  deviennent  de  sens  inverse  quand  l'arc 

est  entre  -  et  tt;   redeviennent  directes  quand   Tare  est 

entre  tt  et  —  »  et  inverses  entre  —  et  aTr.  Quand  l'arc  croît 

indéfiniment,  la  position  de  son  extrémité  dans  les  quatre 
quadrants  donne  lieu  périodiquement  aux  mêmes  consé- 
quences. 

45.  Les  sécantes.  —  En  prenant  pour  le  sens  direct 
d'une  sécante  celui  de  la  droite  décrite  par  un  point  qui 
partirait  du  centre  et  marcherait  vers  l'extrémité  de  Tare, 
et  pour  le  sens  inverse  celui  du  prolongement  opposé  de  la 
même  droite,  on  voit  que  le  sens  de  la  sécante  est  direct 

quand  l'arc  est  compris  entre  o  et  -9  inverse  quand  l'arc  est 

w      Stt         ,.  3ff 

entre  -  et  — 9  et  direct  entre  —  et  27:. 
22  2 

46.  Les  cosinus.  —  Nous  avons  d'abord  considéré  les  co- 
sinus comme  les  côtés  des  triangles  rectangles  qui  étaient 
la  projection  du  rayon  mobile  sur  le  rayon  fixe ,  et  nous 
avons  immédiatement  reconnu  qu'il  était  le  sinus  du  com- 

plémentde  Parc  quand  ce  dernier  était  entre  o  et  -•  Cet 

arc  complémentaire  a  son  origine  en  B,  et  serait  décrit  par 
le  mouvement  d^un  point  qui  marcherait  en  sens  inverse 
de  celui  qui  décrirait  l'arc  ayant  son  origine  en  A.  Voyons 
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si  ces  deux  points  de  vue  des  cosinus  peuvent  être  conti- 
nués indéSniment. 

Et  d'abord  y  a-t-il  lieu  de  considérer  un  complément  pour 

un  arc  plus  grand  que  -  ?  Ce  ne  peut  être  qu'en  appe- 

lant  complément  un  arc  pris  avec  le  signe  —  et  tel,  qu'a- 
jouté au  premier  suivant  la  règle  des  signes  des  polynômes, 

on  trouve  pour  résultat  -  •  Le  désir  de  généraliser  a  conduit 

à  envisager  ainsi  les  compléments  d'arcs  quelconques  :  ils 
seront  représentés  par  les  arcs  compris  entre  l'origine  B  et 
l'extrémité  variable  des  premiers  \  et  ces  arcs ,  comptés  en 
sens  inverse  du  sens  BA,  qui  était  celui  des  compléments 

des  arcs  moindres  que  -9  seront  regardés  comme  négatifs. 

n  est  facile  maintenant  de  reconnaître  que  le  sens  de 
ces  cosinus,  considérés  comme  les  sinus  des  compléments 
ayant  B  pour  origine,  sera  toujours  le  même  que  celui  de 
la  projection  du  rayon  mobile,  et  que  les  deux  points  de 
vue  reconnus  dans  le  premier  quadrant  subsistent  quelle 
que  soit  la  grandeur  de  l'arc;  nous  croyons  inutile  d'entrer 
dans  plus  de  développements  à  cet  égard. 

47.  Ayant  introduit  les  arcs  négatifs  pour  les  complé- 
ments des  arcs,  il  était  naturel  de  les  introduire  pour  les 
arcs  eux-mêmes,  et  on  a  considéré  ceux-ci  comme  négatifs 
lorsqu'ils  étaient  portés  à  partir  de  A  dans  le  sens  indéfini 
de  A  vers  B'.  Les  compléments  de  ces  arcs  seront  les  arcs 

positifs  plus  grands  que  -  partant  de  B  et  dirigés  dans  le 

sens  BA;  comme  les   arcs  positifs  partant  de  A  et  plus 

grands  que  -9  et  les  arcs  négatifs  partant  de  B,  étaient  com- 

2  • 

pléments  l'un  de  l'autre. 
Nous  venons  donc  d'introduire  les  quantités  négatives 
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pour  séc  x  ;  et  alors  le  sens  de  la  sécante  est  inverse. 
L'équation  précédente  devient  donc  générale  en  regardant 
les  sécantes  comme  positives  on  négatives,  suivant  que  leur 
sens  est  direct  ou  inverse. 

5i .  Nous  croyons  inutile  de  reproduire  les  mêmes  re- 
marques pour  les  autres  formules ,  et  nous  pouvons  énon- 
cer la  proposition  suivi^nte  : 

Toutes  les  équations  trigonométriques  obtenues  jusqu  ici 
sont  générales  quels  que  soient  les  signes  et  les  grandeurs 
des  arcs^  en  regardant  toutes  les  lignes  trigonométriques 
comme  de  simples  nombres  lorsqu'elles  sont  dans  le  sens 
direct,  et  comme  des  nombres  affectés  du  signe  —  quand 
elles  sont  dans  le  sens  inverse;  auec  cette  condition  ex- 
presse, quelles  seront  traitées  d  ^  après  les  règles  des  signes 
des  polynômes. 

On  voit  qu'il  n'y  a  aucune  règle  de  signes  à  démontrer, 
ni  aucune  question  à  faire  sur  les  opérations  à  effectuer  sur 
ces  quantités  négatives  isolées,  puisque  la  condition  de 
généralisation  des  équations  est  qu'elles  soient  traitées  sui- 
vant les  règles  établies  sur  les  quantités  non  isolées.  C'est 
en  les  traitant  ainsi  qu'une  seule  formule  convient  à  tous 
les  cas,  et  que  les  résultats  de  cette  formule  unique  four  - 
nissent  tous  ceux  de  ces  divers  cas,  tels  qu'on  les  obtien- 
drait en  les  traitant  spécialement  par  les  formules  diverses 
qui  leur  conviennent. 

FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  EXPRIMENT  LE  SINUS  ET  LE  COSINUS 
DE  LA  SOMME  OU  DE  LA  DIFFÉRENCE  DE  DEUX  ANGLES. 

52.  Les  formules  qui  servent  de  base  à  presque  toutes 
les  transformations  trigonométriques,  sont  celles  qui  ex- 
priment le  sinus  ou  le  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  dif- 
férence de  deux  angles  ou  arcs,  au  moyen  des  sinus  et  co- 
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sinus  de  chacun  de  ces  arcs.  Elles  n'étaient  pas  inconnues 
des  anciens  géomètres^  au  moins  dans  les  limites  des  appli- 
cations usuelles.  Mais  les  progrès  de  la  science  du  calcul 
ont  conduit  à  considérer  des  arcs  en  dehors  de  ces  limites, 
et  on  a  dû  chercher  &  étendre  les  formules  à  des  angles  de 
grandeur  et  de  signe  quelconque.  La  manière  dont  on  a 
procédé  d'abord  consistait  à  les  démontrer  quand  les  angles 
étaient  tous  plus  petits  qu'un  angle  droit,  et  à  chercher 
comment  elles  se  modifient  quand  on  étend  successivement 
ces  limites.  Mais  nous  allons  considérer  immédiatement  la 
question  au  point  de  vue  le  plus  général ,  au  moyen  du 
théorème  démontré  précédemment  sur  la  projection  des 
polygones  fermés;  et  Ton  verra  qu'une  seule  formule  peut 
renfermer  tous  les  cas  particuliers,  à  la  condition  que  les 
lignes  trigonométriques  qui  y  entreront,  seront  encore  con- 
sidérées comme  de  purs  nombres  quand  elles  seront  dans  le 
sens  direct,  et  comme  des  nombres  négatifs  quand  elles 
seront  dans  le  sens  inverse  :  ces  nombres  négatifs  étant 
traités  suivant  les  règles  des  signes  démontrées  dans  le  cas 
des  polynômes. 

53.  Formule  du  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs  de 
sens  direct. 

Soient  a  el  b  (fig.  i3)  deux  arcs  de  grandeurs  quel- 
conques, M  l'extrémité  du  premier  qui  a  été  porté  à  partir 


de  A  dans  le  sens  AB,  et  peut  renfermer  un  nombre  quel- 
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conque  de  circonférences  en  outre  de  la  partie  AH  que 
présente  la  ligure. 

Supposons  maintenant  qu'à  partir  du  point  M  comme 
origine,  on  porte  dans  le  même  sens  sur  la  circonférence 
l'arc  b  qui  peut  renfermer  aussi  un  nombre  quelconque 
de  circonférences  et  se  terminera  par  exemple  en  N  :  i  arc 
ainsi  obtenu  sera  a  +  &•  Si  Ton  joint  NO  et  qu^on  abaisse 
NP  perpendiculaire  sur  le  diamètre  SrlM'  qui  passe  par 
l'origine  M  de  Tare  i,  NP  et  OP  seront  sinb  et  cosi. 

Cela  posé,  appliquons  au  triangle  PON  le  théorème  rela- 
tif à  la  projection  des  polygones  fermés  et  prenons  OÂ  pour 
la  direction  fixe  par  rapport  à  laquelle  on  considère  les  di- 
rections des  côtés,  dans  le  sens  où  ils  sont  parcourus.  On 
doit  se  rappeler  que  les  côtés  du  polygone  que  Ton  projette 
doivent  être  pris  dans  leur  valeur  absolue,  et  que  chacun 
d'eux  doit  être  multiplié  par  le  cosinus  de  Tangle  formé 
par  la  direction  suivant  laquelle  il  est  parcouru,  avec  la 
direction  fixe.  Cet  angle  est  toujours  compris  entre  o  et 
deux  droits,  et  son  cosinus  doit  être  considéré  comme 
positif  quand  l'angle  est  aigu,  et  négatif  quand  il  est  obtus. 
Considérant  donc  le  périmètre  du  triangle  comme  parcouru 

dans  le  sens  OPNO,  et  désignant  en  général  par  XY,ZU 
l'angle  formé  par  la  ligne  dirigée  de  X  vers  Y  avec  celle  qui 
est  dirigée  de  Z  vers  U,  on  aura 


OPcosOP,OA  -+-  PNcosPN,OA  -+-  NO  co$NO,AO  =  o. 

Or,  si  OP  est  dans  le  sens  direct,  il  est  le  cosinus  de  l'arc  o 
ayant  M  pour  origine  et  terminé  en  N,  c'est-à-dire  cos6  : 

et  l'angle  OP,OÂ  ou  OM,OA  est  celui  qui  a  été  désigné 
par  a,  diminué  peut-être  d'un  nombre  entier  de  circonfé- 
rences, ce  qui  ne  change  pas  les  lignes  trigonométriques.  Le 
premier  terme  de  l'équation  précédente  est  donc  cosa  cosi. 
Mais  si  OP  est   en  sens  inverse,  l'angle  formé  par  sa 
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direction  avec  OA  est  égal  à  celui  que  nous  venons  de 
considérer,  augmenté  de  tt  -,  et  d'après  la  manière  dont  nous 
avons  entendu  les  cosinus  dans  les  généralisations  prccé* 
dentés,  le  premier  terme  serait  —  OPcosa.  Mais  il  sera 
exprimé  par  cosa  cos&  si  Ton  entend  encore  que  cos&,  qui 
correspond  à  une  direction  inverse,  est  négatif  implicite- 
ment. 
Maintenant  Tangle  de  PN  avec  OA  est  égal  à  celui  de 

OM  avec  OA^  augmenté  de  -  si  PN  est  de  sens  direct  5  il  a 

donc  pour  valeur  a  -h  ~;  et  cette  valeur  devra  être  aug- 
mentée ou  diminuée  de  tt  si  PN  est  de  sens  inverse. 
Dans  le  premier  cas^  le  second  terme  de  Téquation  sera 

PN  cosfû -f- -  )  ;  et  dans  le  second,  PN  cosffl -f--iiz7r  ) 
ou  —  PN  cos  (  fl  -f-  -  j  •  Dans  le  premier,  PN  est  sinZ>,  ei  le 

terme  est  sin  J  cos  (an — j  -,  et  comme  dans  le  second  le 

sinus  est  dans  le  sens  inverse,  Texpression  du  terme  serait  la 
même  si  on  regardait  ce  sinus  comme  négatif  et  égal  à  — PN. 
Donc,  dans  tous  les  cas,  le  second  terme  de  l'équation  aura 

pour  expression  sin  h  cos  1  a  h-  -  j  ou  —  sin  h  cos  { a 

ou  enfin  —  sina  sin  h.  Quant  audernier  terme,  le  fadeur  NO 

est  Tunité,  et  Tangle  NO,OA  a  un  cosinus  égal  et  de  sens 

inverse  à  celui  de  Tangle  ON,OA.  Mais  on  est  arrivé  au 
point  N  en  partant  de  A ,  et  portant  dans  le  sens  direct  Tare  a 
qai  conduit  en  M,  puis  portant  à  partir  de  M  Tare  2>,  en 
continuant  de  marcher  dans  le  même  sens^  le  point  N  est 
donc  l'extrémité  de  l'arc  a  +  i  ',  et  en  retranchant  les  cir- 
conférences qui  peuvent  être  dans  cet  arc,  ce  qui  ne  change 

pas  les  lignes  trigonométriques ,  on  voit  que  cosON^OA 
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est  cos(a4-&)<  Si  donc  on  regarde  encore  deux  angles 
suppléments  comme  ayant  des  cosinus  égaux  et  de  signes 
contraires,  le  troisième  terme  de  Téquation  sera  exprimé 
par  —  cos  (a  -{-&),•  et  cette  équation  donnera 

(i)  cos(a  +  6]  =  cosacos^  —  sinasin^. 

Cette  formule  est  donc  démontrée  générale  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  arcs  de  sens  direct,  a,  &,  a  -H  &, 
pourvu  que  Ton  entende  que  les  lignes  trigonométriques 
qui  y  entrent  seront  considérées  comme  de  purs  nombres 
quand  elles  sont  en  sens  direct,  et  comme  des  nombres  af- 
fectés du  signe  —  quand  elles  sont  en  sens  inverse  :  et  à  la 
condition  que  ces  quantités  négatives  isolées  seront  traitées 
suivant  les  règles  des  signes  démontrées  pour  les  termes  des 
polynômes. 

54.  Formule  du  sinus  de  la  somme  de  deux  arcs  de 
sens  direct. 

Cette  formule  peut  être  obtenue  avec  la  même  facilité 
que  la  précédente,  eu  faisant  les  projections  sur  la  direction 
OB  au  lieu  de  OA.  iVous  croyons  inutile  de  répéter  pour 
cette  direction  tout  ce  qui  vient  d'être  fait  pour  l'autre  ;  et 
nous  allons  montrer  comment  cette  formule  peut  se  tirer 
de  la  précédente,  sans  aucune  nouvelle  considération  géo- 
métrique. On  aura  d'abord  généralement,  d'après  ce  qui  a 
été  précédemment  établi , 

sin(a  -f-  b)=cos( «i  —  A}=  —  cos[-4-«-hô)» 

puisque  les  arcs a  —  b  et  — h  a'{-b  donnent  pour 

somme  tt. 

Considérant  maintenant  -  -f-  «  -f-  &  comme  la  somme  des 

2  ' 
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deux  arcs  — h  a  et  i,  on  aura 

2 


cos 


(  — y-  a  -h  b\  =  cos  1  -  -f-  «  j  cos  b  —  sin  (  — \-a\  siub. 


Mais 

cos 

et 

SID 

On  a  donc 


I  — h  û  j  =  —  cos  1 ^  1  ^^  —  *^"  ^ 

ml  — hfl)=sinl ûj=  cosfl. 


cos 


I  — \-  a-h  b\  =  —  sin  a  cos  b  —  sin  &  cosa, 


et  par  conséquent 

(2)  sin{fl -4- ^)  =  sinfl  cosft -h  sinô  cosfl, 

toutes  choses  étant  entendues  comme  dans  toutes  les  for- 
mules précédentes. 

55.  Expressions  du  sinus  et  du  cosinus  de  la  diffé- 
rence de  deux  arcs. 

Soient  a  et  b  deux  arcs  positifs  quelconques,  a  le  plus 
grand  \a  —  b  sera  leur  différence  positive  et  il  s'agit  de  cal- 
culer sin  (a  —  i)  et  cos  (a  —  b)  On  pourrait  suivre  pour  cela 
la  même  marche  qui  a  conduit  à  l'expression  de  cos (a-^-b) 
et  que  Ton  aurait  pu  suivre  encore  pour  sin  (a  -H  b)  que  nous 
avons  préféré  déduire  de  cos  (a  +  b).  Mais  il  nous  paraît 
encore  préférable  de  déduire  les  formules  cherchées  des 
précédentes  ;  cela  évitera  des  discussions,  sans  difficulté,  il 
est  vrai,  mais  qui  demandent  une  attention  plus  soutenue. 

Il  suffira  pour  cela  de  développer  sin  a  et  cos  a,  en  con- 
sidérant a  comme  égal  à  a  —  b  -^b.  On  aura  ainsi  les  for- 
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mules  saiyantes,  dont  la  généralité  a  été  établie  : 

sin az=sin{a  —  b) cos b  -hsinb cos {a  —  b), 
cosa  z=:cos(/i —  b)  cosb  —  sin  (a  —  b)  sînb, 

d'où  Ton  tire 

(3)  sin  (a  —  ^)  zr:sin«cos  ^ — sin  6  cos  tf, 

(4)  cos  (a — A)  =:  cosflcosA -hsin/isin  A. 

EXTENSION    DE    CES    QUATRE    FORMULES    AU     CAS     DES 

ARCS   NÉGATIFS. 

56.  Nous  avons  supposé  que  les  ares  a^b^a  —  b  étaient 
positifs  \  nous  allons  maintenant  reconnaître  que  les  for- 
mules (i),  (a),  (3),  (4)  subsistent  quand  ces  arcs  sont  né- 
gatifs, en  liant  toujours  le  changement  de  signe  au  chan- 
gement de  sens,  et  traitant  les  quantités  négatives  isolées 
d'après  les  règles  démontrées  dans  le  cas  des  polynômes. 

Supposons  d'abord  que  a  et  b  étant  encore  positifs,  a 
soit  plus  petit  que  6,  et  par  suite  que  a  —  b  soit  négatif. 
On  aura,  d'après  ce  qui  a  été  établi, 

cos  (a  —  b)^cos[b  —  a)     et     sin  (a  —  ^)  =  —  sîn(^  —  a). 

Or  [b  —  à)  étant  positif,  les  formules  (3),  (4)  donnent 

cos  (6  —  a)  =  cos^  cosa  -h  sin  b  sin  a, 
sin  (  6  —  a  )  =  sin  6  cosa  —  sio  a  cos  b. 

On  aura  donc 

cos(a  —  b)  =  cosacos^  +  sinasin^, 
sin  (a  —  b)  =sînaco8^  —  sîn^cosa, 

c'est-à-dire  que  les  formules  (3),  (4)  subsistent  quel  qiu! 
soit  le  signe  de  a  —  i. 

57.  Supposons  maintenant  les  arcs  a  et  b  négatifs  tous 
les  deux,  et  posons  a  = — a\  b  =  —  &'  :  on  aura,  en  enten- 
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dant  les  choses  de  la  même  manière  que  dans  tous  les  cas 
précédents, 

cos{a  -h  b)  z=  cos{a'  -h  b')  ==  cosa'  cosft'  —  sina'sin^' 
=  cosa  cos  b  —  sin<7  sin  & 

et 

sin  (a  -^  b)  =  —  sin  (a'  -h  b')  z=  —  sina' cos è'  —  sin  b^  cosa' 
=  sina  cos  b  +  sin  6  cosa. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ont  donc  lieu  lorsque  les  deux  arcs 
sont  négatifs. 

58.  Si  Tun  d'eux  seulement  est  négatif,  par  exemple  b  \ 
posant  b  =  —  b\  on  aura 

cos(<2  -^  b)  =  cos{a  —  b')  ; 
or,  d'après  la  formule  (4)  démontrée  générale,  on  a 

co5(  a  —  b')  =  cosfl  cos  b'  -h  sin  a  sin  b'  =  cosa  cos  b  —  sin  a  sin  6. 

On  aura  donc  encore 

cos(fl  -4-  b)  z=  cosa  cos  b  —  sin  n  sin  6, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (  2)  ;  et  la  formule  (i  ) 
sera  aussi  vérifiée  dans  ce  même  cas,  car  sin  (a  -h  b') 
sera  sin  {a  —  b')  ou  sin  a  cos  J' — sin  ft'  cos  a,  qui  n'est  autre 
chose  que  sin  a  cos  b  +  sin  b  cos  a.  On  a  donc 

sin  («  -f-  ^)  =  sina  cosb  -f-  smb  cosa, 
lorsque  l'un  des  arcs  est  positif  et  l'autre  négatif. 

59.  On  reconnaîtrait  de  même  que  les  formules  (3) 
et  (4)  ont  lieu  lorsque  les  arcs  a  et  b  ont  des  signes  quel- 
conques, nous  croyons  inutile  de  reproduire  des  raison- 
nements identiques. 

Et  la  conclusion  générale  de  ces  discussions  est  que,  de 
même  que  les  équations  démontrées  précédemment,  les 

6 
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formules  (i),  (a),  (3),  (4)  ont  lieupourdes  arcs  degran^- 

deurs  et  de  signes  quelconques ^  en  considérant  les  arcs  et 

les  signes  trigonométriques  quiy  entrent,  comme  de  simples 

nombres  quand  elles  sont  dans  le  sens  direct,  et  comme 

des  nombi^s  affectés  du  signe  —  quand  elles  sont  dans 

le  sens  inverse  ^  à  la  condition  que  ces  quantités  négatives 

isolées  seront  traitées,  dans  toutes  les  opérations  auxquelles 

elles  sont  soumises,  d'après  les  règles  démontrées  pour 

les  quantités  non  isolées.  Et  il  faut  bien  se  rappeler  qu'il 

n'y  a  rien  à  démontrer  quant  à  ces  opérations,  qui  n'ont 

pas  de  sens  par  elles-mêmes  ;  que  cette  manière  d'opérer 

est  la  condition  de  la  généralisation,  et  que  la  seule  chose 

à  démontrer  était  que  c'était  là  le  seul  moyen  d'obtenir 

cette  généralisation,  à  laquelle  on  pourrait  à  la  rigueur 

renoncer. 

■ 

60.  Remarque  générale*  —  Toutes  les  formules  dé- 
•  duites  de  constructions  pouvant  se  modifier  avec  la  dispo- 
sition des  points  et  la  grandeur  des  lignes,  il  est  nécessaire 
de  les  discuter  avec  soin  dans  tous  les  cas  que  la  figure 
peut  présenter,  et  d'établir  rigoureusement  les  conditions 
pour  qu'elles  soient  générales,  si  cela  est  possible.  Mais 
toute  formule  déduite,  par  les  procédés  ordinaires  du  calcul, 
de  formules,  démontrées  générales  à  certaines  conditions, 
le  sera  évidemment  elle-même  aux  mêmes  conditions.  C'est 
pour  cela  qu'on  évite  autant  que  possible  de  démontrer  par 
des  considérations  géométriques  les  nouvelles  formules  que 
l'on  a  intérêt  à  établir  ;  et  qu'on  cherche  à  les  déduire, 
quand  cela  '8e  peut,  de  formules  dont  la  généralité  a  été 
démontrée.  On  se  laisse  quelquefois  séduire  par  l'élégance 
et  la  simplicité  d'une  démonstration  géométrique,  ef  on  ne 
se  donne  pas  la  peine  d'examiner  tous  les  cas  et  de  s'assurer 
que  la  formule  est  générale  aux  mêmes  conditions  que 
toutes  les  autres.  On  pèche  alors  contre  la  rigueur,  et  on 
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fait  usage  de  propositions  Don  démontrées.  Et  Ton  recon- 
naît souvent  qu^en  rétablissant  la  rigueur,  c'est-à-dire  en 
démontrant  réellement  les  propositions  sur  lesquelles  on 
s'appuie,  on  est  obligé  de  se  donner  plus  de  peine  qu'en  les 
déduisant,  par  des  moyens  qui'  semblaient  plus  pénibles, 
de  formules  déjà  établies. 

DÉDUCTIOlf    DE    QUELQUES   FORMULES    DES    PRÉCÉDEIITES. 

61.  Presque  toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie 
peuvent  être  déduites  des  précédentes,  et  n'exigeront  par 
conséquent  aucune  discussion  relative  à  la  généralité.  Nous 
nous  bornerons  à  citer  quelques-unes  de  celles  qui  se  pré- 
sentent le  plus  souvent. 

Les  équations  (a)  et  (3)  étant  ajoutées  donnent 

sic  (a  -f-  ft)  -f-sin(a  —  b)  =  2sinacos6» 

et  comme  a  et  b  sont  quelconques,  a -H  &  et  a  —  6  le  sont 
aussi,  et  Ton  a  ainsi  l'expression  de  la  somme  des  sinus  de 
deux  arcs  quelconques  en  un  monôme.  Si  l'on  fait 


a-k-b=p»     a  —  b=q,     d'où     a=^ ?,      bz=z- ?, 

2  2 

l'équation  précédente  deviendra 

sinp  -hsinq  =  2sin  J(/?4-y)cosy(/?  —  g), 
et  Ton  trouvera  de  même 

ùap  —  s\nq  =  2sm\{p —  y)cos|{/?-h  g), 
cosp  -h  cosg  =  2cosy(/>  '^g)cos\(p  —  7), 
cosq  — cosp  =  2S\n~{p  '^g)s\n\{p  —  g). 

n  est  inutile  de  dire  que  ces  formules  renferment  celles 
où  Ton  aurait  un  sinus  et  un  cosinus  dans  le  premier 
membre,  puisque  tout  cosinus  est  le  sinus  du  complément, 
et  réciproquement. 

6. 
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Les  deux  premières  de  ces  quatre  formules  étant  divisées 
membre  à  membre  donnent 

sinp  H-sin<7 taDgj(/?-hy) 

sinp  —  sin^       tan^\{p  —  q) 

et  en  en  prenant  deux  autres  quelconques,  et  les  traitant 
de  la  même  manière,  on  obtiendrait  de  nouvelles  formules 
utiles,  que  nous  nous  dispenserons  d'écrire. 

62.  En  supposant  i  =  a  dans  les  formules  (i)  et  (2), 
on  aura 

sin  2a  =  2$inacosa 

et 

cos2a  =  co8*«i  —  sin*<i  =  1  —  asin'a  =  2cos*a  —  i . 

Ces  dernières  sont  souvent  employées  sous  la  forme  sui- 
vante : 

1  -f-  cos  2a  =  2C0s'a,     i  —  cos  2a  =  2siQ*a. 

Si  maintenant  on  supposait  b  =  2a,  et  qu'on  remplaçât 
sin  2a et  cos 2 a  parles  valeurs  qui  viennent  d'être  trou- 
vées, on  obtiendrait 

sin  3a  =  Ssin  a  coè^a  —  sin'  a, 
cos3â  =  —  3co8asin'a  -f-  cos' a, 

ou,  en  faisant  usage  de  l'équation  générale  sin'  a+cos'  a  =  i , 

8in3<z=:  Ssina — ^sm^a^ 
cos 3a  =  —  3cosa  -f-  4cos'a. 

On  obtiendrait  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  suivants 
de  a,  en  faisant  successivement  &  =  3  a,  b  =4a«  Mais  nous 
démontrerons  bientôt  des  formules  générales  pour  le  déve- 
loppement de  sin  ma  et  cos  ma,  m  désignant  un  nombre 
entier  quelconque. 
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PRÉPÀHÀTiOH  qu'il  faut  fàihb  subir  aux  formules  pour 

LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES. 

63.  Les  calculs  n'étant  substitués  aux  constructions 
que  pour  diminuer  les  erreurs,  les  nombres  qui  entrent 
dans  les  équations  sont  presque  toujours  exprimés  par  un 
grand  nombre  de  chiffres  décimaux,  et  les  opérations  se- 
raient très*pénibles  au  delà  de  l'addition  et  de  la  soustrac- 
tion, si  on  ne  les  facilitait  pas  par  l'emploi  des  logarithmes. 
Et  cela  est  si  nécessaire,  que  les  Tables  ordinaires  ne  renfer- 
ment pas  les  valeurs  mêmes  des  lignes  trigonométriques, 
mais  seulement  leurs  logarithmes,  parce  qu^on  suppose 
toujours  qu'on  aura  préparé  les  formules  de  telle  sorte,  que 
les  inconnues  soient  exprimées  chacune  par  un  monôme 
indiquant  des  multiplications,  divisions,  élévations  à  des 
puissances  entières  ou  fractionnaires  de  quantités  dont  on 
peut  facilement  connaître  les  logarithmes. 

Il  y  a  diverses  manières  générales  de  réduire  à  un 
seul  deux  termes  dont  les  facteurs  ont  des  logarithmes 
connus. 

Soient  A  et  B  ces  deux  termes,  auxquels  nous  ne  sup- 
poserons d'abord  aucune  forme  particulière  *,  Texpression 
à  réduire  sera 


AitiB     ou     A 


hi) 


Or,  les  relations  entre  les  lignes  trigonométriques  per- 
mettent  de  transformer  facilement  i  =t  7  en  un  monôme. 
Considérons  d'abord  le  signe  supérieur,  et  posons 

B 

^  =  tang»ç, 

ce  qui  est  toujours  possible*,  l'angle  (f  se  déterminera  im- 
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médiatement,  pnisqa'on  aura 

A 
et  par  suite 

log  tang  f  =  ;  (  iogB  —  log  A  ). 


«ang?=y  T» 


Le  second  membre  peut  être  formée  puisque  Ton  peut 
calculer  les  logaritlimes  de  A  et  B  au  moyen  de  ceux  de 
leurs  facteurs^  et  connaissant  ainsi  Ic^tangf,  la  Table 
donnera  Tangle  f  et  les  logarilbmes  de  toutes  ses  lignes 
trigonométriques. 

Mais  rezpression  A+B  sera  transformée  en  A  (  i + tang*  f  ) 

ou  A  sec*  9,  ou  enfin  en  — --9  dont  on  pourra  facilement 

calculer  le  logaritbme,  et  par  suite  la  valeur,  si  c^est  une 
longueur,  ou  l'angle  correspondant,  si  c'est  une  ligne  tri- 
gonométrique. 

On  aurait  encore  pu  poser  ■-  =cosf,  et  A  +  B  serait 

devenu  A(i-hco89)  =  aAcos*  *• 

Si  Ton  avait  eu  le  signe  inférieur,  la  diflerence  A  —  B, 

qu'on  peut  toujours  supposer  positive,  deviendrait  Asin*^ 

B 
en  posant  —  =  cos*f,  ce  qui  est  toujours  possible,  puisque 

£^ 

—  est  plus  petit  que  Funité. 

64.  Un  cas  qui  se  présente  souvent  est  celui  où  A  et  B 
renferment  parmi  leurs  facteurs,  Tun  le  sinus,  l'autre  le 
cosinus  d*un  même  arc  a,  c'esl-à-dire  où  l'on  a 

A=i:B  =  MsinarbNcosa. 

Eu  mettaqt  M  en  facteur  commun,  l'expression  deviendra 

M  I  sîoa  di  iTîOOSa  J  • 
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N 
En  posant  rrr=  tangf ,  ce  qui  est  toujours  possible,  elle  se 

change  en 


M  (  sin  fl  it  — 


sinocosaX  M      .    ,      .     . 

)>     ou     33;^;^8in(fldbf), 


COSf       /  COSf 


expression  dont  on  peut  avoir  le  logarithme  puisque  Tan- 
gle  (f  est  connu,  et  par  suite  a±(f. 

On  Yoit  facilement  que  si  Tangle  a  était  inconnu  et  que 
Téquaiion  d'où  il  dépend  fût  M  sin  a -h  N  cos  a  =  P,  celle 
formule  en  donnera  immédiatement  la  valeur  si  P  est  une 
quantité  connue.  Car  celte  équation  sera  transformée  en 

M 

sin  {adt(f)=  P,  d'où  sîn  (a  ±  (j>) ,  par  suite  a  ih  ç,  et 

enfin  a. 

65.  Considérons  maintenant  les  formes  particulières 
correspondantes  aux  cas  que  présente  le  plus  ordinairement 
la  résolution  des  triangles,  et  auxquels  le  calcul  des  loga- 
rithmes ne  s'appliquerait  pas  immédiatement. 

66.  i^  Supposons  d'abord  qu'on  donne  les  deux  cô- 
tés a,  &  d'un  triangle  et  l'angle  compris  C,  et  qu'on 
demande  les  deux  ^angles  A  et  6  et  le  côté  c. 

On  aura  d'abord  entre  A  et  B  l'équation 

sin  A sinB 

Mais,  au  lieu  de  faire  usage  de  la  seconde  équation 
A  -h  B  =  TT  —  C  qui  donnerait  lieu  à  des  calculs  un  peu 
compliqués,  il  vaut  mieux  déduire  de  la  précédente 

sînA  -h  sinB       a  -\-  b 
sin  A  —  sin  B       a  —  ^  ' 

car  le  premier  membre  se  transforme,  comme  nous  l'avons 
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VU,  en 

tang-(A-hB)  cot- 

ou 


tang  i  (A  —  B)  UDg  ^  ( A  —  B) 

Substituant  dans  la  proportion  précédente,  il  n'y  aura  d'in- 
connue que  tang  -  (A  —  B);  on  en  calculera  doue  facile- 
ment  le  logarithme,  et  la  Table  fera  connaître  l'angle 
-  (A  —  B)  •,  rajoutant  à  -  (Ah-  B),  on  aura  A,  et  le  re- 

2  2 

tranchant  on  aura  B.  Le  côté  c  s'en  déduira  par  la  propor- 

sinA        sînC 

tion = • 

a  c 

On  aurait  pu  employer  une  transformation  qui  aurait 

conduit  à  déterminer  c  sans  chercher  préalablement  A  et  B. 

En  effet,  on  aura  d'abord 

c'  =  fl*  -h  6*—  lab  cosC=:  [a  -4-  by  —  2flô  (i  -+-  cosC) 

Q 

=  (a  -\-  by  —  ^ab  cos^  -> 


ou 


(a^byli^-r^^cos^^) 


Ce  cas  rentre  dans  un  de  ceux  que  nous  avons  précédem- 
ment traités,  et  en  posant 


,    ,  ^  a  Jab  cos- 


— -  COS*-=:  C0S*cp,      COScp  — 

on  aura 

c*  =  (€« -h  é)'$in'ç     ou     c  =  (<i  4- ^)  sin^. 

La  somme  a+  &  s'effectuant  sans  peine  et  le  logarithme  de 
sinf  étant  donné  par  la  Table,  dès  qu'on  aura  calculé  celui 
de  cosf*,  on  aura  facilement  celui  de  c  et  par  suite  c  lui- 
même. 
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67.  2^  Considérons  encore  le  cas  où  Ton  donne  les  trois 
côtés  a,  &,  c.  Pour  avoir  uu  qnelconque  des  angles,  A  par 
exemple,  on  fera  usage  de  la  formule 

6'  -4-  c'  —  fl» 

cosA  = j 9 

2,  oc 

qu'il  faut  nécessairement  transformer,  parce  que  les  côtés 
a,  &,  c  sont  exprimés  le  plus  ordinairement  par  un  grand 
nombre  de  chiffres,  et  les  calculs  seraient  très-longs.  Us 

seront  très-simples  au  contraire  en  cherchant  Tangle   - 

soit  par  sou  sinus,  soit  par  son  cosinus.  En  effet,  on  aura 


,  A 

I H-  cos A  1=  2  cos*  —5 

2 


d'où 


A  /i  -f-cosA  /( 


cos 


4^c 


—  ./(o-^à-hc)  (b-\-c^a) 


et  en  posant  a-hi-f-c=2/?. 


^^  A  _     /p{p  —  a) 
'^'-2-\—bc 

expression  calculable  par  logarithmes. 

.A  A 

On  aurait  pu  trouver  de  même  sin  -?  et  par  suite  lang  -• 

2  2 

Nous  ne  parlerons  pas  des  autres  cas  de  la  résolution  des 

triangles  qui  n'exigent  pas  de  transformations. 

APPLICATION    DES    FORMULES    TRIGONOMÉTRIQUES    A    LA 

DIVISION    DES    ANGLES. 

68.  Lorsque  Ton  a  trouvé  une  équation  entre  les  lignes 
trigonométriques  de  deux  angles  dont  Tun  est  uu  multiple 
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entier  de  l'autre,  on  peut  également  considérer  comme 
inconnues  celles  de  Fun  ou  de  Tautre,  et  se  proposer  ainsi 
deux  problèmes  inverses. 

Nous  avons  dit  ^u'il  était  facile  de  trouver  les  expressions 
générales  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  multiple  entier  d'un 
arc  quelconque,  et  nous  les  avons  données  pour  les  premiers 
multiples.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  résoudi*e 
la  question  inverse,  et  proposons-nous,  par  exemple,  de 
trouver  le  sinus  du  tiers  d'un  arc  dont  le  sinus  est  donné. 
La  discussion  complète  que  nous  en  ferons  montrera  suffi- 
samment Tesprit  de  la  méthode  dans  tous  les  cas. 

Nous  avons  trouvé  précédemment  la  formule  générale 

et  il  ne  faut  pas  oublier  que  l'arc  a  est  arbitraire,  positif 
ou  négatif,  et  pouvant  renfermer  un  nombre  quelconque 
de  circonférences.  L'arc  3  a  peut  donc  lui-même  être  pris 
arbitrairement  ;  a  en  désignera  toujours  le  tiers,  et  les  nom- 
bres représentés  dans  l'équation  par  sina,  sin3a,  seront 
les  sinus  de  deux  quelconques  des  arcs  correspondants  a, 
3a,  entendus  comme  nous  l'avons  fait  pour  la  générali- 
sation des  formules.  C'est  sur  ces  considérations  que  repose 
essentiellement  la  discussion  qui  va  suivre,  et  toutes  celles 
auxquelles  donnent  lieu  les  questions  relatives  aux  sections 
angulaires. 
Posant 

sin  3a  =  m,     sin  az=Xf 

l'équation  (a)  devient 

3  m 

4       4 

m  est  la  donnée,  et  x  l'inconnue. 

La  résolution  de  celte  équation  rentre  dans  ce  que  nous 
avons  dit  dans  la  Science  des  nombres,  et  l'on  reconnaît 
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fsicilement  qu'elle  a  ses  trois  racines  réelles.  Mais  ce  qui  va 
nous  occuper  particulièremen l,  c'est  rinterprétation  de  ces 
trois  racines.  Nous  allons  montrer  que  d'après  la  signifi- 
<:ation  précise  que  nous  avons  donnée  à  m  et  x,  Féquation 
en  X  doit  être  du  troisième  degrés  et  avoir  ses  trois  racines 
réelles,  représentant  les  sinus  d'arcs  complètement  définis. 
Commençons  par  remarquer  que,  m  étant  donné  en 
grandeur  et  en  signe,  il  7  a  une  infinité  d'ares  correspon- 
dants, positifs  et  négatifs.  Si  l'on  désigne  par  0  Tun  quel- 
conque d'entre  eux,  il  est  facile  d'exprimer  généralement 
tons  les  autres.  En  efTet,  leurs  extrémités  se  confondent 
avec  celle  de  Q,  ou  sont  avec  elle  sur  une  même  parallèle 
au  diamètre  fixe  du  cercle  trigonométrique.  Les  premiers 
sont  tous  renfermés  dans  la  formule  générale 

Ôdb2/iir. 

Les  autres,  d'après  une  discussion  faite  précédemment, 
sont  renfermés  dans  la  suivante  : 


Tf  —  B±in' 


TT, 


n  et  n'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Les 
tiers  de  tous  ces  arcs  seront  représentés  par  les  deux  for- 
mules suivantes  : 

0    ,    2/fff        -jr — 0    .    îi/ï'ir 

3"^    3    '         3^3' 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  en  commençant^  les  sinus 
de  tous  ces  arcs  doivent  satisfaire  à  l'équation  générale  (a), 
c'est-à-dire  à  l'équation  en  x.  Or^  les  nombres  n  eix  sont 
nécessairement  ou  divisibles  par  3,  ou  des  multiples  de  3, 
±  I,  de  sorte  que  si  l'on  supprime  des  dernières  ex- 
pressions les  circonférences  entières,  il  ne  restera  que  les 
six  arcs 

0        0    .    27r       it  —  0    .    air 


3'     3""  3  '        3      ~"  3 
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Les  sinus  de  ces  six  arcs  satisferont  à  l'équation  en  x^  et  il 
ne  pourra  y  en  avoir  d'autres. 

Or,  les  trois  premiers  ont  pour  extrémités  trois  points 
de  la  circonférence  distants  les  uns  des  autres  du  tiers  de 
la  circonférence  :  leurs  sinus  sont  donc  généralement  iné* 
gaux.  Il  en  est  de  même  des  trois  autres  ;  mais  les  valeurs 
de  leurs  sinus  rentrent  dans  les  premières,  car  les  trois  arcs 

GO         2ir        0         îTT 


3'     3         3'     3        3  ' 


ajoutés  respectivement  aux  trois  autres  dans  l'ordre  suivant  : 

TT  —  0         27r        ir  —  G        ïT  —  G        aw 
-TTi      ^"^ — î      — s; — "- "ô*  » 


donnent  tt  ou  -^  tt.  Il  n'y  a  donc  à  satisfaire  à  l'équation 
en  X  que  les  sinus  des  trois  arcs 


G        G        2ir 

qui  seront  les  racines  de  l'équation  entre  m  et  x.  On  sait 
donc,  avant  de  chercher  cette  équation,  quelle  doit  avoir 
trois  racines  réelles  dont  on  connaît  la  signification  *,  et  si 
elle  est  trouvée  de  manière  que  mei  x  soient  sûrement  les 
sinus  d'un  arc  et  de  son  tiers,  elle  ne  pourra  avoir  aucune 
autre  racine  réelle  que  les  trois  que  nous  avons  indiquées. 
Cette  discussion,  faite  avec  beaucoup  de  détail,  suffit 
pour  bien  faire  comprendre  la  méthode  à  suivre  dans  tous 
les  cas,  et  nous  nous  écarterions  de  notre  objet  en  multi- 
pliant les  applications. 

DE   LÀ    TEI60NOMÉTE1E    SPHÊftIQUB. 

69.  On  appelle  triangle  sphérique  la  figure  formée  sur 
la  surface  d'une  sphère  par  trois  arcs  de  cercle,  et  l'on  ne 
considère  ordinairement  que  des  arcs  de  grands  cercles. 
Lorsque  deux  courbes  quelconques  se  coupent,  l'angle  de 
leurs  tangentes  au  point  commun  est  appelé  l'angle  des 
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courbes.  D'après  cette  définition,  Tangle  de  deux  arcs  de 
grands  cercles  sera  Tangle  formé  par  les  perpendiculaires 
aa  rayon  mené  du  point  commun ,  lequel  mesure  Tangle 
des  plans  de  ces  grands  cercles. 

On  voit  donc  que  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle 
sphérlque  sont  la  mesure  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  de  l'angle  trièdre  formé  par  les  trois  lignes  menées 
da  centre  de  la  sphère  aux  sommets  du  triangle..  Et  il  n'y 
aura  que  des  lignes  trigonométriques  à  considérer  dans  de 
pareils  triangles ,  puisqu'ils  ne  se  composent  réellement 
que  d'angles  et  non  de  longueurs. 

Aussi  les  formules  de  la  Trigonométrie  n'auront  lieu 
qu'entre  les  lignes  trigonométriques  des  côtés  et  des  angles 
des  triangles  ;  et  résoudre  un  triangle,  ce  sera  trouver  le 
nombre  de  degrés  contenus  dans  ces  côtés  et  dans  ces  angles. 

C'est  l'astronomie  qui  a  donné  naissance  à  ces  recher- 
ches, parce  qu'il  était  naturel  de  placer  sur  la  surface  d'une 
sphère  ayant  pour  centre  l'œil  de  l'observateur,  des  points 
présentant  le  même  aspect  que  les  astres  mêmes.  Ces  points, 
qui  sont  les  intersections  des  rayons  visuels  avec  la  sphère, 
joints  trois  à  trois,  déterminent  des  triangles  sphériques, 
à  la  résolution  desquels  est  ramenée  la  détermination  des 
positions  relatives  des  astres. 

70.  Toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie  peuvent  se 
déduire  d'une  seule  dont  il  suffira  de  démontrer  complè- 
tement la  généralité.  C'est  celle  qui  a  lieu  entre  les  trois 
côtés  et  un  angle  quelconque.  Désignant  toujours  par 
A,  B,  C  les  angles,  et  par  a,  &,  c  les  côtés  respectivement 
opposés,  cette  formule,  appliquée  aux  trois  angles,  donne 
les  équations  suivan  tes  : 

cosa  =  cos^  cosc  -i-  siD  b  sine  ces  A, 
(i)  \  cos^  =  cosrt  cosc-i-sinasinccosB, 

cos  c  =  cosa  C0S&  +  sina  sin  b  cosC. 
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On  les  démontre  d'abord  dans  le  cas  où  Fangle  est  plus 
petit  que  deux  droits,  et  les  côtés  qui  le  comprennent,  plus 
petits  cliacun  qu'une  demi-circonférence.  On  reconnaît 
facilement  ensuite  que  les  mêmes  formules  subsistent  lors- 
que les  côtés  sont  plus  grands  qu'une  demi-circonférence, 
et  Tangle  compris  plus  grand  que  deux  droits,  extension 
dont  on  peut  même  se  passer  pour  la  résolution  des  trian- 
gles sphéi^iques.  Ces  démonstrations  sont  si  faciles,  etnotts 
avons  déjà  donné  tant  d'exemples  des  procédés  de  générali- 
sation, que  nous  croyons  devoir  en  laisser  le  soin  aux  pro* 
fesseurs  ou  aux  élèves  mêmes.  Nous  ne  parlerons  pas.  non 
plus  des  autres  formules  utiles  que  Ton  peut  déduire  des 
précédentes,  ou  démontrer  directement;  mais  nous  allons 
montrer  comment  les  moyens  déjà  indiqués  peuvent  servir 
à  rendre  le  calcul  des  logarithmes  applicable  aux  équa- 
tions (i).  . 

71.  Prenons  d'abord  le  cas   où  Ton  donne  les    trois 
côtés  a,  bj  c,  et  où  l'on  demande  les  trois  angles. 
On  tirera  de  la  première  équation 

cosa  —  cosôcosc 

cosA= .    ,    . • 

sm^smc 

Pn  en  tirera 

cosfl  —  cosôcosc  -hsinôsinc      cos«  —  cos(^-l-c) 

I  -h  cosA  = .    ■    . = .    ,   .  

sm6smc  smosmc 

_  =^^"'  \ — i — )  ""  [ — ^ — ) 

sixkbmtc 
et  comme  i  -h  cosA  =  2C08'  -j  on  aura 


/.     /a-hb-^c\    .    (b-\-c  —  a\ 


expression  calculable  par  logarithmes,  qui  fera  connaître 


A 

ces  -   —  —    w  •     f     • 

2  V  sm6smc 
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— »  et  par  suite  A.  On  trouverait  de  même  B  et  C.  Remar- 
quons que  la  valeur  des  côtés  donnes  indique  si  Tangle  A 
que  l'on  calcule  est  plus  peiit  ou  plus  grand  quedeux  droits, 

et  par  conséquent  quel  signe  il  faut  prendre  pour  cos-  : 

mais,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  on  peut  se  borner  à 
considérer  des  angles  moindres  que  deux  droits. 

72.  Les  équations  (i)  peuvent  encore  servir  à  calculer 
le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  on  connait  les  deux 
autres  et  T angle  qu^ils  comprennent. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  donne  a,  &,  C;  on  aura 

cosc  =  cosa  cosb  4-  sina  sin  b  cosC. 

Cette  équation  ne  peut  donner  commodément  cos  c,  parce 
qn^on  ne  peut  calculer  le  logarithme  du  second  membre, 
qui  est  composé  de  deux  termes.  Pour  le  transformer  en 
un  monôme,  il  suffira  d'observer  que  ses  deux  termes  ren- 
ferment, l'un  le  sinus  et  l'autre  le  cosinus  d'un  même  arc  a 
ou  &.  Appliquant  le  procédé  général  que  nous  avons  indi* 
que  dans  ce  cas,  nous  écrirons 

COSC  =  cos^  (cosa  +  tang^  cosC  slna), 

et  nous  poserons  tang&cosG  =  tangf,  ce  qui  détermine 
immédiatement  l'angle  f  et  les  logarithmes  de  ses  lignes 
trigonométriques.  On  aura  alors 

cos^cosfa  —  ») 

COSC  = j 

COSf 

et  la  question  sera  résolue. 

ikl^PLICATIOH    nES    LIGNES    TRIGOMOMÉTRIQUES    À    QUELQUES 

QUESTIONS    PARTICULIÈRES. 

73.  Les  lignes  trigonométriques  ayant  pour  objet  d'intro- 
duire les  angles  en  même  temps  que  les  longueurs  dans  les 
calculs,  peuvent  être  employées  non-seulement  pour  cal- 


I 


I 
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culer  avec  approximation  les  éléments  inconnus  d'un  trian- 
gle, mais  pour  trouver  les  inconnues  dans  toute  question 
où  il  entre  des  lignes  et  des  angles.  Et  la  solution  étant 
trouvée,  on  peut  aussi  bien  se  proposer  de  la  construire 
que  de  la  calculer,  comme  dans  les  problèmes  que  Ton  ré- 
soudrait sans  y  introduire  des  angles,  mais  seulement  des 
longueurs.  Nous  nous  bornerons  à  en  donner  quelques 
exemples  très-simples. 

74.  Par  un  point  D  donné  sur  un  côté  d'un  triangle 
ABC  {Jig'  i4)»   mener  deux  lignes  qui  rencontrent  en 

Fig.  14. 


M  e<N  les  deux  autres  côtés,  de  telle  sorte  que  le  triangle 
DMN  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 


m 


Soient  AD  =  rf,  co  Tangle  donné  MDN ,  —  le  rapport 

donné  des  côtés  DN,  DM  et  x  Tangle  inconnu  ADN. 

Nous  allons  d'abord  exprimer  DN  en  fonction  de  x,  puis 

DM ,  et  nous  égalerons  leur  rapport  à  —  ;  cette  équation 

déterminera  x. 

Le  triangle    ADN  donnera  — r-  =  -;— 7- r  ?   puisque 

°  rf         sin(A  +  x)     *       ^ 

A  +x  est  supplément  de  DNA.  L'angle  BDM  est  égal  a 
TT  —  oD  —  X,  et  BMD  par  suite  à  w  —  B  -f-  x.  On  aura  donc 

DM    _  sinB 

c  —  d      sin  (w  —  B  -ho:) 

,     ,         ^   m  m  DN  1 , . 

et  égalant  a  —  le  rapport  — r»  on  aura  1  équation 

ndsinA  sin  (w  —  B  •{-  x)  =:  m  [c  —  a)  sinB  sin  (A  -h  x). 
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Développant  les  sinus ,  on  aura  dans  tous  les  termes  sinx 
ou  cosx«  et 9  divisant  par  cos  x^  pn  trouvera  pour  tangx  la 
valeur  suivante  : 

m  le —  d)  sinAsinB  —  ndsinBsîn  (w  —  B) 

taiigjr=:  — -; ^ -y 

/i^sinAcos  (u  —  B) — m(c  —  r/)sinBcosA 

et  il  ny  aurait  aucune  difficulté  à  construire  cette  ex- 
pression,  puisque  les  sinus  et  cosinus  d*angles  connus  peu- 
vent être  remplacés  par  des  rapports  de  lignes  connues. 

75.  Étant  donnés  les  longueurs  des  trois  arêtes  d*un 
parallélépipède  et  les  angles  qu!  elles  forment  entre  elles  en 
un  de  ses  sommets^  calculer  la  diagonale  partant  de  ce 
point,  et  le  Dolume  du  parallélépipède. 

Soit  le  parallélépipède  ABCDEFGH  (Jîg.  i5),  posons 

AB  =  a,     AD  =  6,     AE=r,     AXj  =  d. 

Fig.   i5. 


i^  Cherchons  d*abord  Texpression  de  d^  et  pour  cela 
projetons  le  polygone  ABCGA  sur  la  direction  AG,  nous 
aurons 

acosBAG  -h  b  cosDAG  +  c  cosEAG  =  d. 

Mais 

cosBAG  = :; = 3 ; 

et  de  même 

^.^       ^»H-€/»~ÂF  _-_       g'  +  ^- AC' 

cosDAG  = T-, '     cosEAG  = • 

^bd  ^cd 

1 
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Substituant,  il  vient 


d'où    .  _ 

^  =  AC    -f-ÂF    H-Âh'— a»— ^»  — c». 
faisant  les  substitutions,  on  obtient 

«^  =  fl*  -h  ^*  -f-  c'  -f-  ^ab  cosab  -h  iiaccosac  H-  2^ccos^. 

La  diagonale  du  parallélépipède  se  trouverait  ainsi  expri- 
mée au  moyen  des  trois  arêtes  et  des  diagonales  des  trois 
faces  partant  d'une  extrémité  de  la  première;  mais  ces  dia- 
gonales n'étant  pas  des  données  de  la  question  proposée, 

il  faut  les  exprimer  au  moyen  des  angles  ai,  ac,  Ac  des 
arêtes  partant  du  même  sommet.  Or  on  a 

AC    =r  fl2  +  6'  -f-  2fl^  cosa^, 
AF    =^  a*  -\-  c^  -\-  lac cos ac, 


AH   z=  b^  -\-c^  -^  :tbc  cos  bc. 
Faisant  les  substitutions^  on  obtient 

d^  =  a^  -{-  b^-\-c^  -+-  ^abcosab  -h  anccosflc-+-  ^becosbc. 

2^  Cherchons  maintenant  le  volume  du  parallélépipède, 
et  pour  cela  abaissons  £1  perpendiculaire  sur  le  plan  de  la 

base  ab  dont  la  surface  est  absinab-^  le  volume  cherché 

aura  pour  mesure  Fl.ab  sina&  ou  abc  sinaft  sinEAI. 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  calculer  le  sinus  de  l'angle 
qu^une  arête  d'un  angle  trièdrc  forme  avec  le  plan  de  la 
face  opposée.  Désignons  respectivement  par  a,  6,  7  les  an* 

gles  6c,  aCj  ab. 

L'angle  trièdre  AEIB  correspond  à  un  triangle  sphérique 
rectangle  qui  donnera 

sifiEAI  

-r"T7f  =  sin  EAB     ou    sin  EAI  =  sin  AB  sin  6, 
smAfi 
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AB  désignant  Tangle  dièdre  suivant  Tarètc  ÂB.  Mais  AB 
étant  un  angle  d'un  triangle  spbérique  dont  les  côtés  sont 

a,  S,  y,  on  aura 

—      cosa  —  cos  6  C057 

cosAB  = .   ^  . j 

sin  6  sm  7 

et  par  conséquent 

stoAB=   .   ^  . —  ^sin'6siD'7  —  (cosa  —  cos6cos7)* 
siD€sin7  :       ^  ' 


I 

sin' 


j-r^ —  \/(sin6sin74-cosa — COS6COS7)  (sin 6 sin 7 -hcos 6 cos 7 — cosa) 


—  .   ^  . —  i/lcosa  —  cos(6-f-7)|  fcoslê  —  7)  —  cosal 
sinCsin--  ^  ^  ^        i/j  L       \        //  j 


'7 


Multipliant  cette  valeur  par  sin  S,  on  aura  sinEAI;  et  mul- 
tipliant ensuite  par  abc  sina^  ou  sin  y,  on  aura,  pour  l'ex- 
pression du  volume  du  parallélépipède, 


ibc  i/  sii 


a-l-6-1-7    ,    6-I-7  —  a    .     a  +  7  —  6    .     a-hê  —  7 

2abc  i  /  sin sm sm sm - 

2222 


Cette  expression  se  réduit  à  abc  quand  les  angles  oc,  S^y 
sont  droits^  parce  que  les  quatre  sinus  sous  le  radical  de- 

I 


viennent  égaux  à 


76.  Expression  générale  de  la  distance  de  deux 
points. 

Nous  avons  donné  cette  formule  dans  le  cas  où  les  points 
sont  rapportés  à  deux  axes  rectangulaires;  nous  allons 
d'abord  Tétendre  au  cas  où  les  axes  sont  obliques. 

7- 
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Si  par  les  deux  points  M,  M'  (fig.  i6)  on  mène  des  pa 
rallèles  aux  axes,  leur  distance  est  un  côté  d'un  triangle 
M' MI,  dont  les  deux  autres  sont  les  différences  ou  les 


sommes  des  coordonnées  des  deux  points  \  et  Tangle  opposé 
est  égal  à  Tangle  6  des  axes  ou  à  son  supplément.  Le  carré 
du  côté  MM'  a  pour  valeur 


MM'  =MI   -hM'I  —  2MI.M'IcosM'IM. 

Reste  à  exprimer  généralement,  si  cela  est  possible,  les 
trois  termes  du  second  membre. 

Nous  ne  reproduirons  pas  la  discussion  que  nous  avon6 
faite  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  et  qui  montre  que 
la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  MI,  M'I  est  représentée 
dans  tous  les  cas  par  [x  —  ^')'"^{/ — J^')*»  ^^  entendant 
que  les  j:  etj^  sont  regardés  comme  de  simples  nombres 
quand  les  coordonnées  qu'elles  représentent  sont  situées 
d'un  côté  déterminé  de  Torigine,  et  comme  des  nombres 
négatifs  quand  elles  sont  en  sens  contraire.  Il  ne  reste  donc 
à  considérer  que  le  troisième  terme. 

Supposons  d'abord  que  les  directions  M'I,  IM  soient 
celles  des  axes  positifs,  c'est-à-dire  que  x  —  x'  eij  — y 
soient  positifs,  en  entendant  comme  nous  l'avons  fait  les 
signes  de  x,^,  x'^y'\  l'angle  I  sera  supplément  de  6,  et  le 
troisième  terme,  — aMI.M'IcosI,  aura  pour  dépression 

4-  i[x  —  x' ){y  -—  y  )cos^. 

Si  maintenant  un  seul  des  deux  côtés  MI,  M'I  change 
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de  sens,  l'angle  I  se  change  en  même  temps  dans  son  sup- 
plément, de  sorte  que  dans  ce  produit  deux  des  facteurs  doi- 
vent être  représentés  par  les  mêmes  expressions  changées 
de  signes  :  il  n'y  a  donc  aucun  inconvénient  k  les  laisser 
telles  qu^elles  étaient,  en  entendant  toujours  de  la  même 
manière  les  opérations  sur  les  quantités  négatives. 

Si  le  second  côté  change  ensuite  de  sens,  les  mêmes  con- 
sidérations prouvent  que  la  première  forme  peut  encore 
être  conservée. 

On  peut  donc  dire  que  l'expression  générale  du  carré  de 
la  distance  de  deux  points  rapportes  à  des  axes  quelconques 
dans  un  plan  est 

(x  — x')»-H(/— y)'-h2(x  — x')(j— /)cosO, 

les  quantités  x,  j^,  x'^  y\  cos  6  pouvant  être  positives  ou 
négatives  sous  les  mêmes  conditions  que  dans  toutes  les 
questions  dont  nous  avons  jusquMci  généralisé  les  solutions. 

77.  Si  les  points  étaient  rapportés  à  trois  axes  obliques 
et  déterminés  par  trois  coordonnées  x,  j^  z,  x\  j',  z\  la 
droite  menée  de  l'un  à  Tautre  serait  la  diagonale  d'un  pa- 
rallélépipède dont  les  arêtes  seraient  parallèles  aux  axes, 
en  sens  direct  ou  inverse.  Les  grandeurs  de  ces  arêtes  se- 
raient respectivement  égales  aux  différences  ou  aux  sommes 
des  coordonnées  des  deux  points.  En  formant  d*abord  Tex- 
pression  de  cette  diagonale  dans  le  cas  où  les  coordonnées 
X,  y^  z  sont  plus  grandes  que  chacune  des  trois  autres  x\ 
j\  z\  et  passant,  comme  nous  venons  de  le  faire,  au  cas  où 
l'inverse  a  lieu,  on  trouvera  que  la  première  expression 
s'applique  à  toutes  les  positions  possibles  des  deux  points, 
en  entendant  toujours  de  la  même  manière  les  signes  des 
coordonnées  et  des  cosinus.  Cotte  valeur  générale  de  la 
distance  D  est  donnée  par  la  formule  suivante,  dans  laquelle 
les  angles  sont  ceux  que  forment  entre  elles  les  directions 
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des  axes  positifs  : 

D»  =  ( X  —  x'Y  4-  (r  —  /y -+-  (8  —  z'Y 

-t-  2(x  —  ^'){x  —  /')cosjr7  -f-  2(jr —  «')  (z  —  z')cosxz 
-h!i(X  —  y){z  —  z')cosjrz. 

DE   LA    GOlfSTRUCTIOlf    DES    TABLEE    TRIGONOM ÉTHIQUES. 

78.  Les  premières  Tables  sont  dues  aux  aslronomes  de 
r antiquité;  elles  ont  été  calculées  par  des  procédés  longs 
et  pénibles  ;  mais  comme  elles  étaient  indispensables  pour 
la  résolution  des  triangles,  il  a  fallu  les  construire  à  tout 
prix.  Les  progrès  de  la  science  ont  fait  connaître  des 
moyens  plus  prompts  et  plus  sûrs^  dont  on  s'est  servi  soit 
pour  vérifier  des  Tables  déjà  faites,  soit  pour  en  former  de 
plus  exactes.  Nous  nous  bornerons  ici  à  indiquer  les  moyens 
les  plus  élémentaires  qu'on  peut  employer  à  cet  effet.  Nous 
pourrons  parler  plus  tard  de  procédés  plus  parfaits.  L'em- 
ploi d'une  Table  présente  d'autant  plus  d'exactitude  que 
ses  termes  croissent  par  intervalles  plus  petits  :  nous  sup- 
poserons, comme  c|la  a  lieu  dans  celles  qui  sont  le  plus  en 
usage,  que  les  arcs  croissent  par  intervalles  de  lo  secondes 
sexagésimales.  La  première  idée  qui  se  présente  est  de  cal- 
culer avec  une  très-grande  approximation  le  sinus  et  le 
cosinus  de  lo  secondes  et  d'en  déduire,  par  les  formules 
connues  du  sinus  et  du  cosinus  d'une  somme,  ceux  de  tous 
les  arcs  suivants  qui  peuvent  chacun  être  considérés  comme 
la  somme  du  précédent  et  de  lo  secondes. 

Pour  calculer  sinio'',  on  remarquera  que  quand  un 
arc  tend  vers  zéro,  son  rapport  à  son  sinus  tend  vers  l'unité, 
et  par  conséquent  la  différence  de  l'un  à  l'autre  est  relati- 
vement très-petite.  On  reconnaît  même  très-simplement 
qu'en  prenant  toujours  le  rayon  pour  unité,  la  différence 
du  sinus  à  l'arc  est  moindre  que  le  quart  du  cube  de  cet 
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arc.  n  est  donc  très-facile  d^avoir  une  limite  de  l'erreur 
commise  en  prenant  pour  valeur  de  sinio^' celle  de  Tare 
même  de  lo  secondes,  qu'on  peut  facilement  calculer  puis- 
que la  demi- circonférence  tt  est  connue  avec  une  approxi- 
mation dont  on  peut  à  peine  se  faire  une  idée,  et  dont 
nous  aurons  bientôt  l'occasion  de  parler. 

On  trouvera  ainsi  par  défaut,  à  moins  d'une  unité  du 
dernier  ordre, 

1  o*'  =  o ,  00004848 1 368 1 1 095359935 

et  — 7 —  est  égal  par  excès,  à  moins  d'une  unité  du  dernier 
4 

ordre,  à 

o ,  000  000  000  000  o3, 

et  comme  on  a 

smio''>io"  — ^— 7-^, 

4 

retranchant  de  10  secondes  la  quantité  précédente,  supé- 

rienre  à  ^    ,'  y  on  aura  un  reste  à  fortiori  fins  petit  que 

sinio^.  On  aura  donc  ^ 

sin  I  o"  >  o ,  00004848 1 36808, 

et  d'ailleurs 

sin  I  o*'  <^  o ,  00004848 1 368 1 1 , 

de  sorte  que  Ton  a  par  défaut,  à  moins  d'une  unité  du  trei- 
zième ordre  décimal, 

sin  I  o^  =  o ,  00004848 1 368o. 

On  déduira  facilement  de  là  la  valeur  de  cosio''  par 
excès  et  par  défaut;  et  on  en  conclura  sin  20'^  et  cos  20^^ 

Pour  aller  au  delà  on  fera  usage  de  la  loi  simple  qui 
existe  entre  les  sinus  et  les  cosinus  d'arcs  en  progression 
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par  différence.  Pour  la  décoavrir,  soient 

X  —  Oy       X^       X  -f-  Q 

trois  arcs  quelconques  consécutifs  d'une  progression  dont 
la  différence  est  a. 
On  aura 

siii(x  -f-fl)  -h  sin  (x  —  a)  =  2sin  xcosa, 
cos(x  -t-  a)  -h  cos(x  —,  à)  =  cosjc  cosa, 

d'où 

sin  (x4- a)  ==sinx  (acosa)  — sin  (x  —  «), 
cos(x  4-  fl)  =  cosx  (acosa)  —  cos(x  —  a). 

Ainsi,  dans  la  série  des  sinus,  comme  dans  celle  des  cosi- 
nus, d'arcs  en  progression  dont  la  différence  est  a,  un  terme 
quelconque  se  forme  des  deux  précédents,  en  multipliant 
le  dernier  par  2  cosa,  l'avant-dernier  par  —  i ,  et  réunissant 
les  deux  produits.  Or,  le  facteur  2  cosa  se  représentant 
toujours,  si  on  le  multiplie  par  les  neuf  chiffres  significatifs, 
on  n'aura  à  opérer  que  des  additions  de  ces  produits  par- 
tiels et  les  soustractions  de  quantités  connues,  ce  qui  ré- 
duira le  calcul  autant  que  possible. 

79.  Comme  il  est  toujours  possible  de  déterminer,  pour 
les  nombres  que  l'on  calculera  ainsi,  des  valeurs  trop  pe- 
tites et  des  valeurs  trop  grandes,  on  connaîtra  pour  chacun 
une  limite  de  Terreur,  ce  qui  est  indispensable  dans  tous 
les  calculs  d'approximation.  Si  on  trouvait  que  cette  limite 
est  devenue  trop  forte,  il  faudrait  partir  d'un  arc  plus  petit 
que  10  secondes,  car  les  erreurs  se  trouveraient  relative- 
ment plus  petites. 

Mais  on  peut  faire  quelque  chose  de  plus  précis  encore; 
car  une  limite  de  l'erreur  ne  donne  pas  toujours  une  con- 
naissance assez  précise  de  l'erreur  même.  On  peut  calculer 
avec  autant  d'approximation  qu'on  voudra  les  sinus  et  co- 
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sinus  d'un  assez  grand  nombre  d'arcs,  et  comparer  ces  va- 
leurs à  celles  qui  résultent  des  calculs  que  nous  avons  in- 
diqués. 

Ainsi,  le  côté  du  décagone  étant  égal  à  la  plus  grande 
partie  du  rayon  ou  de  l'unité,  partagée  en  moyenne  et 
extrême  raison,  et  étant  le  double  du  vingtième  de  la  cir- 
conférence, on  aura 

4 

On  en  tirera  facilement  le  cosinus^  puis  le  sinus  et  le  co- 
sinns  de  la  moitié  ou  de  9  degrés;  et,  par  les  formules  du 
sintfs  et  du  cosinus'de  la  somme ^  on  aura  ceux  de  tous  les 
arcs  de  9  en  9  degrés,  c'est-à-dire  des  arcs  de  9,  18,  27, 
36,  4^  degrés.  Ce  dernier  est  d'ailleurs  calculable  directe- 
ment, et  les  calculs  s'arrêtent  nécessairement  là,  puisque 
les  sinus  et  cosinus  des  arcs  plus  grands  que  4^  degrés,  sont 
les  cosinus  et  sinus  d'arcs  moindres  que  4 S  degrés. 

n  n'est  même  pas  nécessaire  de  continuer  les  calculs 
jusqu'à  la  moitié  de  l'angle  droit  :  car  Euler  a  fait  voir 
que  les  lignes  trigonomé triques  des  arcs  au  delà  de  3o  de- 
grés ou  d'un  tiers  d'angle  droit,  se  déduisent  de  celles  des 
arcs  moindres.  La  construction  des  Tables  se  trouve  par 
là  beaucoup  simplifiée.  Mais  elle  l'est  encore  bien  davan- 
tage au  moyen  des  séries  que  nous  indiquerons,  et  qui  don- 
nent non-seulement  les  lignes  trigonométriques,  mais  leurs 
logaritbmes  eux-mêmes  qui  sont  bien  plus  nécessaires  en- 
core pour  les  calculs  de  la  pratique. 
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REPRÉSENTATION  DES  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  PAR  DES 
ÉQUATIONS.  —  EXEMPLES  DE  SOLUTIONS  ÉTRANGÈRES 
ET  DE  SOLUTIONS  PERDUES.  -  NOUVEAUX  EXEMPLES 
DE  GÉNÉRALISATION  PAR  LES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


80.  Nous  avons  vu  que  les  problèmes  de  Géométrie  se 
ramenaient  généralement  à  la  détermination  de  certaines 
grandeurs,  ou  de  la  position  de  certains  points.  Et  comme 
la  position  d'un  point  sur  un  plan  se  détermine  elle-même 
par  certaines  grandeurs  que  nous  avons  nommées  ses  coor^ 
données  y  il  en  est  résulté  que  la  résolution  des  problèmes 
de  Géométrie  parle  calcul,  se  réduit  à  la  recherche  d^équa- 
tions  entre  les  grandeurs  données  et  des  grandeurs  incon- 
naes,  qui  seront  les  coordonnées  de  points  à  déterminer, 
oa  d'autres  grandeurs  quelconques,  suivant  la  nature  de 
la  question. 

Lorsqu'un  point  cherché  ne  peut  avoir  qu'une  position 
oa  du  moins  un  nombre  limité  de  positions,  il  existera 
deux  relations  distinctes  entre  ses  deux  coordonnées;  et 
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celles-ci  seront  données  par  les  solalions  communes  à  ces 
deux  équations. 

Mais  lorsque  le  point  cherché  peut  avoir  une  infinité 
de  positions  se  suivant  d'une  manière  continue,  it  est 
évident  qu^il  ne  peut  exister  deux  équations  distinctes 
entre  ses  coordonnées,  mais  qu'il  faut  pouvoir  prendre 
arbitrairement  Tune  des  deux,  entre  certaines  limites 
peut-être,  et  que  Tautre  doit  en  résulter;  ce  qui  exige 
qu'il  7  ait  une  relation  entre  les  deux  coordonnées  de 
chaque  point.  De  sorte  que  la  détermination  d*un  lieu 
géométrique  par  le  calcul,  consistera  dans  la  recherche 
de  Téqualion  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses 
points,  résultant  de  conditions  géométriques  qui  lui  sont 
imposées. 

81.  On  peut  dire  à  la  rigueur  que  la  représentation  des 
courbes  par  une  équation  générale  entre  les  coordonnées 
de  chacun  de  leurs  points,  a  été  connue  de  tout  temps. 
Ainsi,  dire  que  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque d'un  cercle  sur  un  de  ses  diamètres,  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  segments,  c'est  donner  une 
équation  entre  les  coordonnées  de  tout  point  du  cercle  qui 
seront  la  perpendiculaire  et  l'un  des  segments  du  diamètre. 
Les  propriétés  les  plus  simples  des  autres  sections  coniques 
et  d'autres  courbes  encore  fournissaient  des  équations 
entre  les  coordonnées  de  diverses  espèces  d'un  point  quel- 
conque de  ces  courbes.  Mais  les  procédés  de  la  science  des 
nombres  et  les  transformations  dites  algébriques^  étaient 
si  peu  avancés  chez  les  anciens,  que  ces  propriétés  des 
courbes,  équivalentes  au  fond  à  des  équations,  n'avaient 
pu  donner  lieti  à  de  sérieuses  applications  de  la  science 
des  nombres  à  la  théorie  des  courbes. 

C'est  à  Descartes  que  l'on  doit  réellement  le  premier  pas 
dans  cette  direction,  et  il  a  été  d'une  importance  capitale. 
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L'origine  de  cette  conception  se  montre  assez  clairement 
dans  quelques  mots  de  son  Discours  sur  la  méthode  :  «  Je 
»  n*eus  pas  dessein,  dit-il,  de  tacher  d'apprendre  tontes  ces 
n  sciences  particulières  qu'on  nomme  communément  ma- 
»  thématiques  ;  et  voyant  qu'encore  que  leurs  objets  soient 
»  différents,  elles  ne  laissent  pas  de  s'accorder  toutes  en  ce 
)>  qu'elles  ne  considèrent  autre  chose  que  les  divers  rap- 
»  ports  ou  proportions  qui  s'y  trouvent,  je  pensai  qu'il 
»  valait  mieux  que  j'examinasse  seulement  ces  propor- 
»  tions  en  général,  et  sans  les  supposer  que  dans  les  su- 
B  jets  qui  serviraient  à  m'en  rendre  la  connaissance  plus 
»  aisée,  même  aussi  sans  les  y  astreindre  aucunement,  afin 
»  de  les  pouvoir  d'autant  mieux  appliquer  à  tous  les 
»  autres  auxquels  elles  conviendraient;  puis,  ayant  pris 
»  garde  que  pour  les  connaître  j'aurais  quelquefois  besoin 
»  de  les  considérer  chacune  en  particulier  et  quelquefois 
»  seulement  de  les  retenir  ou  de  les  comprendre  plusieurs 
»  ensemble,  je  pensai  que  pour  les  considérer  mieux  en 
»  particulier,  je  les  devais  supposer  en  des  lignes,  à  cause 
y*  que  je  ne  trouvais  rien  de  plus  simple,  ni  que  je  pusse 
»  plus  distinctement  représenter  à  mon  imagination  et  à 
»  mes  sens;  mais  que  pour  les  retenir  ou  les  comprendre 
»  plusieurs  ensemble,  il  fallait  que  je  les  expliquasse  par 
»  quelques  chiffres  les  plus  courts  qu'il  me  serait  possible,* 
»  et  que  par  ce  moyen  j'emprunterais  tout  le  meilleur  de 
n  l'analyse  géométrique  et  de  l'Algèbre,  et  corrigerais  tous 
»  les  défauts  de  l'une  par  l'autre.  »  On  voit  clairement  par 
là  que  Descartes  s'est  proposé  d'employer  toutes  les  res- 
sources delà  science  des  nombres  à  l'étude  de  la  Géométrie, 
et  réciproquement;  mais  que  cette  application  ne  serait 
pas  restreinte  à  la  Géométrie  seulement,  et  qu'elle  s'éten- 
drait à  toutes  les  autres  sciences  où  l'on  aurait  à  considérer 
des  rapports  ou  proportions,  indépendants  de  la  nature 
particulière  des  choses  dont  elles  s'occupent.  Il  entendait 
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donc,  par  exemple,  que  les  formules  de  la  science  des  nom- 
bres pouvaient  être  mises  au  service  de  la  mécanique,  de 
Tastronomie  et  de  diverses  branches  de  la  physique.  Cette 
conception  a  changé  la  face  de  toutes  ces  sciences^  et  c'est 
k  elle  en  grande  partie  qu'elles  doivent  les  immenses  pro- 
grès qu  elles  ont  faits  depuis  Descartes.  Nous  ne  Tenvisa- 
gérons  ici  qu'au  point  de  vue  de  Tapplication  mutuelle  de 
la  science  des  nombres  et  de  la  Géométrie  pure. 

Après  avoir  donné  la  règle  que  nous  avons  fait  connaître 
précédemment  pour  mettre  en  équation  les  problèmes  de 
Géométrie,  déterminés  ou  indéterminés,  c'est-à-dire  dans 
lesquels  le  nombre  des  équations  est  égal  ou  inférieur  à 
celui  des  inconnues,  Descartes  entreprend  la  solution  d'un 
problème  de  Géométrie,  ébauché  par  les  anciens,  et  dans 
lequel  il  s'agit  de  déterminer  la  position  d'un  point  par 
la  condition  que  le  produit  de  ses  distances  à  certaines 
droites  données  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le 
produit  de  ses  distances  à  d'autres  droites  données  en 
même  nombre.  Il  y  a  une  infinité  de  points  satisfaisant  à 
cette  même  condition,  et  les  géomètres  anciens  avaient 
reconnu  dans  quelques  cas  particuliers  que  le  lieu  était  une 
section  conique.  Descartes  mit  en  équation  la  question 
générale.  Il  détermina  la  position  d'un  point  quelconque 
par  ses  distances  x  et  j^  à  deux  axes  fixes,  exprima  au 
moyen  de  ces  deux  quantités  chacune  des  lignes  en  ques* 
tion,  et  la  condition  donnée  lui  fournit  immédiatement 
une  équation  entre  or,  y  et  des  quantités  connues. 

Cette  équation  était  également  facile  à  établir,  quel  que 
fût  le  nombre  des  lignes  multipliées  ;  mais  il  n'en  était  pas 
de  même  de  la  discussion  et  de  la  consti*uction.  La  lon- 
gueur de  chaque  ligne  était  représentée  par  une  expression 
du  premier  degré  en  x  et  jy  et  le  degré  des  deux  produits 
était  par  conséquent  égal  au  nombre  des  facteurs.  Les  cas 
examinés  par  Euclide  et  Apollonius  se  rapportaient  &  des 
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produits  de  deux  lignes  ;  et  Féquation  trouvée  par  Descartes 
De  s^élève  alors  qu'au  second  degré,  soit  que  dans  chaque 
produit  les  deux  facteurs  soient  inégaux,  soit  que  dans 
Tun  ils  soient  égaux,  ce  qui  arrive  lorsque  les  deux  droites 
fixes  se  confondent  ;  il  prouva  qu'alors  le  lieu  pouvait  être 
l'une  quelconque  des  trois  sections  coniques. 

Nous  ne  le  suivrons  pas  dans  ce  qu'il  dit  des  cas  plus 
compliqués,  ni  dans  la  classification  qu'il  établit  pour  les 
courbes. 

Si  nous  avons  parlé  de  ce  problème,  c'est  parce  que 
Descartes  l'a  choisi  pour  la  première  application  de  sa 
conception  générale^  et  nous  allons  reprendre  l'exposition 
r^[ulière  des  éléments  de  la  science. 

COUSIDÉEATIOIIS    GÉHÉIIALES    SUE    LA    RECHERCHE     DES 
ÉQUATIONS  DES  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

82.  Lorsque  l'on  cherche  à  exprimer  par  des  équations 
toutes  les  conditions  géométriques  qui  doivent  déterminer 
les  points  d'un  lieu,  on  est  souvent  obligé  d'introduire 
outre  les  coordonnées  du  point  quelconque  que  l'on  consi- 
dère, et  des  grandeurs  qui  en  dépendent  et  sont  désignées 
dans  l'énoncé,  d'autres  quantités  non  désignées  et  qui 
peuvent  servir  d'intermédiaires  utiles.  L'important  est  que 
toutes  les  conditions  imposées  soient  remplies,  et  qu'on 
n'en  introduise  pas  de  nouvelles.  Il  est  évident  en  eifet 
que  si  l'on  assujettit  les  points  d'un  lieu  à  plus  de  condi- 
tions que  n'en  exige  l'énoncé,  on  peut  perdre  une  partie 
de  ce  lieu,  et  peut*ètre  même  le  lieu  tout  entier^  si  aucun 
de  ses  points  ne  remplit  à  la  fois  les  conditions  de  Ténoncé 
et  en  outre  celles  qu'on  y  aurait  ajoutées  par  mégarde  : 
comme  aussi  on  pourrait  avoir  des  points  ou  même  des 
lieux  étrangers  à  la  question  si  on  avait  négligé  d'exprimer 
exactement  toutes  les  conditions  imposées  par  l'énoncé. 

U  est  quelquefois  difficile  d'obtenir  des  équations  qui 
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présenlent  cette  réciprocité  si  désirable;  mais  il  faut  du 
moins  ne  pas  Tignorer,  quand  on  ne  peut  faire  autrement  : 
cu  on  devra  toujours  s'assurer  si  les  équations  sont  des 
conséquences  nécessaires  de  l*énoncé,  et  réciproquement 
si  les  conditions  de  Ténoncé  en  seront  des  conséquences 
nécessaires. 

Lorsque  toutes  les  équations  ont  été  établies  entre  les 
coordonnées  x  ely  d^un  point  quelconque  du  lieu,  et  les 
grandeurs  variables  avec  ces  coordonnées,  désignées  dans 
l'énoncé  ou  introduites  comme  auxiliaires,  il  faut  en  éli- 
miner toutes  les  variables  autres  que  x  etjr^  et  Téquation 
finale  qui  ne  renfermera  que  ces  deux  dernières  variables 
sera  ce  qu'on  appelle  V équation  du  lieu. 

Mais  il  faudra  dans  le  courant  de  ce  calcul  veiller  avec 
beaucoup  de  soin  à  ce  qu'aucune  solution  étrangère  ne 
s'introduise,  et  qu'aucune  solution  réelle  ne  se  perde.  Ces 
discussions  sont  quelquefois  difficiles  ;  mais  si  on  les  néglige, 
on  n'est  pas  complètement  assuré  du  résultat.  11  peut  ar- 
river que  l'on  reconnaisse  dans  ce  résultat  des  solutions  qui 
ne  conviennent  pas  à  la  question,  ou  qu'on  s'aperçoive 
qu'il  en  manque  que  Ton  devrait  y  trouver.  On  recberchc 
alors  la  cause  de  ces  erreurs,  mais  il  est  toujours  mieux  de 
les  reconnaître  dès  qu'elles  s'introduisent,  si,  comme  cela 
peut  arriver,  il  n'est  pas  possible  de  les  éviter. 

83.  Une  condition  géométrique  peut  être  très-simple- 
ment énoncée  d'une  manière  générale^  tandis  que  Téquation 
qu'on  trouve  en  cbercbant  à.  l'exprimer,  ne  s'applique 
qu'à  une  partie  des  cas  qu'elle  comporte,  et  doit  subir  cer- 
taines modifications  pour  s'appliquer  aux  autres.  Dans  ce 
cas,  si  l'on  ne  prenait  que  l'une  des  formes  de  cette  équa- 
tion, faute  d'avoir  suffisamment  discuté  toutes  les  cir- 
constances possibles,  on  perdrait  les  solutions  correspon- 
dantes aux  formes  négligées.  C'est  pour  éviter  l'embarras 
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de  ces  diverses  formes  que  nous  avons  tant  insisté  sur  la 
généralisation  des  formules;  car  en  renfermant  toutes  ces 
formes  dans  une  seule,  quand  cela  est  possible,  à  certaines 
conditions,  un  seul  calcul  donne  aux  mêmes  conditions  un 
résultat  qui  renferme  tous  les  autres. 

Pour  éclairer  ceci  par  un  exemple  simple,  supposons 
qu'on  demande  Véquation  du  lieu  des  points  qui,  dans  un 
plan  donné  y  sont  à  une  même  distance  d^un  point  donné. 

Rapportons  les  positions  à  deux  axes  rectangulaires  AX, 
AY  (fig*  17)  pris  dans  ce  plan,  et  comptons  les  x  et  r 

Fig.   17. 


sur  les  deux  côtés  qui  comprennent  dans  leur  angle  le 
point  donné.  Désignons  par  a  ex  b  les  coordonnées  de  ce 
point  qui  est  le  centre  du  cercle,  et  par  R  son  rayon.  La 
condition  géométrique  qui  détermine  tous  les  points  du 
cercle  est  facile  à  énoncer,  mais  sa  traduction  en  équation 
ne  Test  pas  autant.  Nous  avons  reconnu  en  effet  précédem- 
ment que  l'expression  de  la  distance  de  deux  points  prenait 
plusieurs  formes  différentes,  suivant  la  position  relative 
de  ses  extrémités,  parce  que  cette  distance  est  l'hypoténuse 
d^un  triangle  dont  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  sont 
tantôt  la  différence  et  tantôt  la  somme  des  coordonnées 
des  extrémités.  En  égalant  à  R  l'expression  de  cette  dis* 
tance,  on  pourrait  donc  être  obligé  de  faire  usage  de  plu- 
sieurs équations  pour  qu'aucune  partie  du  cercle  ne  fût 

8. 
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omise.  C'est  ce  qui  arrivera  si  ce  cercle  n'est  pas  tout  entier 
renfermé  dans  le  même  angle  que  le  centre.  Si,  par  exem- 
ple, il  coupait  les  deux  axes  des  deux  côtés  de  Torigine 
aux  points  B,  C,  D,  E,  on  aurait  quatre  formes  différentes 
pour  Téquation,  se  rapportant  respectivement  aux  points 
des  quatre  parties  BC,  CD,  DE  et  EB*  Mais  par  la  discus- 
sion approfondie  que  nous  avons  faite  précédemment  de 
Texpression  de  la  distance  de  deux  points^  il  a  été  démontré 
qu'une  seule  forme  peut  convenir  à  toutes  les  positions  des 
extrémités,  soit  de  Tune  par  rapport  à  Fautre,  soit  même 
par  rapport  aux  axes.  Le  moyen  de  généraliser  ainsi  cette 
formule  a  consisté  à  l'établir  d'abord  en  supposant  tous 
les  points  dans  le  même  angle  des  axes,  auquel  cas  les 
deux  côtés  du  triangle  rectangle  sont  les  différences  des 
coordonnées  des  extrémités,  puis  à  regarder  comme  im- 
plicitement négatives  les  coordonnées  qui  changeront  de 
direction. 

Ainsi  X  et  y  désignant  les  coordonnées  d  un  point  quel- 
conque de  la  partie  CD  du  cercle,  les  deux  côtés  OP,  MP 
seront  les  différences  x  —  a^  j  —  i,  ou  a  —  x,  b  — ^,  et 
le  carré  de  la  distance  sera  x*  —  a  ox-f-  a*  4-^*  —  a  hy — i* 
ou  [x  —  ay  H-  (j- —  fe)*,  en  entendant  que  quand  x  —  a 
ou  j^  —  b  seront  négatifs,  on  effectuera  toujours  les  cal- 
culs d'après  les  règles  des  signes  démontrées  pour  les  quan- 
tités non  isolées. 

On  aura  alors  pour  l'équation  générale  de  tous  les  points 
du  cercle 

à  la  condition  que  les  coordonnées  négatives  seront  portées 
en  sens  contraires  de  celui  qu'elles  avaient  dans  la  figure 
qui  a  servi  à  trouver  cette  équation,  c'est-à-dire  sur  les 
prolongements  des  axes  AX,  AY» 

La  généralisation,  antérieurement  faite,  de  la  formule  do 
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la  distance  de  deux  points  a  donc  permis  de  renfermer  tous 
les  points  du  lieu  dans  une  seule  équation  qui  est  néces- 
saire et  suffisante,  qui  comprend  toutes  les  solutions  et 
n'en  renferme  pas  d^étrangères. 

Cette  équation  (i)  est  donc  V équation  générale  du 
cercle, 

84.  Équation  du  lieu  des  points  telsy  que  le  rapport 
de  leurs  distances  à  un  point  et  une  droite  donnés  soit 
constant. 

Cette  question  va  montrer  encore  qu'une  condition  géo- 
métrique générale  ne  s'exprime  pas  toujours  naturellement 
par  une  seule  formule,  mais  qu'il  est  besoin  d'en  consi- 
dérer plusieurs,  que  l'on  peut  faire  rentrer  dans  une  seule 
par  les  mojens  déjà  employés. 

Prenons  pour  origine  le  point  donné  A  (fig-  18),  pour 

Fig.  18. 


axe  des  x  la  perpendiculaire  ABX  à  la  droite  donnée  BD, 
et  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  A  Y. 

Soit  AB  =  a,  ni  le  rapport  donné,  et  considérons  un 
point  quelconque  M  du  lieu;  la  condition  donnée  s'expri- 
mera par  l'cquaiion  générale 


(0 


AM  =  /w.MP. 


Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  AM  et  AP  par  des  fonctions 
de  Txet  de  ly  du  point  M. 
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On  a  d'abord 


AM  =  \Jx'  -h  x^- 

Quanta  MP,  son  expression  aura  trois  formes  diflférentes 
suivant  que  M  sera  entre  AT  et  BD,  ou  à  droite  de  BD,  ou 
enfin  à  gauche  de  ÂY. 

Dans  le  premier  cas  on  aura 

dans  le  second 

MP:=a:— fl; 

et  enfin  dans  le  troisième 

MP  =  a  -h  X. 

L'équation  (i)  se  trouve  donc  remplacée  par  les  trois 
suivantes  : 

^x^  -^  jr^  =1  m  {a  —  x)y 

yjT*  -h  j'^  =z  m  {x  —  a)y 

^jp*  -h  ^»  =  /w  («  -f-  x), 

soit  que  le  point  M  soit  pris  au-dessus  ou  au-dessous  de  AX. 

Si  on  rend  ces  équations  rationnelles,  en  élevant  les  deux 

membres  au  carré,  elles  se  réduiront  aux  deux  suivantes  : 

{2)        x'  -f-  x^  =  m^(a  —  x)\     x2  4-^2  =  /w»(«-hx)'. 

Et  comme  elles  ne  diffèrent  Tune  de  l'autre  que  par  le 
signe  des  puissances  impaires  de  a:,  on  voit  qu'on  peut 
se  borner  à  la  première,  en  entendant  que  lorsqu'on  y 
donnera  à  x  une  valeur  positive,  on  la  portera  dans  le  sens 
AX,  et  que  lorsqu'on  y  mettra  pour  x  une  valeur  négative, 
que  l'on  traitera  suivant  les  règles  des  signes,  démontrées 
dans  le  cas  des  polynômes  seulement,  on  la  portera  du 
côté  AX',  et  la  valeur  de  j  que  donnera  l'équation  con- 
struira un  point  du  lieu  en  la  portant  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  Taxe  des  x. 


CHAPITRE  PRBMIEII.  I  I9 

Od  aura,  en  entendant  ainsi  les  solutions  négatives,  pour 
représenter  tous  les  points  du  lieu,  Téquation  unique  (a) 
qui  développée  devient 

^'  -f-  x'  (  I  —  m^)  -4-  ^arn^x  —  m^a}  =  o. 

85.  Équation  du  lieu  des  points  également  distants  de 
deux  points  donnés. 

Ce  lieu  est  évidemment  une  ligne  droite,  et  cette  droite 
peut  avoir  une  position  quelconque  dans  le  plan  donné, 
en  choisissant  convenablement  les  deux  points.  Pour  ob- 
tenir Féquation  du  Heu  de  la  manière  la  plus  générale, 
nous  prendrons  un  système  d*axes  obliques,  et  nous  sup- 
poserons les  deux  points  placés  d'une  manière  quelconque 
par  rapport  à  ces  axes. 

Soient  AX,  AY  {fig*  19)  les  deux  axes,  faisant  entre 
eux  un  angle  d,  B,  B'  les  deux  points  donnés,  a,   &  les 


Fi(j.  19. 

/                •* 

coordonnées  du  premier,  a',  b'  celles  du  second,  et  x,  y 
celles  d'un  point  quelconque  M  du  lieu. 

Nous  avons  donné  précédemment  la  formule  de  la  dis- 
tance de  deux  points  en  coordonnées  obliques,  et  sa  géné- 
ralité a  été  démontrée  sous  la  condition  que  les  signes  des 
coordonnées  changeront  avec  leur  direction.  Nous  aurons 
donc,  quels  que  soient  les  signes  de  a,  ^,  a\  b\  r,  j^, 


—  a 


MB   =z{jr-^  ay-^(x—  by-h:i(^—  a){x—  b)cosB, 


MB'  =r  [^  —  a'Y  -f-  (x—  b'y  -4-  2  (jr  —  a')  (  r  —  6')  cos  0. 
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En  égalant  ces  deux  expressions,  on  aura  exprimé  la  con* 
dition  générale  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  points  du 
lieu^  et  comme  Téquation  ne  renfermera  que  les  coordon- 
nées d'un  quelconque  de  ces  points  et  des  constantes  don- 
nées, ce  sera  celle  du  lieu  cherché.  On  trouve  ainsi,  toute 
réduction  faite, 

[a'  —  a-^(y  —  b)  cosO].r -+-[*'—  A  4-  [a' -^  a)  cos9]x 


-|-(ii'à' — <i6)cos0. 

Cette  équation  pouvant  représenter  toutes  les  droites  du 
plan,  on  en  conclut  que  Téquation  la  plus  générale  de  la 
ligne  droite  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordon- 
nées variables  de  tous  ses  points.  Et  il  est  expressément 
entendu  pour  cela  que  toutes  les  quantités  a,  A,  a\  b\  x^y 
sont  de  simples  nombres  quand  les  coordonnées  qu'elles 
désignent  sont  dirigées  respectivement  suivant  ÂX,  AY; 
mais  que  ce  sont  des  nombres  affectés  du  signe — quand  ces 
coordonnées  sont  dans  le  sens  opposé,  et  que  ces  nombres 
négatifs  doivent  être  traités  suivant  les  règles  des  signes  des 
polynômes.  Quant  à  cos  d,  il  sera  positif  si  l'angle  0  est 
aigu,  et  négatif  sHl  est  obtus. 

Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  Téquation  que 
nous  venons  d'obtenir,  parce  que  la  ligne  droite  est  telle  - 
ment  mêlée  à  l'étude  de  toutes  les  courbes,  qu'elle  demande 
une  discussion  spéciale  que  nous  indiquerons  plus  tard. 
Nous-  n'avions  pour  objet  en  ce  moment  que  de  donner  un 
nouvel  exemple  de  la  recherche  de  l'équation  d'un  lieu, 
avec  la  discussion  complète  de  la  généralité  de  la  solution 
et  des  conditions  de  cette  généralité. 

86.  Exemple  de  solutions  étrangères  et  de  solutions 
perdues. 

Proposons-nous  de  trouver  dans  un  plan  donné  le  lieu 
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de  tons  les  points  d'où  Ton  verrait  sous  un  angle  donné 
une  droite  donnée  de  grandeur  et  de  position. 

Soient  B  et C  (fig*  ^o)  les  extrémités  de  la  droite  donnée, 
d  sa  longueur,  et  m  la  tangente  trigono métrique  de  Tangle 

Fig.  30. 


donné.  Rapportons  les  points  à  deux  axes  rectangulaires 
AX,  AY  dont  le  premier  soit  parallèle  à  BC  :  désignons 
par  a  et  6  les  coordonnées  AD,  DB  du  point  B,  par  x  elj 
celles  d'un  point  quelconcjue  M  du  lieu  \  celles  de  C  se- 
ront a-^  d  ei  b. 

Cela  posé,  si  on  abaisse  de  M  la  perpendiculaire  MP 
sur  BC,  et  que  le  point  P  tombe  entre  B  et  C,  Tangle  M  sera 
la  somme  de  deux  autres  ayant  respectivement  pour  tan- 
gentes '- r  et  z On  aura  donc,  d'après  la  for- 

mule  générale  de  la  tangente  de  la  somme, 


.r 


—  a  a  -h  d  —  'r 


m 


y-b 


r-b 


(0 


1  — 


(.r  —  a]  [a  -\-  d  —  x) 
d(x-b) 


(x  '—ày-\-[x  —  aY—d[x  —  a) 

Si  le  point  P  tombe  en  dehors  de  BC,  par  exemple  en  P', 
Tangle  BM'C  sera  la  différence  de  deux  angles  dont  les  tan- 


gentes  seront 


y -à 


a  :^ 

et  — 


/-A 


•  Cette  dernière   a  la 
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même  forme  au  signe  près  que  dans  le  premier  cas;  mais 
comme  elle  doit  être  employée  inversement,  le  résultat  en 
x*^  y  sera  le  même  que  le  premier  en  a:,  j.  Tons  les  points 
du  lieu  qui  sont  au-dessus  de  BC  satisferont  donc  à  l'équa- 
tion (i),  qui  devient,  après  réduction, 


^.^.^_:,j,(é+A)_,.(«  +  |) 


-h  fl'  -H  ^'  -f-  rf 


(«  +  i)  =  o, 


OU 


équation  qui  est  celle  d'un  cercle  dont  le  centre  a  pour 
coordonnées  a  -f-  -  et  b  -A ?  et  dont  le  carré  du  rayon 

est  -r\i  A :  I  •  Les  constructions  qui  en  résultent  sont 

si  simples,  que  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  Mais  ce  qu'il 
est  important  de  remarquer^  c'est  que  le  lieu  représenté 
par  Féquatlon  (a)  est  un  cercle  entier,  tandis  qu'il  n'y  a 
que  l'arc  au-dessus  de  BC  qui  convienne  aux  conditions 
géométriques.  Car  de  tous  les  points  de  l'arc  inférieur  la 
ligne  BC  sera  vue  sous  un  angle  supplément  de  celui  qui 
est  donné.  Ces  points  constituent  donc  des  solutions  étran- 
gères au  problème  de  géométrie  proposé  \  et  cependant  le 
calcul  les  introduit  sans  qu'il  soit  possible  de  l'éviter.  Tout 
ce  que  l'on  peut  faire,  c'est  de  reconnaître  à  quoi  tient  qu'il 
les  introduise. 

87.  Mais  commençons  par  achever  la  mise  en  équation 
du  problème  proposé  en  considérant  les  points  situés  au- 
dessous  de  BC,  et,  pour  éviter  toute  difficulté,  prenons  h 
assez  grand  pour  que  tous  ces  points  soient  au-dessus  de 
l'axe  des  x. 
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Soit  N  un  quelconque  de  ces  points;  Tangle  BNC,  qui 
doit  encore  avoir  pour  tangente  m,  se  décomposera  en  deux 
autres,  qui  auront  respectivement  pour  tangentes 

.r  —  a  a  -h  d  —  .r 

à  —  jr  ^  —  r 

expressions  identiques  aux  premières,  au  signe  près.  Et 
comme  elles  doivent  être  traitées  de  la  même  manière, 
Téquation  à  laquelle  on  sera  conduit  différera  de  (i)  par  le 
signe  du  second  membre,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
le  signe  du  premier,  c'est-à-dîre  de  m. 

Il  y  a  deux  conséquences  à  tirer  de  là  : 

La  première  est  que,  si  pour  les  points  situés  en-dessous 
de  BC  on  demandait  que  l'angle  donné  eût  pour  tangente 
—  I»  au  lieu  de  m,  c'est-à-dire  que  BC  fût  vu  sous  Tangle 
supplémentaire,  Téquation  à  laquelle  on  parviendrait  serait 
précisément  (i).  Cela  montre  que  cette  dernière  doit  repré- 
senter un  lieu  tel,  que  pour  les  points  au-dessus  de  BC,  celte 
ligne  est  vue  sous  l'angle  donné,  et  pour  les  points  au-des- 
sous,  sous  l^angle  supplémentaire.  L'introduction  forcée  de 
ces  solutions  étrangères  est  donc  expliquée. 

La  seconde  conséquence  est  que,  pour  avoir  la  repré- 
sentation complète  du  lieu  géométrique,  il  faudrait  deux 
équations,  l'une,  l'équation  (2),  pour  les  points  au-dessus 
de  BC,  et  Tautre  pour  les  points  au-dessous,  qui  en  diU'é- 
Ferait  simplement  par  le  signe  de  m,  et  donnerait  sembla- 
blement  des  solutions  étrangères  dans  sa  partie  supé- 
rieure. 

On  pourrait  bien  sans  doute  former  une  équation  unique 
qui  équivaudrait  aux  deux;  il  suffirait  de  multiplier  les 
premiers  membres  Tun  par  l'autre,  les  seconds  étant  ré- 
duits à  zéro^  mais  ce  serait  compliquer  au  lieu  de  simpli- 
fier :  et  toutes  les  fois  au  contraire  qu'une  équation  peut 
se  décomposer  en  deux  autres,  on  effectue  la  séparation. 
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88.  Remarque,  —  Dans  cet  exemple,  on  voit  qu'on  au- 
rait perdu  des  solutions  si  Ton  s'était  borné  à  prendre  tui 
point  au  hasard,  croyant  qu'il  peut  les  représenter  tous 
parce  qu'on  ne  Ta  pas  expressément  particularisé.  Mais  il 
ne  suffit  pas  qu'on  n'ait  rien  énoncé  de  particulier  sur  lui, 
pour  qu'il  puisse  les  représenter  tous  dans  la  suite  du 
calcul,  parceque  les  expressions  qui  se  déduisent  de  la  figure 
qui  s'y  rapporte  peuvent  ne  pas  rester  les  mêmes  pour 
toutes  les  dispositions  des  points.  Nous  insistons  sur  cette 
considération,  parce  qu'on  s^eicpose  à  des  difficultés  quand 
on  n'y  a  pas  égard,  et  que  les  commençants  sont  trop  dispo- 
sés à  croire  qu'ils  sont  dans  une  généralité  complète  lors- 
qu'ils ne  particularisent  rien  par  le  langage,  tandis  quMls 
le  sont  par  leurs  calculs  et  leurs  raisonnements.  Il  est  vrai 
que  quand  les  difficultés  se  présentent,  on  peut  les  lever  en 
remontant  à  leur  origine^  mais  il  vaut  mieux  les  prévoir 
vxXqs  éviter.  Et  d'ailleurs  on  n'a  pas  toujours  l'occasion  de 
réparer  une  discussion  incomplète;  et  si  l'on  a  perdu  de9 
solutions  sans  s'en  apercevoir,  il  est  très-possible  que  rien 
n'en  avertira  dans  les  résultats  du  calcul. 

89.  Solutions  introduites  par  Vélimination  des  radi- 
caux. 

Lorsque  les  équations  qui  expriment  les  conditions  de  la 
question  renferment  des  radicaux  du  second  degré,  on  est 
ordinairement  obligé  de  rendre  rationnelles  les  équations 
où  ils  entrent,  et  les  résultats  sont  les  mêmes,  quelque  soit 
le  signe  dont  ces  radicaux  sont  affectés. 

Si  donc  les  équations  géométriques  déterminent  sans 
ambiguïté  les  signes  qu'ils  doivent  avoir,  le  calcul  pourra 
donner  des  solutions  étrangères  au  problème  proposé.  Et 
lorsque  pour  faire  disparaître  un  radical  on  l'isolera  dans  un 
membre  et  qu'on  élèvera  ensuite  au  carré,  il  faudra  examiner 
avec  soin  les  cas  nouveaux  auxquels  conviendrait  la  nou- 
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velle  équation,  et  en  tenir  compte  dans  la  solution  finale. 
C'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples. 

90.  Équation  du  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes  soit  constante. 

En  employant  la  formule  générale  de  la  distance  de 
deux  points,  nous  n^aurons  aucune  discussion  à  faire  sur 
les  diverses  positions  que  peuvent  avoir  ceux  que  nous 
aurons  à  considérer;  mais  il  faudra  bien  se  rappeler  que 
pour  la  généralité  de  cette  formule  les  coordonnées  doi- 
vent être  considérées  comme  changeant  de  signe  quand 
elles  changent  de  direction.  Mous  nous  contenterons  de 
rappeler  ce  que  nous  avons  établi  précédemment  à  ce 
sujet. 

Soient  F,  F'  (fig>  21  )  les  deux  points,  ic  leur  distance, 
et  a  a  la  somme  constante;  prenons  pour  axe  des  x  la 


droite  FF',  pour  axe  des  j  la  perpendiculaire  à  FF'  élevée 
en  son  milieu  A,  et  désignons  par  or,  j  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  du  lieu.  La  condition  à  laquelle 
il  est  assujetti  sera  exprimée  par  Téquatiou 

FM-hF'M  =  2âr, 

ou 


(') 


^^^-+-  (.r— .  cy  -H  ^7'  -h  (.^  -f-  cf  =  2a, 


les  coordonnées  Xjy  pouvant  avoir  des  signes  quelconques 
suivant  la  position  de  M,  et  les  abscisses  de  F  et  F^  étant 
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91 .  Équation  du  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de 
leurs  distances  à  un  point  et  une  droite  fixes  soit  con^ 
stante. 

Soient  F  et  UV  {fig-  ^^)  le  point  et  la  droite  donnes. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  FX  abaissée 

Fig.  33. 
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de  F  sur  UVj  et  pour  axe  des  /,  la  perpendiculaire  AY, 
menée  par  un  point  A  assez  éloigné  de  F  pour  que  tous  les 
points  que  Ton  aura  à  considérer  soient  du  même  côté  de 
cet  axe. 

Soient  x,  y^  les  coordonnées  d^un  point  quelconque  M 
du  lieu  situé  entre  UV  et  AY^  m  la  somme  donnée^ 
FB  ==  a,  AF  =  £  :  la  condition  de  la  question  est  expri- 
mée par  l'équation  FM  -+-  MP  =  m  ou 

et  Ton  voit  que  Ton  doit  avoir  m  ]>  a,  puisqu'on  a  évidem- 
ment FM  H-  MP  >  FB. 

L'équation  rationnelle  en  a:  à  laquelle  nous  parvien- 
drons renfermera  non-seulement  les  points  correspondants 
au  signe  +  du  radical,  c'est-à-dire  le  lieu  demandé,  mais 
encore  ceux  qui  correspondent  au  signe  — ,  s'il  est  possible 
qu'il  y  en  ait  :  ce  qu'il  est  bon  d'examiner  dès  à  présent. 

Or,  quelque  part  que  soit  pris  le  point  M,  à  gauche  de 
UV,  on  aura  toujours  MP  —  FM  <:^ FB  <^  m.  Donc  pour 
aucun  de  ces  points  l'équation  (i),  dans  laquelle  le  radical 
aurait  le  signe  — ,  ne  serait  possible.  Ainsi,  en  rendant 
rationnelle  l'équation  (i),  elle  ne  renfermera  pas  d'autres 
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solutions   que  celles  que  Ton  demande,   au   moins  dans 
toute  la  partie  du  plan  à  gauche  de  UV. 

En  isolant  le  radical  dans  Téquation  (i)  et  élevant  au 
carré,  on  obtient,  après  réduction, 

{2)  y^ — 2(/?i  —  fl)x:=(/iî  —  af — iib{m — a)  j 

c'est  la  courbe  qu'on  nomme  parabole,  et  qui  est  un  nou- 
veau cas  particulier  de  Téquatiou  générale  du  second  degré. 

92.  Mais  nous  n'avons  pas  encore  étudié  complètement 
la  question,  puisque  nous  n'avons  considéré  que  les  points 
à  gauche  de  UV,  et  pour  lesquels  a+  b  —  x  est  positif. 
Pour  les  points  à  droite,  on  a  j:>rt-4-  fe,  et  le  premier 
membre  de  (i)  devient  la  différence  FM' — M'P'.  L'équa- 
tion (i),  prise  dans  toute  son  étendue,  renferme  donc, 
outre  la  position  de  courbe  qui  satisfait  à  la  question  posée, 
un  autre  lieu  satisfaisant  à  une  condition  géométrique 
différente,  et  qui,  par  conséquent,  doit  être  considérée 
comme  étrangère,  sans  qu'on  puisse  empêcher  qu'elle  ne 
soit  comprise  dans  Téquation. 

n  ne  reste  plus  qu'à  chercher  à  droite  de  UV  les  points 
qui  pourraient  convenir  à  la  question,  et  dont  aucun  n'est 
donné,  comme  nous  venons  de  le  voir,  par  l'équation  (i) 
ou  (2). 

Soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  N  tel  que 
FN  -h  NQ  =  /»,  il  en  résultera 

(3)  V^^'-+-(^—  bY  -h  X  —  a  —  b  =m 
qui  devient 

(4)  r'  -f-  2  (/w  -h  «)  -a?  =  {ffi  H-  ^Y  -I-  2  ^  (  /w  -f-  a). 

Il  est  facile  de  voir  que  l'équalion  (3),  qui  satisfait  à  la 
condition  géométrique  donnée  quand  on  a  x  ^  AB,  n'y 
satisfait  pas  quand  on  prend  x  <[  AB,  puisque  son  premier 
membre  devient  la  différence  FM  —  MP.  L'équation  (3) 

9 
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ou  (4)9  qui  lui  est  équivalente,  comme  (a)  Tétait  à  (1), 
représente  donc  dans  son  ensemble  .un  lieu  dont  la  partie 
à  droite  de  UY  satisfait  à  la  question,  tandis  que  la  partie 
à  gauche  n'y  satisfait  pas. 

Le  problème  proposé  ne  peut  donc  être  complètement 
résolu  que  par  deux  équations,  et  chacune  des  deux  repré- 
sente un  Heu  dont  une  partie  convient,  tandis  que  Tautre 
ne  convient  pas,  et  ne  peut  cependant  en  être  détachée. 

93.  Exemple  de  solutions  étrangères  en  nombre  jinL 
—  Les  questions  précédentes  ont  montré  comment  le  calcul 
peut  introduire  des  portions  de  lieux  qui  ne  convieunent 
pas  à  la  question  proposée,  mais  conviennent  à  une  question 
voisine;  de  sorte  queTéquation  trouvée  représenterait  la 
solution  d'une  question  plus  étendue  que  celle  qui  a  été 
posée,  et  qu'on  avait  certainement  le  droit  de  poser.  Mais 
il  peut  arriver  aussi  qu'il  s'introduise  des  solutions  re- 
présentant des  points  isolés  qu'il  est  impossible  de  faire 
disparaître,  et  qui  ne  se  rapportent  même  à  aucune  modi- 
fication des  conditions  données.  Nous  en  trouverons  un 
exemple  dans  le  problème  suivant  : 

Trousser  V équation  du  lieu  des  points  obtenus  en  me- 
nant d^un  point  Jure  des  droites  jusquà  leurs  rencontres 
ai^c  une  droite  donnée ,  et  les  prolongeant  d^une  quantiié 
constante. 

Soient  A  (fig*  ^3)  le  point  donné,  UVla  droite  donnée, 

Fig.  33. 
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I 

a  leur  distance  ÂB,  et  m  la  quantité  dont  on  prolonge  un 
rayon  quelconque  AN  pour  avoir  un  point  M  du  lieu. 
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Prenons  pour  axes  AX  parallèle  à  UV,  et  AY  perpendicu- 
laire;, désignons  par  j:,  y  les  coordonnées  MP,  AP  de  M 
Les  triangles  semblables  donneront 

BIP       MO 

MA  ~"  MN 

ou 

r  r  —  a 


(i) 

V^  j»  _{_  sn^  m 

d'où 

Si  maintenant  on  élève  les  deux  membres  au  carré  pour 
avoir  une  équation  rationnelle,  on  introduira  les  solutions 
qui  se  rapporteraient  au  premier  membre  cbangé  de  signe 

et  remplacé  par  [a — y)  ^'-f-j^*,  ce  qui  correspondrait 
à  la  supposition  que  m  est  porté  en  M^  en  sens  contraire 
de  NM.  Ce  nouveau  lieu  et  le  proposé  seront  représentés 
par  Téquation  suivante  : 

(a)  [x  —  ^Y  (^'  -^  r")  =  '"'r', 

qai  pourrait  être  résolue  par  rapport  à  x'  et  deviendrait 

On  trouverait  la  même  équation  en  prenant  le  point  M  de 
Tautre  côté  de  Taxe  des  j-,  de  sorte  que  les  valeurs  de  x 
pour  un'  même  j  pourront  être  portées  dans  les  deux 
sens.  Cette  courbe  est  celle  que  les  anciens  ont  nommée 
conchoïde. 

Remarque,  —  Si  l'on  fait  tendre  le  point  N  vers  B,  Vx 
du  point  M  ou  du  point  M^  tend  vers  zéro,  et  les  y  vers 
a  ±:  m,  de  sorte  que  si  l'on  suppose  a^m^  les  deux  points 
du  lieu  situés  sur  la  perpendiculaire  à  AX  seront  au-dessus 
de  A;  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  points  du  lien. 

9- 
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Cependant  Tëquation  (2)  est  satisfaite  par  r  =  o,  ^  =  o  ; 
cette  solution  est  donc  étrangère  à  la  question,  et  ne  peut 
pas  être  supprimée. 

Si  Ton  faisait  x  =  0  dans  Téquation  primitive  (i),  on  ne 
trouverait  pas   en  évidence   la  solution   y  =  o    comme 

dans  (2)  ;  mais  en  faisant^  =  o  on  trouverait  -  pour  Tun 

des  membres,  et  Ton  ne  pourrait  dire  que  l'équation  est 
satisfai le .  Nous  avons  bien  dit,  dans  \aScience  des  nombres, 

qu'une  inconnuej^qui  se  présente  sous  la  forme  -  peut  avoir 

toutes  les  valeurs,  parce  qu  elle  est  tirée  d'une  équation 
dont  les  deux  membres  sont  nuls,  quel  que  soit  y.  Mais 
c'était  supposer  que  l'équation  était  donnée  avant  la  divi- 
sion d'où  résulte  la  valeur  dejr^  et  il  est  évident  qu^a- 
lors  on  ne  devait  pas  faire  cette  division,  mais  reconnaître 
quej^  était  indéterminé.  Dans  le  cas  actuel  il  en  est  autre- 
ment :  c'est  la  division  dejr  par  y/x* -f-^*  qui  précède, 
et  il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  les  mêmes  raisonnements;  il 
faut  suivre  les  valeurs  de  ce  quotient,  et  on  voit  alors  qu'il 
est  égal  à  i  quand  x  est  zéro,  ce  qui  donne 

y  —a  a  —  X 

:L =  i;     ou =  I, 

///  m 

si  Ion  considère  les  points  M'-,  les  valeurs  de  j^  seront 
ainsi  a -^  m  et  a  —  m.  Mais  si  l'on  part  de  l'équation  (2), 

obtenue  en  chassant  le  dénominateur  \/x*  -hj*  et  élevant 

au  carré,  on  ne  trouve  plus  -  quand  on  fait  j^  =  o;  tous  les 

termes  disparaissent  et  l'équation  est  satisfaite;  mais  non 
la  question. 

94.  En  généralisant  ce  cas  particulier,  on  peut  dire  que 
si  par  la  suite  des  calculs  une  partie  d'une  équation  se 
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trouve  de  la  forme  •  •  et  qu'on    multiplie  les    deux 

membres  par  f  (•3^9^)9  la  nouvelle  équation  admettra  né- 
cessairement comme  solutions  les  valeurs  de  x  et  j^  qui 
annuleront  <f(x^J')  et  F(a:,  y).  Si  ces  solutions  convien- 
nent à  la  question,  il  n'y  a  aucune  solution  étrangère  intro- 
duite par  cette  multiplication.  Mais  si,  comme  dans  le 
cas  actuel,  elles  n'y  conviennent  pas,  le  calcul  aura  intro- 
duit ces  solutions  étrangères,  qu'il  sera  le  plus  ordinaire- 
ment impossible  de  supprimer. 

Il  faut  donc  toujours  examiner  avec  soin  les  circonstances 
dans  lesquelles  on  multiplie  les  deux  membres  par  une 
fonction  de  x  eijr^  et  surtout  celles  où  Ton  supprime  un 
facteur  commun.  Dans  ce  dernier  cas,  on  supprime  les 
solutions  qu^il  donnerait  en  l'égalant  à  zéro,  et  il  est  im- 
portant de  s'assurer  si  elles  conviennent  ou  sont  étrangères 
à  la  question. 

RECHERCHE    OBS    ÉQUATIONS    POLAIRES    DE    QUELQUES 

LIEUX    GÉOMÉTRIQUES. 

95.   Equation  polaire  du  cercle. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle;  a  et  a  les  coordonnées  po- 
laires de  son  centre;  r  et  cp  les  coordonnées  polaires  d'un 
point  quelconque  du  cercle.  Eu  joignant  ce  dernier  au 
centre,  on  aura  un  triangle  dont  les  trois  côtés  seront  B ,  a,  r, 
et  dont  l'angle  opposé  au  côté  R  sera  oc — cp,ouf  —  a,  quels 
que  soient  f  et  a,  même  dans  le  cas  où  l'on  considérerai^ 
des  valeurs  négatives  pourf  et  a,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  la  Trigonométrie.  Dans  ce  triangle  on  aura 

R»  =  /•*  -4-  u»  —  2 ar  cos  (7  —  a }, 
on 

R*  =  r*  -f-  «»  —  lar  cos  ( a  —  ç). 

Ces  deux  équations  se  réduiront  à  une  seule  en  considé- 
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rant,  comme  nous  l'avoas  fait  pour' la  généralisation  des 
formules  trigonométriques ,  que  deux  arcs  égaux  et  de 
signes  contraires  ont  le  même  cosinus.  Celte  équation 
nnique  sera  celle  du  cercle,  puisqu'elle  aura  lieu  entre  les 
coordonnées  de  tous  ses  points,  et  deux  seulement.  Elle 
sera 

r*  —  2<ircos  (y  —  a)  -h  a'  —  r^  —jz  o, 

ou,  en  supposant  que  Taxe  polaire  passe  par  le  centre, 

r*  —  2arcoSf  -f-  û'  —  r^  z=z  o, 

et  comme  nous  n'avons  considéré  que  la  valeur  absolue  du 
rayon  vecteur,  on  pourra  ne  tenir  aucun  compte  des  va- 
leurs négatives  de  r  qui  satisferaient  à  cette  équation  \  ce 
qui  aura  Heu  quand  on  aura  a  <^  R,  c'est-à-dire  quand  le 
pôle  sera  dans  l'intérieur  du  cercle. 

96.  Équation  polaire  de  V ellipse. 
Soient  F,  F'  (fig-  a4)  les  deux  foyers,  ac  leur  distance, 
M  un  point  quelconque  du  lieu,  et  a  a  la  somme  de  ses  dis- 

Fig.  a4. 

M 


\ 


tances  aux  points  F,  F'.  En  prenant  le  point  F  pour  pôle 
et  comptant  les  angles  à  partir  du  prolongement  FU  de  FF, 
les  coordonnées  r  et  f  du  point  M  seront  FM  et  l'angle  MFU. 
Cela  posé,  le  triangle  F'MF  donnera  entre  les  valeurs 
absolues  de  ses  côtés  l'équation 


F' M    =rr»-f-4c>--4crcosMFF', 
et  nous  savons  que  cette  équation  ne  sera  générale  qu'en 
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considérant  les  cosinus  de  deux  angles  supplémentaires 
comme  égaux  et  de  signes  contraires.  D'après  cela ,  nous 
pourrons  remplacer  cosMFF'  par —  cosc^,  en  traitant  ce 
facteur  d'après  les  règles  des  signes,  démontrées  dans  la 
multiplication  des  polynômes.  Remplaçant  en  outre  F' M 
par  son  égal  2a  —  r,  Téquation  deviendra 

00,  en  réduisant  y 


a  -f-ccosy 


Telle  est  l'équation  polaire  du. lieu  proposé.  Elle  ne 
donnera  pas  de  valeurs  négatives  de  r  quel  que  soit  f ,  pws- 
que  Ton  a  a^c. 

97.  Équation  polaire  de  Vhjperbole. 

Soient  F,  F'  (Jig*  aS)  les  deux  foyers,  2  c  leur  distance, 

Fig.  25. 
Y 


.-^'--rlt 


F*  0 


/ 

F      i 


et  2a  la  différence  des  distances  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  à  ces  deux  poî  n  is .  Prenons  pou  r  pôle  le  foyer  F', 
on  aura 

F'M  — FM  =  2« 

si  le  point  M  est  à  droite  de  Oy ,  et 

FM  — F'M  =2a 

s^il  est  à  gauche. 
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Le  triaogle  FF'M  donnera 

— t 

FM    ^r»-f-4^--4^'"COS?=  ('•=F2il)», 

le  5Îgne  —  se  rapportant  aux  points  à  droite  de  OT,  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne  FF',  et  le  signe  +  aux 
points  a  gauche.  Celte  équation  se  réduit  à 

r=  (ccos^ziza)  =^0^  —  a\ 

pour  la  partie  située  à  droite  de  OY  on  aura 


ccosf +  a 


et  pour  la  partie  gauche, 


■  -  • 

c  cos  f  —  a 


Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ces  diverses  équations 
quand  nous  traiterons  d'une  manière  générale  la  théorie 
des  coordonnées  négatives. 

98.  Équation  polaire  de  la  ligne  droite. 

Soient  (Jig-  '26)  A  le  pôle,  AU  la  direction  de  Taxe,  Ble 

FIg,  a6. 


\  •«» 


M' 


\ 
\ 


■^. 


point  où  la  droite  donnée  coupe  l'axe,  et  a  l'angle  que  fait 
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avec  AU  ou  BU,  la  directioa  de  la  parlie  BV  de  la  droite, 
que  Ton  obtiendra  la  première  en  faisant  tourner  autour 
de  B  dans  le  sens  des  angles  croissants  un  rayon  couché 
d'abord  sur  l'axe  BU.  Le  point  B  peut  être  sur  Taxe  AU  ou 
sur  son  prolongement.  Supposons-le  d'abord  sur  AU,  et 
faisons  AB  =  a  pour  un  point  quelconque  M  de  BV,  on  aura 


a  sma 


sin  (a  —  y)  ' 


pour  un  point  quelconque  Mi  du  prolongement  inférieur 
de  BV,  on  aura 

a  sin  a 
^~  sÏd'M'* 

mais  le  sin  M^  est  égal  au  sinus  de  la  somme  des  deux  autres 
angles  du  triangle  Mi  AB,  laquelle  est  égale  à  a  -f-  2  7r  —  f , 
dont  le  sinus  est  le  même  que  celui  de  a  —  (p.  On  trouve 
donc  la  même  équation  pour  tous  les  points  de  la  droite 
indéfinie. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  le  point  B  est  en  B'  sur  le 
prolongement  AV  de  AU.  On  aura  alors  pour  un  point  M, 
quelconque  de  B' V 

AB'sina 
sm  (y  —  ol) 

et  il  en  serait  de  même  pour  les  points  situés  sur  le  pro- 
longement de  B'  V. 

Cette  équation,  qui  a  lieu  pour  tous  les  points  de  ladroite, 
diflere,  par  le  signe  du  second  membre,  de  celle  qui  a  été 
obtenue  quand  elle  coupait  l'axe  du  côté  AU.  On  renferme- 
rait donc  les  deux  équations  dans  une  seule,  en  entendant 
que  a  désigne  la  distance  du  pôle  au  point  B  quand  ce  point 
est  sur  la  direction  de  Taxe  à  partir  de  laquelle  on  compte 
les  angles,  et  qu'il  désigne  cette  distance  affectée  du  signe  — 
quand  le  point  B  est  du  côté  opposé  du  pôle.  Les  choses 
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étant  ainsi  entendues,  Téquation  polaire  générale  de  la 
ligne  droite  sera 

asina 

sin(a — ff) 

99.  Remarque,  — Quand  nous  avons  considéré  le  rayon 
vecteur  du  point  M i,  nous  avons  dû  prendre  pour  f  Tangle 
décrit  par  une  droite  tournant  depuis  AU  jusqu'à  ÂM|  dans 
le  sens  des  angles  croissants.  De  cette  manière  le  rayon 
vecteur  part  de  la  valeur  a  quand  f  part  de  zéro,  et  aug- 
mente satis  limite  à  mesure  que  (f  s^approche  de  a  ;  ce  que 
nous  avons  déjà  dit  qu'on  exprime  on  disant  qu'il  est  infini 
pour  f  =  a.  Mais  en  augmentant  f  au  delà  de  a,  le  rayon 
direct  ne  rencontrera  la  droite  proposée  que  quand  f  aura 
dépassé  la  valeur  a  +  tt,  pour  laquelle  il  serait  redevenu 
parallèle  à  cette  droite  :  et,  en  continuant  à  augmenter  jus- 
qu'à 27r  ou  construira  le  prolongement  inférieur  de  la  droite. 
Il  n'y  a  là  aucune  difficulté;  c^est  ainsi  que  les  choses 
ont  été  entendues  quand  on  a  cherché  l'équation  polaire 
qui  est  satisfaite  pour  tous  les  points  de  la  droite. 

Néanmoins  on  peut  être  curieux  de  savoir  ce  que  don- 
nerait cette  même  équation  pour  les  valeurs  de  f  comprises 
entre  a  et  a  +  ^r,  et  dont  on  pourrait  ne  s'occuper  en 
aucune  façon. 

Nous  renverrons  cette  discussion  après  la  théorie  des 
coordonnées  négatives. 

100.  Équation  polaire  de  la  spirale  d^Archimède. 

Un  point  est  depuis  un  temps  indéfini  en  mouvement 
uniforme  sur  une  droite  qui  tourne  uniformément  autour 
d'un  de  ses  points  dans  un  plan  donné;  il  s'agit  de  trouver 
l'équation  de  la  courbe  qu'il  décrit.  Cette  courbe  porte  le 
nom  du  grand  géomètre  qui  l'a  étudiée  le  premier. 

Prenons  pour  pôle  le  point  fixe  A,  et  pour  axe  l'une  des 
positions  AU  de  la  droite  mobile  :  désignons  par  h  la  quan- 
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tité  constante  dont  le  point  se  déplace  sur  cette  droite, 
pendant  qu^elle  se  déplace  d'un  angle  égal  à  Tunité,  en 
prenant  pour  mesure  des  angles  au  centre  le  rapport  des 
arcs  interceptés  au  rayon. 

Soient  B  (fig*  27)  la  position  du  point  sur  AU,  et  M  une 
autre  position  quelconque,  oh  aura,  en  faisant  ÂB  =  a  et 

Fig.  37. 


supposant  que  le  point  mobile  s^éloigne  de  A^, 

Celte  équation  aura  lieu  évidemment  pour  toutes  les 
valeurs  de  f ,  depuis  zéro  jusqu'à  Tiufini;  mais  elle  ne  re- 
présente pas  les  positions  du  point  antérieures  à  son  arrivée 
enB.  Pour  les  obtenir  il  suffit  de  prendre  au-dessous  de  AU 
des  rayons  diminuant  uniformément^  de  manière  que  b  soit 
la  diminution  pour  l'unité  d'angle.  Désignant  par  ^'  les 
angles  comptés  à  partir  de  AU  dans  le  sens  opposé  aux 
angles  cf ,  l'équation  qui  liera  ces  nouveaux  points  sera 

(2)  r=a^bff'y 

et  par  conséquent  Téquaiion  (i)  suffirait  pour  représenter 
encore  cette  partie  de  la  courbe,  si  on  y  donnait  à  (f  des 
Taleurs  négatives,  et  qu'on  les  portât  en  sens  contraire  des 
valeurs  positives  à  partir  de  Torigine  AU.  Cependant 
Tëqaation  (a)  ne  construira  les  points  du  lieu  que  tant 
que  b(^'  ne  surpassera  pas  a;  elle  ne  pourra  être  employée 
que  jusquà  la  valeur  particulière  fi  telle  que  &cpi  =  a,  et 
qui  donnera  r=o.  La  droite  mobile  sera  alors  dans  la 
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position  où  elle  était  lorsque  le  point,  en  mouvement  sur 
cette  droite  depuis  un/  temps  indéfini,  passait  par  le 
point  fixe. 

Il  reste  encore  à  trouver  Téquation  du  lieu  des  points 
correspondants  aux  positions  antérieures,  qui  corres- 
pondent à  f'^^fi*  Ces  points  se  trouvent  en  arrière  du 
point  A  sur  la  droite  que  nous  faisons  rétrograder  par  les 
valeurs  croissantes  de  <f'  ;  et  leurs  distances  à  A  augmentent 
toujours  dans  le  même  rapport  avec  les  accroissements  de 
l'angle.  En  les  désignant  par  r'  on  aura  donc 

r'  =  b  {(f'  —  (fi)=:b(f'  —  a. 

On  voit  donc  que  Téquation  (2)  les  produirait  en  por- 
tant la  valeur  négative  a  —  b(f'  dans  le  sens  opposé  à  celui 
qui  correspondrait  à  l'angle  (f\  Donc  aussi  Téquation  (i) 
les  fournira  en  donnant  à  f  des  valeurs  négatives  indéfini- 
ment croissantes,  portant  dans  le  sens  direct  les  valeurs 
de  r  lorsque  Téquation  les  donnera  positives,  et  en  sens 
contraire  lorsqu'elle  les  donnera  négatives. 

On  voi  t  par  cet  exemple  que  la  considération  des  quan- 
tités négatives  peut  quelque  fois  servir  a  généraliser  dans  un 
système  de  coordonnées  polaires,  aussi  bien  quedans un  sys- 
tème de  coordonnées  rectilignes,  et  permettre  de  n'employer 
qu'une  seule  équation,  au  lieu  de  plusieurs,  pour  représen- 
ter les  diverses  parties  d'une  même  courbe.  Et  le  procédé  est 
toujours  le  même  :  il  consiste  à  porter  dans  des  sens  opposés, 
les  lignes  que  Téquation  donne  avec  des  signes  contraires. 
Ces  deux  sens  sont  clairement  indiqués  dès  que  l'angle  f 
est  connu  ^  ils  le  sont  aussi  bien  que  sur  les  axes  fixes  de 
coordonnées  rectilignes^  et  l'on  ne  peut  s'expliquer  par 
quel  incroyable  préjugé  quelques  savants  ont  pensé  que  les 
lignes  tournantes  ne  devaient  être  considérées  que  dans 
leurs  valeurs  absolues. 
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101 .  Équation  polaire  de  la  spirale  loganthmique. 
Cette  courbe  est  définie  par  la  condition  que  les  rayons 
vecteurs  varient  en  progression  par  quotient,  lorsque  les 
angles  varient  suivant  une  progression  par  diflerence,  et 
dans  un  sens  dëlerminé. 

Prenons  pour  pôle  le  point  donné  A  {Jîg*  28);  suppo- 
sons qu'on  donne  un  point  B  de  la  courbe,  et  prenons  Taxe 

Fîg.  a8. 
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dans  la  direction  AB.  Pour  compléter  les  données^  nous 
admettrons  qu'on  connaisse  un  second  point  C  de  la  courbe, 
au  moyen  de  Tangle  CAB  et  de  la  longueur  AC  que  nous 
désignerons  respectivement  par  a  et  &,  et  supposons  que  le 
sens  du  mouvement  soit  celui  de  AB  vers  AC,  dans  toute 
rétendue  du  lieu. 

Si  nous  partageons  Tangle  a  en  un  nombre  quelconque  m 
de  parties  égales,  et  que  nous  les  portions  indéiinimcnt  au 
delà  de  ÂC ,  il  sera  facile  de  trouver  pour  toutes  les  valeurs 
de  ^  qui  correspondent  à  ces  directions,  Texpiession  géné- 
rale de  rayons  vecteurs  en  progression  par  quotient,  dont 
AB  et  AC  feront  partie. 

Soient  en  effet  n  un  nombre  quelconque  de  subdivisions 
de  a,  (y  Fangle,  et  r  le  rayon  vecteur  correspondant  AM. 

m/J, 

La  raison  de  la  progression  par  quotient  sera  \/-'  et  par 

n 


conséquent  AM  ou  r  sera   égal  à  «i/  (-) 


OU  a  I  - 
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Posant  donc  —  =9,  on  aura 


9    r    -lî' 


ou,  en  posant 


&-- 


.f. 


(I)  -=:c^ 

^   '  a 

équation  indépendante  du  nombre  des  subdivisions  de  a, 
qui  peuvent  être  supposées  aussi  petites  que  Ton  voudra  -, 
de  sorte  que  f  peut  être  regardé  comme  variant  d'une  ma- 
nière continue.  L*équation  que  nous  venons  de  trouver 
entre  /'  et  cf  est  donc  celle  du  lieu  demandé. 

On  voit  que  les  angles  (f  sont  les  logarithmes  des  rap- 

ports  -9  dans  la  base  c,  et  c'est  pour  cela  que  l'on  a  donné 

à  cette  courbe  le  nom  de  spirale  logarithmique.  Si  [  -  ]  est 

plus  grand  que  i,  les  valeurs  de  r  vont  en  croissant  indéfi- 
niment avec  (p:  on  aura  c^  i,  et  la  courbe  se  composera 
d'un  nombre  infini  de  spires  dont  les  points  s'éloigneront 
indéfiniment  du  pôle  à  mesure  que  l'angle  (f  augmentera.  Si 

l'on  avait  i  -  j  <^  i,  les  rayons  iraient  au  contraire  en  di- 
minuant indéfiniment^  le  nombre  des  spires  serait  enco^ 
infini,  et  leurs  points  se  rapprocheraient  indéfiniment  du 
pôle  sans  jamais  y  arriver. 

.  b  r 

Enfin  si  -  =:  I ,  on  aura  -  =  i ,  ce  qui  donne  un  cercle 
a  a  ^ 

de  rayon  a. 

102.  Mais  l'équation  (i)  ne  représente  qu'uqe  partie  du 
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lieu,  celle  qui  est  du  côté  où  nous  avons  considéré  les 
angles  f ,  et  il  resterait  à  trouver  celle  qui  fournirait  les 
points  situés  de  l'autre  côté  de  ÂB.. 

Soit  (f  '  l'angle  formé  avec  AB  par  le  rayon  vecteur  de 
l'on  cpielconque  d^entre  eux.  En  agissant  comme  dans  le 
premier  cas,  on  trouvera 

n  f 


(.-)='(«-) 


9  z=  —      et     flrz^r(-)     =r(-)      ,      a'  =^  — , 
^  a  \a  I  \a  /  m 


et  par  suite 

r 


a 


Les  points'  situés  dans  cette  seconde  partie  du  lieu  se- 
raient donc  donnés  par  la  première  équation  (i),  dans  la- 
quelle on  donnerait  à  f  des  valeurs  négatives,  que  Ton 
porterait  dans  le  sens  opposé  aux  valeurs  positives;  et  en 
entendant  les  choses  ainsi,  nous  regarderons  Téquation  (i) 
comme  celle  du  lieu  demandé.  Il  est  à  remarquer  qu'au- 
cune valeur  de  cp  ne. donnera  de  valeurs  négatives  pour  r. 
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DES  LIEUX  REPRÉSENTÉS  PAR  DES  ÉQUATIONS  DONNÉES. 


103.  Nous  avons  vu  comment,  étant  donnée  une  pro- 
priélé  commune  à  tous  les  points  d*un  lieu,  on  pouvait  en 
déduire  une  équation  satisfaite  par  les  coordonnées  rectili- 
gnes  ou  polaires  d'un  point  quelconque  de  ce  Heu,  ce  que 
l'on  appelle  Véquation  de  ce  lieu.  Nous  allons  maintenant 
considérer  la  question  inverse,  et  nous  nous  proposons, 
étant  donnée  une  équation  entre  les  deux  coordonnées 
d'un  même  point,  de  déterminer  le  lieu  de  tous  les  points 
du  plan  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  équation. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  les  points  rap- 
portés à  deux  axes  quelconques  :  c^est  le  système  le  plus 
employé  -,  il  sera  facile  d'étendre  aux  autres,  et  particuliè- 
rement au  système  de  coordonnées  polaires,  les  considéra- 
tions auxquelles  celui-ci  donnera  lieu. 

Soit 

Téquation  donnée  dont  il  s'agit  de  déterminer  le  lieu, 

La  première  chose  qu'il  faut  savoir,  c'est  d'où  provient 
cette  équation.  A-t-elle  été  obtenue  en  partant  d'une  pro- 
priété des  points  à  déterminer,  ou  bien  n'a-t-elle  aucune 
origine  géométrique  et  n'est-elle  prise  arbitrairement  que 
comme  exemple  de  discussion? 

Dans  le  premier  cas,  rien  n'est  incertain.  On  sait  s'il 
faut,  pour  que  tous  les  points  du  lieu  soient  construits  par 
cette  équation  unique,  admettre  les  valeurs  négatives  de  x 
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et  j  qui  satisfont  à  Téquation,  à  la  condition  de  les  porter 
sur  les  axes  dans  le  sens  opposé  à  celui  qui  a  été  choisi  pour 
les  solutions  positives.  Dans  plusieurs  questions  étudiées 
précédemment,  nous  avons  vu  que  c'était  à  cette  condi- 
tion cpi'une  équation  unique  représentait  tous  les  points 
du  lieu  :  il  est  évident  alors  que  si  l'on  veut  construire 
tous  les  points  du  lieu  au  moyen  de  cette  équation,  il 
faudra  employer  toutes  ses  solutions  réelles,  positives  ou 
n^atives,  et  n'excepter  que  ses  solutions  imaginaires, 
puisque  Ton  a  bien  établi  que  tous  les  points  correspon- 
daient aux  solutions  réelles  seulement. 

Dans  le  second  cas,  on  se  propose  de  construire  des 
points  d'après  une  équation  qu'on  s'est  donnée  arbitraire- 
ment, et  on  est  tout  à  fait  maître  de  s'imposer  les  condi- 
tions qu'on  voudra.  On  pourra  se  borner  aux  points  dont 
les  coordonnées  seraient  les  solutions  positives  seulement, 
ou  aux  points  dont  les  coordonnées  seraient  uniquement 
les  solutions  négatives,  ou  encore  dont  les  x  seraient  posi- 
tifs et  les  j^  négatifs,  et  réciproquement.  Rien  n'empêchera 
l'opérateur  de  construire  des  points  d'après  les  solutions 
imaginaires  de  l'équation,  en  les  employant  de  la  manière 
qui  lui  conviendra.  Tout  sera  permis,  en  un  mot,  puisque 
ce  sera  une  simple  question  de  fantaisie.  Il  n'y  aura  alors 
aucune  difficulté  à  se  proposer  sur  l'interprétation  des  solu- 
tions. Celui  qui  s'en  ferait  et  croirait  les  lever,  se  ferait 
illusion  à  lui-même  :  il  serait  la  dupe  d'une  apparence  de 
solution  pour  une  question  mal  posée. 

Ce  second  cas  donc  ne  mérite  pas  un  examen  sérieux  \ 
il  ne  peut  être  regardé  que  comme  un  simple  amusement  à 
l'occasion  d'une  équation,  et  n'aurait  de  scientifique  que 
l'apparence.  Nous  devons  nous  borner  au  cas  où  l'origine, 
ou  les  données  de  l'équation,  fixent  d'une  manière  précise 
l'usage  que  l'on  doit  faire  des  diverses  formes  que  peuvent 
affecter  les  solutions  de  l'équation. 

10 
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Les  moyens  de  généralisation  que  nous  emploierons  par 
la  suite  pour  la  représentation  de  tous  les  points  d'un  lieu 
par  une  seule  équation,  ne  consisteront  que  dans  la  consi- 
dération des  signes  -h  et  —  attachés,  comme  nous  Tavons 
fait  jusquMci,  aux  deux  directions  opposées  des  coordonnées 
prises  à  partir  de  l'origine  sur  chacun  des  axes,  ou  du 
rayon  vecteur  sur  la  ligne  déterminée  par  Tangle  f .  C^est 
pourquoi  nous  ne  tiendrons  aucun  compte  des  solutions 
imaginaires,  et  nous  ferons  des  solutions  négatives  un 
usage  conforme  aux  prescriptions  de  la  question.  Quelles 
qu^elles  soient,  les  méthodes  de  discussion  n'en  seront  pas 
modifiées,  puisqu'il  ne  s'agira  que  de  négliger  les  solutions 
négatives,  ou  bien  de  les  porter  d'un  autre  côté  bien  déter- 
miné. 

104.  Une  équation  unique  représente  généralement  un 
lieu  continu» 

Supposons  qu'entre  deux  valeurs  a,  &,  toute  valeur  prise 
pour  X  détermine  une  valeur  réelle  de  y  donnant  lieu  à  la 
construction  d'un  point,  c'est-à-dire  positive  si  Ton  doit 
rejeter  les  solutions  négatives,  et  de  signe  quelconque  si 
on  doit  les  accepter  en  les  portant  en  sens  opposé.  Dans 
ce  cas,  si  le  premier  membre  de  Téquation 

F(x,  f)  =  o 

est  une  fonction  continue  de  x  et  y,  il  est  facile  de  voir 
qu'en  faisant  croître  x  d'une  manière  continue  de  a  k  b, 
la  fonction  y  variera  aussi  d'une  manière  continue,  soit 
qu'elle  puisse  s'exprimer  en  x  au  moyen  des  fonctions 
simples  admises  dans  le  calcul,  soit  que  l'on  doive  se 
borner  aux  procédés  d'approximation  relatifs  aux  racines 
des  équations  à  une  seule  inconnue.  Les  points  construits 
ainsi  se  suivront  donc  d'une  manière  continue. 

Il  est  possible  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x  les 
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valeurs  de ^  deviennent  imaginaires,  et  alors  le  lieu  est 
interrompu.  11  pourra  renaître  ensuite,  si  les  valeurs  re« 
deviennent  réelles,  et  cela  pourra  se  produire  un  nombre 
de  fois  quelconque  :  de  sorte  que  le  lieu  total  de  l'équation 
pourra  se  composer  de  plusieurs  lieux,  séparément  conti- 
nus, mais  entièrement  isolés  les  uns  des  autres.  Pour  être 
sûr  de  n'en  perdre  aucun,  il  sera  nécessaire  de  considérer 
les  valeurs  positives  de  x  croissant  indéfiniment  depuis 
zéro,  puis  de  revenir  à  zéro  et  donner  à  x  des  valeurs  néga- 
tives indéfiniment  croissantes.  En  construisant  pour  cha- 
cune de  ces  valeurs  de  x  toutes  celles  que  Téquation 
fournit  pour  y,  on  est  certain  d'avoir  la  construction  com- 
plète du  lieu  de  l'équation 

Mous  examinerons  d'une  manière  spéciale  les  circon- 
stances importantes  que  peut  comporter  la  discussion  des 
lieux ^  nous  n'avons  voulu  ici  qu'envisager  sommairement 
le  moyen  de  reconnaître  l'existence  du  lieu,  et  les  diverses 
parties  séparées  dont  il  peut  être  composé. 

iOo.  Des  points  communs  à  deux  lieux  dont  on  a 
les  équations . 

Si  un  point  se  trouve  à  la  fois  sur  ces  deux  lieux,  ses 
coordonnées  doivent  satisfaire  à  l'équation  de  l'un  et  de 
l'autre  de  ces  lieux-,  et  réciproquement,  tout  système  de 
valeurs  de  a:  et ^  qui  satisfait  à  ces  deux  équations  con- 
struit un  point  qui  est  sur  l'un  et  l'autre  lieu.  Le  problème 
géométrique  de  l'intersection  de  deux  lieux  correspond  donc 
dans  la  science  des  nombres  à  la  recherche  des  solutions 
réelles  communes  à  deux  équations^  et  réciproquement. 

i06.  Nous  avons  prouvé  l'existence  d'un  lieu  continu 
entre  deux  valeurs  a,  &,  de  x^  telles  que  toutes  les  valeurs 
intermédiaires  en  donnaient  de  réelles  pour  jr*  Mais  s'il 
n'y  avait  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  x  qui  en 

10. 
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donnassent  de  réelles  pour  jr,  le  lieu  se  composerait  d'un 
nombre  limité  de  points  isolés,  correspondant  à  ces  solu- 
tions réelles  de  Téquation.  Si,  par  exemple,  F(x,  jr)  était 
la  somme  de  deux  carrés,  Téquation  serait  de  la  forme 

/(*,r)'-+-?(-^.r)'  =  o 

et  ne  pourrait  être  satisfaite  que  si  Ton  avait  à  la  fois 

ce  qui  ne  donnerait  en  général  qu  un  nombre  limité  de 
solutions,  et  par  conséquent  un  nombre  limité  de  points 
pour  le  lieu  de  Téquation. 

Enfin,  si  F  (x,^)  était  la  somme  de  trois  carrés,  il  faudrait 
trouver  des  valeurs  de  x  etjr  qui  les  annulassent  séparé- 
ment tous  les  trois,  ce  qui  serait  le  plus  souvent  impossible  : 
il  n'y  aurait  alors  aucun  point  qui  satisfit  et  l'équation 
n'aurait  aucun  lieu. 

107.  Classification  des  équations  dans  un  système  de 
coordonnées  rectilignes. 

On  partage  d'abord  les  équations  en  algébriques  et  en 
transcendantes. 

On  appelle  algébriques  celles  où  les  variables  x  ety  ne 
sont  soumises  qu'aux  opérations  qu'on  nomme  algébriques^ 
et  qui  sont  l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication,  la 
division,  l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction  des 
racines. 

On  appelle  transcendantes  celles  où  les  variables  entrent 
comme  exposants,  ou  sous  les  indices  de  logarithmes  ou  de 
fonctions  trigonométriques. 

Les  équations  algébriques  étant  supposées  débarrassées 
de  tous  les  radicaux,  et  tous  les  dénominateurs  variables 
étant  chassés,  se  classent  suivant  leur  degré,  qui  se  mesure 
par  la  plus  forte  somme  des  exposants  de  x,  y,  dans  les 
divers  termes  de  l'équation. 
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C'est  dans  cet  ordre  qu'il  convient  de  les  étudier  d'abord, 
et  Ton  coDimencera,  par  conséquent,  par  les  équations  du 
premier  degré  en  x  et  j^. 

Mais  avant  ces  discussions  spéciales  il  est  bon  de  ré- 
soudre une  question  qui  leur  est  applicable  a  toutes,  et  peut 
quelquefois  beaucoup  les  simplifier  :  c'est  la  recherche  des 
formules  générales  propres  à  faire  passer  d'un  système  de 
coordonnées  à  un  autre. 
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DE  LA  TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES.  -  GÉNÉRALISA 
TION  DES  FORMULES  AU  MOYEN  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


108.  Les  équations  qui  exprimeut  des  conditions  géomé- 
triques dépendent  beaucoup  du  système  de  coordonnées  au- 
quel les  points  sont  rapportés  ;  elles  peuvent  être  très-com- 
pliquées dans  un  système,  et  très-simples  dans  un  autre. 
Le  choix  n'en  est  donc  pas  indifférent*,  et  lorsqu'il  a  été 
fait  d'une  manière  désavantageuse,  ou  lorsque  la  généralité 
d'une  question  a  demandé  qu'il  fût  pris  d'une  manière  indé- 
terminée, il  peut  être  bon,  quand  on  en  vient  à  particu- 
lariser la  discussion,  de  chercher  si  le  système  primitif  de 
coordonnées  ne  pourrait  pas  être  utilement  changé  en 
d'autres  plus  appropriés  aux  conditions  spéciales  des  di- 
verses questions  auxquelles  on  serait  ramené. 

Quelles  que  soient,  au  reste,  les  raisons  qui  peuvent 
porter  à  faire  ce  changement^  la  question  que  l'on  se  pro- 
pose se  ramène  à  celle-ci  :  Trouver  deux  équations  entre 
les  coordonnées  d^un  point  quelconque  dans  un  système^ 
et  ses  coordonnées  dans  un  autre;  car  en  substituant  dans 
une  équation  quelconque  du  premier  système,  aux  coor- 
données qui  y  entrent,  leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux 
relations,  on  aura  une  équation  entre  les  coordonnées  des 
mêmes  points,  dans  le  nouveau  système  • 

Si  on  avait  l'équation  d'un  lieu,  on  en  aura  une  diffé- 
rente, mais  qui  représentera  identiquement  le  même  lieu, 
et  dans  la  même  position;  il  n'y  aura  de  changé  que  le 
mode  de  détermination  de  ses  points. 
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Si,  au  contraire,  les  points  considérés  sont  en  nombre 
limité,  et  que  leurs  coordonnées  doivent  être  entièrement 
déterminées,  on  aura  encore  ces  mêmes  points  à  la  même 
place  ;  seulement  ils  seront  donnés  au  moyen  de  coordon- 
nées d'une  autre  espèce  qui  seront  déterminées  par  les 
équations  obtenues  par  la  substitution  des  valeurs  trouvées 
pour  les  premières  en  fonction  des  secondes,  diaprés  les 
deux  relations  entre  ces  quatre  quantités. 

Nous. allons  examiner  les  cas  les  plus  importants  aux- 
quels cette  question  générale  peut  donner  lieu. 

109.  Formules  pour  passer  d'axes  quelconques  à  des 
axes  parallèles. 

Soient  AX,  AY  (fig»  îip)  les  axes  du  système  donné;  et 
A'X',  A'Y'  ceux  auxquels  on  veut  rapporter  les  points  et 


X,     P* 


qui  sont  parallèles  aux  premiers,  et  respectivement  dans 
le  même  sens;  a  et  &  les  coordonnées  AB,  A'B  de  la  nou- 
velle origine.  Désignons  par  x,  y  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  dans  le  premier  système,  et  par  x',  j' 
ses  coordonnées  dans  le  second. 

II  s'agit  d'exprimer  généralement,  si  cela  est  possible, 
xet^  en  fonction  de  x\y.  La  discussion  étant  absolument 
semblable  pour  les  y  que  pour  les  a:,  nous  nous  bornerons 
à  celle-ci. 

Supposons  d'abord  que  le  point  B  soit  sur  le  prolonge- 
ment AX,  sur  lequel  on  porte  les  valeurs  positives,  et  que 
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le  pied  Q  de  Tordonnéc  j^'  tombe  du  côté  A'X'  sur  lequel 
on  compte  les  x'  positifs,  A'X^  étant  supposé  dans  le  même 
sens  indéfini  que  AX. 

D  est  évident  qu^on  aura 

AP  =  fl-f-A'Q, 

(l)  x^zfl-f-a/, 

tant  qu'on  restera  dans  ces  conditions. 

Si  maintenant  le  pied  de  y'  se  trouve  en  Q'  entre  A' 
et  C,  on  aura 

CQ'  =  fl  — A'Q'     ou    *  =  /i  — A'Q'. 

Donc,  si  Ton  veut  que  la  formule  (i)  s'applique  à  cette 
nouvelle  disposition,  il  faudra  y  regarder  x^  comme  dési- 
gnant—  A'Q'. 

Enfin,  si  le  pied  de  l'ordonnée  y*  tombe  en  Q'^,  et  le 
pied  P''  de  \y  sur  le  prolongement  AXi  opposé  à  AX, 
on  aura 

AP''  =  A'Q'— fl     ou     —  AP''  =  — A'Q'4-tf; 

donc  la  formule  (i)  s'appliquerait  encore  à  cette  position 
du  point  M,  si  l'on  entendait  que  x  est  remplacé  par — AP'', 
et  x' par  —  A'Q'. 

Donc,  enfin,  la  formule  (i)  conviendrait  à  toutes  les 
positions  du  point  sur  le  plan,  à  la  condition  que  les  x 
et  X*  y  seraient  regardés  comme  de  simples  nombres  quand 
ils  seront  portés  sur  les  directions  respectives  AX,  A^X',  et 
comme  des  nombres  afiectés  du  signe  —  quand  ils  seront 
portés  dans  les  directions  opposées. 

Il  ne  reste  plus  qu  à  examiner  le  cas  où  l'origine  A' aurait 
son  abscisse  du  côté  AXj. 

Il  faudra  recommencer  avec  cette  nouvelle  position  du 
point  B  la  discussion  que  nous  venons  de  faire. 
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Soient  6  (fig-  3o)  le  pied  de  l'ordonnée  de  A^,  et  M  un 
point  tel,  qae  le  pied  de  son  ordonnée  jr  tombe  du  côté  AX  ; 
on  aura  x  =  x'  —  AB,  formule  différente  de  (i),  mais  qui 

Fîg.  3o. 

iv 


y  rentrerait  si  dans  celle-ci  on  remplaçait  a  par  —  AB. 
Les  autres  positions  de  M  conduiraient  à  la  même  remar- 
que. Donc  l'équation  (i)  convient  à  toutes  les  positions  des 
points  du  plan^  et  de  la  nouvelle  origine  elle-même,  en 
entendant  comme  nous  venons  de  le  dire  les  signes  de 
X,  x',  a. 

La  discussion  serait  entièrement  la  même  pour  les/;  de 
sorte  qu'on  peut  dire  que  les  relations  entre  les  anciennes 
coordonnées  et  les  nouvelles,  sont  exprimées  par  les  équa- 
tions générales 

à  la  condition  que  ces  six  quantités  seront  considérées 
comme  positives  dans  un  sens,  et  négatives  dans  Tautre. 

Si  Taxe  des  x'  était  dirigé  en  sens  contraire  de  Taxe 
des  a:,  on  verrait  facilement  que  la  formule  générale  entre 
X  et  x'  serait  x  =  û  — x'  an  lieu  de  x  =  a-hx^',  de  sorte 
que  les  formules  (2)  seraient  changées  en 

Et  de  même  si  Taxe  des  y*  était  dirigé  en  sens  contraire  de 
Taxe  des  j^,  la  seconde  des  formules  (2)  se  changerait  en 

110.  Changement  de  direction  des  axes  autour  de  la 
même  origine. 
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Supposons  que  les  points  d'un  plan  aient  été  rapportés 
d'abord  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  ce  que  Ton  fait 
ordinairement  quand  aucun  système  oblique  ne  semble 
offrir  des  avantages  spéciaux.  Il  peut  arriver  que  Ton 
espère  des  simplifications  en  prenant  de  nouveaux  axes 
dans  des  directions  différentes  ]  et  pour  faire  Fessai  de  la 
manière  la  plus  complète,  on  ne  doit  pas  d^avance  les  assu- 
jettir à  être  rectangulaires.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  com- 
pliquer celte  nouvelle  question  du  changement  de  l'origine, 
puisqu'en  vertu  des  formules  précédentes  ce  changement 
se  fera  avec  la  plus  grande  facilité,  soit  avant,  soit  après 
le  changement  de  direction. 

La  question  que  nous  avons  à  résoudre  est  donc  celle-ci  : 

«  Trouver  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  j 
»  d'un  point  quelconque  par  rapport  à  deux  axes  rectan- 
»  gulaires,  et  ses  coordonnées  x\  j' par  rapport  à  des  axes 
»  quelconques  ayant  la  même  origine.  » 

Soient  AX,  AY  (fig^  3i)  les  directions  du  sens  positif 
des  premiers  axes  -,  AX',  AY',  les  directions  positives  des 
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nouveaux^  a  Tangle  que  fait  la  direction  AX'  avec  AX  en 
tournant  autour  de  A  à  partir  de  AX  jusqu'à  ce  que  la 
direction  mobile  coïncide  avec  AX',  quelle  que  puisse  être 
la  valeur  de  cet  angle*,  a'  Tangle  formé  de  même  avec 
AX  par  la  direction  mobile  quand  elle  vient  coïncider 
avec  AY'. 


CHAPITRE   III.  l55 

G)nsîdëroiis  un  point  quelconque  M  du  plan  *,  abaissons 
MP  perpendiculaire  sur  AX,  et  MP'  parallèle  à  A  Y' 5  AP, 
MP  et  AP',  MP'  seront  les  grandeurs  absolues  de  a:,  y  et 
dex',y. 

Cela  posé,  considérons  le  polygone  fermé  AP'MPA, 
parcourons-le  à  partir  de  Torigine  dans  le  sens  marqué  par 
ces  lettres,  et  multiplions  la  valeur  absolue  de  chaque  côté 
par  le  cosinus  de  Tangle  formé  avec  une  direction  fixe  par 
la  direction  de  ce  côté  dans  le  sens  où  il  est  parcouru  ;  nous 
savons  que  la  somme  de  ces  produits,  pour  le  contour  entier 
du  polygone,  est  égale  à  zéro.  Choisissons  d'abord  pour  cette 
direction  fixe  celle  de  AX. 

La  généralité  de  l'équation  que  nous  allons  trouver,  et 
les  conditions  sous  lesquelles  elle  a  lieu,  seront  facilement 
établies  au  moyen  de  la  remarque  suivante. 

Lorsqu^un  des  côtés  AP',  P'M  du  polygone,  AP'  par 
exemple,  sera  décrit  dans  le  sens  même  de  Taxe  correspon- 
dant AX',  l'angle  des  deux  directions  sera  celui  de  cet  axe 

avec  AX,  que  nous  exprimerons  par  X'X;  mais  s^il  était 
en  sens  opposé,  comme  Test  par  exemple,  dans  notre  figure, 
le  côté  P'M  par  rapporta  son  axe  AY',  Tangle  serait  le 
supplément  de  celui  de  A  Y'  avec  AX,  et  le  terme  de 
la  somme  devra  être ,  d'après  le  théorème  général , 
— MP'cosY'X.  D'où  il  résulte  généralement  que  chacun 
de  ces  termes  dans  la  somme,  sera  le  produit  de  la  coor- 
donnée par  le  cosinus  de  F  angle  des  directions  des  axes 
positifs  correspondants,  si  Ton  regarde  les  coordonnées 
comme  négatives  quand  elles  sont  dans  le  sens  opposé  aux 
directions  choisies  AX',  A  Y'. 

Quant  aux  deux  autres  côtés  MP,  PA,  le  premier  donne 
un  produit  nul  \  le  second  est  parcouru  dans  le  sens  de  P 
vers  rorigîne  A,  ce  qui  est  le  sens  opposé  à  AX  si  P  est  du 
côté  AX,  et  le  sens  même  de  AX,  si  P  est  du  côté  opposé; 
de  sorte  que  le  côté  PA  fournira  dans  Tun  et  l'autre  cas  un 
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terme  eYprimé  par  —  .r ,  et  Ton  aura  Téquation  générale 

x-=^x'  cos  x! X  '\-  y'  cos ^' or, 

et  ToQ  trouverait  de  même,  en  prenant  AY  pour  la  direc- 
tion fixe, 

/  =  x'  cos  a/  y  H-j'  cos  /' j. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  ces  quatre  cosinus  au  moyen 
de  a  et  c/J\  et  on  se  rappellera  que  dans  l'estimation  des 
angles  avec  la  direction  fixe,  on  peut  aussi  bien  prendre  le 
supplément  à  quatre  droits  que  Tangle  même.  On  aura  ainsi 

cos  x'  xz=.  cos  a ,      cos  y*  x  =  cos  a', 

cosar'j^  =  cos  ( aj      ou     cos  la j^ 

et  par  suite 

cosar'j  =z  sin  a, 
et  enfin 

cosy j  =  cos  ( a' j      ou     cos  (a' J » 

et  par  conséquent 

cosj'j  =  sina'. 

On  aura  donc  les  deux  relations  générales  suivantes  entre 
les  coordonnées  Xyj  et  x^y'  \ 

j  j:  =  a/cosa-|-ycosa', 
^  I  j  =  y  sin  a  -h  ysin  a', 

et  elles  ne  seront  générales  qu'à  la  condition  de  prendre  les 
coordonnées  comme  positives  dans  un  sens ,  et  négatives 
dans  le  sens  opposé,  et  de  traiter  ces  quantités  négatives 
dans  les  calculs  suivant  les  règles  des  signes  des  polynômes; 
de  sorte  qu'il  n  y  a  aucune  difficulté  à  faire  sur  la  manière 
de  les  employer. 

111.  Si  Ton  changeait  à  la  fois  l'origine  et  la  direction 
des  axes ,  on  commencerait  par  transporter  l'origine ,  sans 
changer  la  direction  des  axes ,  ce  qui  se  ferait  au  moyen  des 
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formules  (2)  \  puis  on  passerait  de  ces  axes  intermédiaires  aux 
axes  définitifs  au  moyen  des  formules  (  3  ) ,  et  Ton  aurait  ainsi 

jr  =  a  -f-  ^  cos  a  -f-  ^'  cos  a', 
j  =  ^  -h  j/  sin  a  -f-  j^  sin  a'. 

Si  les  axes  primitifs  faisaient  entre  eux  un  angle  quel« 
conque  0 ,  on  trouverait  par  des  considérations  analogues 

j/sinfÔ—  «)-+-  r'sin  (ô  —  a') 

'4)        {  "" 

■  ,        jr'sin  a  -f-  r  sin  a 

r=^  -^ ^ 

sin  0 

Et  si  Ton  voulait  revenir  du  second  système  au  premier,  il 
suflSrait  de  substituer  à  x\  y'  les  valeurs  en  a:  et  j^  que 
donneraient  les  équations  (4)* 

Les  formules  (4)  reproduiraient  les  formules  (a)  si  l'on 
y  faisait  a  =  o,  a'  =  6. 

Elles  reproduiraient  les  dernières  du  n^  109  en  faisant 
a  =  ir  conjointement  avec  a'  =  0  ou  a'  =  6  +  it  5  et  a  =  o 
conjointement  avec  a'  =  0  -f-  tt. 

112.  Si  les  deux  systèmes  d^axes  étaient  rectangulaires, 
les  formules  (3)  ne  dépendraient  que  d'un  seul  angle  a; 
mais  il  y  a  deux  cas  qu'il  faut  bien  distinguer.  Les  nou- 
veaux axes  des  x'  et  y'  peuvent  être  Fun  par  rapport  à 
l'autre  dans  le  même  sens  que  ceux  des  x  et  j^,  ou  en  sens 
inverse  \  c'est-à-dire  que  si  l'on  fait  tourner  autour  de  l'ori- 
gine le  système  x'j^' jusqu'à  ce  que  l'axe  positif  des  a:'  coïn- 
cide avec  celui  des  x,  l'axe  positif  des  j^'  pourra  coïncider 
avec  celui  des  j^,  ou  bien  avec  son  prolongement. 

Dans  le  premier  cas  on  aura 


et  dans  le  second 


a'=ra-f  -ï 
2 


2 
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On  aura  donc  dans  le  premier 

cos  a'  =  —  sin  a ,     sin  a'  =  ces  a , 

et  dans  le  second 

cos  a'  =  sin  a,     sin  a'  =  —  cos  a. 
Les  formules  (2)  deviendront  donc  dans  le  premier  cas 

(5) 


et  dans  le  second 

(6) 


(  i'  =  y  cosa  — y  sin  a, 
\y  =zx'  sina  -4-  j^'  cos  a, 

\  X  =:  j/  cos  OL  -hx^  sîn  a, 
l  jr  =:  x'  sin  OL  —  y  cos  a. 


H3.  Remarque,  — La  forme  linéaire  des  équations  (4) 
par  rapport  à  x,y^  x',^' donne  lieu  à  une  conséquence  re- 
marquable. Si  les  deux  membres  de  Téquation  d'un  lieu  sont 
des  fondions  rationnelles  el  entières  des  deux  coordonnées, 
le  degré  de  cette  équation  ne  changera  pas  par  cette  trans- 
formation. En  effet,  en  remplaçant  x  etj"  par  des  expres- 
sions du  premier  degré  en  x\j'\  on  ne  peut  avoir  évidem- 
ment une  somme  d'exposants  plus  forte  qu'on  ne  l'avait 
en  X  etj"^  mais  le  degré  du  résultat  total  ne  pourrait  il  pas 
devenir  moindre  par  la  destruction  des  termes  les  plus  éle- 
vés? On  pourrait  reconnaître  directement  que  cela  n'est  pas 
possible,  mais  une  bien  simple  observation  le  démontre^ 
car  si  Téquation  en  x  ,  y'  était  de  degré  moindre  que  celle 
en  x^jj  il  faudrait  que  ce  degré  s'élevât  en  revenant  à  cette 
dernière  par  la  substitution  à  x\j^  de  leurs  valeurs  li- 
néaires en  x,  _^,  tirées  de  (4)  ;  ce  qui  est  impossible. 

On  voit  donc  que  si  Téquation  d'un  lieu  est  d'un  certain 
degré  par  rapport  à  un  certain  système  d'axes,  elle  conser- 
vera toujours  ce  même  degré,  quel  que  soît  le  système  d'axes 
auquel  on  la  rapporte. 

El  c'est  pour  cela  qu'il  est  possible  de  prendre  le  degré 
des  équations  comme  moyen  de  classification  des  lieux  géo- 
métriques. 
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IH..  Transformation  de  coordonnées  rectilignes  en 
coordonnées  polaires j  et  réciproquement. 

Si  le  pôle  n^est  pas  à  rorigîne  et  a  pour  coordonnées  les 
quantités  positives  ou  négatives  a,  £,  on  commencera  par  y 
transporter  l'origine,  et  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes, 
au  moyen  des  formules  (2)  \  et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver 
deux  relations  entre  les  nouvelles  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  quelconque  et  ses  coordonnées  polaires,  le  pôle 
étant  à  Torigine  des  ipremières  \  ce  qui  est  le  cas  que  nous 
examinerons  en  premier  lieu. 

115.  Soient  donc  les  axes  AX,  AY,  que  nous  supposerons 
d'abord  rectangulaires;  prenons  l'axe  des  x  positifs  pour 
origine  des  angles  variables,  et  pour  pôle  l'origine  des 
coordonnées  x  et  j^. 

Les  coordonnées  polaires  d'un  point  sont  la  longueur  de 
la  droite  qui  joint  le  pôle  à  ce  point ,  ou  le  rayon  vecteur 
du  point;  et  l'angle  que  fait  avec  l'axe  la  direction  du 
rayon  vecteur,  qui  est  celle  de  la  droite  partant  du  pôle  et 
allant  vers  le  point.  jNous  désignerons  ces  deux  coordonnées 
par  r  et  (p.  Il  s'agit  de  trouver  deux  équations  générales 
entre  x,  y^  r,  (j,  d'où  l'on  pourra  tirer  x  Gt  y  en  fonction 
de  r  et  y,  ou  réciproquement  r  et  (f  en  fonction  de  x  eij. 

Soit  M  [fig-  32)  un  point  quelconque  du  plan.  Ses 
coordonnées  seront,  quant  à  la  grandeur  seulement,  les 

Fig.  32. 
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deux  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  r; 
quant  aux  signes,  on  voit  immédiatement  que  le  cosinus  de 
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Tangle  f  est  positif  ou  négatif  en  même  temps  que  x ,  et  que 
sîn(j>  est  de  même  positif  ou  négatif  en  même  temps  quej^î 
de  sorte  que  les  deux  équations  entre  x^y^  y,  r  sont 

(7)  j?z=:rcosy,     j=:rsin(p, 

en  entendant  que  sincf,  coscp  prennent  pour  les  diverses 
valeurs  de  cp  les  signes  admis  dans  la  Trigonométrie  ;  que 
X  et  y  sont  positifs  dans  un  sens  et  négatifs  dans  Tautre  ; 
enfin  que  r  est  toujours  la  valeur  abSblue  du  rayon  vec- 
teur. 

116.  Si  le  pôle  était  différent  de  Torigine,  et  avait  pour 
coordonnées  a  et  &,  les  formules  seraient  évidemment, 
diaprés  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus, 

(8)  jr:  z=z  a -h  r  COS  ^  9     jr  =z  b  -^  rsiïif. 

Si  les  axes  primitifs  faisaient  entre  eux  un  angle  quel* 
conque  6,  les  formules  seraient 

rsinlB  —  9)  ,        rsin® 

smO  smO 

Enfin,  si  Taxe  polaire  faisait  avec  AX  un  angle  a  positif  ou 
négatif,  les  formules  seraient 

,    ,  rsin  (0  —  «  —  a)  ,       rsin(»-ha) 

^^  smO  smG 

117.  Si  Ton  voulait  au  contraire  passer  d'un  système  de 
coordonnées  polaires  à  un  système  de  coordonnées  recti- 
lignes,  par  rapport  auquel  le  pôle  et  Taxe  polaire  seraient 
situés  comme  nous  l'avons  supposé  dans  les  formules  précé- 
dentes, il  suffirait  de  tirer  de  ces  dernières  les  valeurs  de  r 
et  f  en  X  et j^,  et  de  les  substituer  dans  les  équations  don- 
nées en  7*  et  f  • 

Considérons,  par  exemple,  les  équations  (8).  Ellles  don* 
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neront,  en  prenant  la  valeur  absolue  du  ra'dical, 

r=  v'(i--fl)'-4-(r-A)S 
X  —  a 


COSy  1= 


sin^  = 


Si  Téquation  donnée  est 

F(r,   siny,  cosç)r=o, 

la  substitution  n^offre  aucune  difficulté,  si  ce  n'est  peut- 
être  des  irrationnalités  à  faire  disparaître.  Mais  si  Tangle  9 
lui-même  entre  dans  Téquation,  qui  sera  alors  de  la  forme 

F(r,  f)  =  o, 

il  faudra  tirer  cj»  des  équations  précédentes,  qui  donneront 

a  —  a                       .     r  —  b 
f  =:  arc  cos 9      ^  r^  arc  sm 9 

et  si  Ton  ne  s'assujettissait  qu'à  Tune  de  ces  expressions  on 
ne  satisferait  pas  à  toutes  les  exigences,  puisque  le  cosinus 
d^un  arc  correspond  à  deux  sinus  égaux  et  de  signes  con- 
traires; et  il  en  est  de  même  d'un  sinus.  Lorsqu'on  se  bor- 
nera à  exprimer  Tune  des  deux  conditions,  il  pourra  en 
résulter  des  embarras  et  des  apparences  de  difficultés  et  de 
contradictions  qu'on  lèvera  facilement  au  moyen  de  la  re- 
marque que  nous  venons  de  faire. 

DE   QUELQUES    AUTRES    SYSTÈMES    DE    COORDONNÉES. 

118.  Les  deux  systèmes  que  nous  venons  de  considérer 
sont  les  seuls  que  l'on  emploie  ordinairement.  Quand  on 
donne  une  équation  entre  d'autres  éléments  de  détei^na- 
tion  des  points,  on  ne  la  regarde  pas  comme  l'équation  du 
lieu;  et  ce  qui  n'est  au  fond  qu'un  problème  de  transfor- 

II 
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niationde  coordonnées  est  conFÎdéré  ^omme  une  reclierclie 
d'équation  de  lieu  d'après  des  conditions  données. 

Si,  par  eicemple,  on  prenait  pour  coordonnées  des  points 
leurs  distances  i^â'k  deux  points  fixes,  Féquation  J+d'=fl 
serait  celle  d'un  lieu  géométrique.  Mais  quand  on  propose 
de  trouver  ce  lieu  par  cette  condition  que  la  somme  des 
distances  à  deux  points  fixes  soit  constante,  on  ne  prend 
pas  ordinairement  pour  coordonnées  ces  distances;  on  les 
exprime  au  moyen  de  coordonnées  rectangulaires  a:,  jr  et 
on  les  substitue  dans  la  condition  donnée  entre  (^,  ^;  on 
dit  alors  qu^on  a  Téqualion  du  lieu. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  ligne  qui  joint  les  deux 
points  fixes,  et  la  perpendiculaire  au  milieu  pour  axe  des  y^ 
les  équations  de  transformation  âe  coordonnées  seraient/en 
désignant  par  scia  distance  des  deux  points  donnés, 


et  le  lieu  dont  l'équation  serait ,  dans  le  premier  système, 
^  H-  J'  =  a,  serait  représenté  dans  le  second  par  Téquatiou 

On  la  rendrait  facilement  rationnelle,  et  ce  calcul  donne- 
rait lieu  à  la  discussion  qui  a  été  faite  précédemment. 

119.  Les  points  pourraient  encore  être  déterminés  par  les 
angles  formés  avec  une  direction  fixe,  par  les  lignes  qui  les 
joindraient  à  deux  points  fixes  pris  sur  la  droite. 

Soient  B,  B^  (fig'  33)  ces  deux  points  et  6X  la  direction 

Fig.   J3. 


fixe  par  rapport  à  laquelle  on  estime  les  angles  a,  a'  que 


I 
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font  les  directions  BM,  B'M  menées  de  B  et  B'  au  point 
quelconque  M  du  plan.  Les  équations  entre  les  coordon- 
nées a,  a'  du  point  M  et  ses  coordonnées  rectangles  seraient, 
en  posant  BB'  =  2a  et  prenant  Torigine  au  milieu  A 
de  BB', 

Y  y 

tang  a  -=z ,      tang  o!  —z  — *- 


X  —  a  X  -r-  a 


Si  donc  on  avait  une  relation  entre  a  et  «'qui  serait 
Féqualion  d'un  lieu  dans  le  premier  système,  on  aurait 
celle  du  même  lieu  dans  le  second,  en  éliminant  a  et  cxf 
entre  les  trois  équations. 

Un  des  cas  les  plus  simples,  et  qui  se  rapporte  à  une 
courbe  bien  connue,  est  celui  où  Ton  aurait 

tang  a  tang  a  ■—. -t 

b*  élaa--  une  quantité  donnée  quelconque.  On  aurait  alors 
par  IV'limî nation 


x'  —  a'  fl'  -^  ' 

équation  qui  représente  la  courbe  qu'on  nomme  ellipse. 

Nous  ne  parlerons  pas  de  tous  les  systèmes  de  détermi- 
nation qu'on  pourrait  imaginer.  Dans  cbaque  cas  la  trans- 
formation de  ces  coordonnées  en  coordonnées  reclilignes  ou 
polaires,  se  fera  d'après  la  nature  des  éléments  de  détermi- 
nation des  points,  qui  pourraient  quelquefois  être  si  peu 
commodes  à  employer,  que  F  idée  ne  viendrait  même  pas  de 
leur  donner  le  nom  de  coordonnées^  et  la  question  s'énon* 
cerait  comme  un  problème  étranger  à  toute  transformation 
de  système  de  coordonnées. 


1 1. 
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OBSERTATIOnS  SUR  LES  SIGNES  DES  COORDONNÉES  RECTILIGAES 
DANS    LE    PASSAGE    d'uN    SYSTÈME    d'axES    A    UN    AUTRE. 

120.  Lorsque.'  Ton  part  d'une  équation 

entre  les  coordonnées  x,^,  et  qu'on  change  le  système,  par 
exemple,  au  moyen  des  formules  précédentes, 

,    ,  i  x  =  fl-h  x'cosa -4- r'cosa', 

(2)  \  L  ,      '  J      '  , 

on  obtient  une  équation 

(3)   F  (a  -f- x'cosa  + /'cosa',  b -h  x' sinx  -f-ysina')  =  o 

qui  admet  une  solution  en  x\  y*  correspondant  à  chacune 
de  celles  que  donne  l'équation  (i)  en  x,  j^;  les  valeurs 
de  x,  j ,  x\  y ^  dans  les  deux  solutions  correspondantes, 
étant  toujours  liées  parles  équations  (2). 

S*il  y  a  dans  Téquation  (i)  des  solutions  étrangères  au 
problème  géométrique,  les  correspondantes  dans  (3),  con- 
struisant les  mêmes  points,  seront  également  étrangères  et 
devront  être  laissées  de  côté. 

Si  l'équation  (i)  n'a  que  des  solutions  positives,  l'équa- 
tion (3)  pourra  en  avoir  de  négatives;  et  ce  n'est  qu'en  les 
portant  eu  sens  contraire,  qu'elle  donnera,  comme  nous 
l'avons  démontré,  les  mêmes  points  que  l'équation  (i). 

Si  l'équation  (i)  avait  des  solutions  positives  et  des  solu- 
tions négatives,  et  qu'on  ne  dût  admettre  que  les  premières, 
on  n'en  serait  pas  moins  obligé  d'admettre  dans  (3)  les  so- 
lutions négatives  qui  leur  correspondent;  et  l'on  ne  devrait 
rejeter  que  les  solutions  correspondantes  aux  négatives 
de  (1),  même  lorsqu'elles  seraient  positives  dans  (3),  puis- 
qu'elles construiraient  des .  points  qui  ne  conviennent  pas 
à  la  question. 
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Enfin,  si  réquation  (])>a  des  solutions  positives  et  des  so- 
lutions négatives,  et  que  Ton  doive  rejeter  une  partie  des. 
unes  et  des  autres ,  on  devra  rejeter  les  correspondantes 
dans  (3),  quels  que  soient  les  signes  dont  elles  soient  af- 
fectées. 

COMMEIfT  ON  DOIT  TENIR  COMPTE  DES  SIGNES  DES  COOROON- 
BÉES  DANS  LA  MISE  EN  ÉQUATION  DES  PROBLÈMES  GÉO- 
XéTRIQUES. 

121.  Supposons  des  points,  en  nombre  fini  ou  infini, 
situés  dans  le  même  angle  des  axes  des  coordonnées^  et  des 
équations  générales  entre  les  coordonnées  de  ces  points, 
prises  avec  leurs  valeurs  absolues,  c'est-à-dire  des  équa- 
tions qui  aient  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quan- 
tités qui  y  entrent  et  la  position  relative  des  points,  situés 
toujours  dans  le  même  angle  des  axes. 

Nous  venons  de  voir  comment  devaient  être  pris  les 
signes  de  nouvelles  coordonnées,  si  Ton  changeait  l'ori- 
gine; mais  la  question  que  nous  allons  examiner  n'est  pas 
tout  à  fait  la  même.  Nous  ne  voulons  pas  faire  un  change- 
ment de  coordonnées  après  avoir  trouvé  des  équations 
dans  un  système  d^axes  qui  renferme  tous  les  points  dans 
un  seul  angle;  nous  voulons  former  les  équations  en 
prenant  tout  d^ abord  une  origine  telle,  que  les  points  se 
trouvent  placés  d'une  manière  quelconque  dans  les  quatre 
angles  des  axes. 

Or,  si  l'on  commençait  par  prendre  le  premier  système 
d^axes,  où  tous  les  points  sont  dans  un  même  angle,  que 
l'ou  y  formât  toutes  les  équations  de  la  question  et  qu'on 
passât  ensuite  à  Torigine  choisie,  on  obtiendrait,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  des  équations  entre  les  coordonnées 
<les  mêmes  points  par  rapport  aux  axes  choisis,  dans  les- 
quelles ces  coordonnées  devront  être  considérées  comme 
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des  nombres  absolus,  d'un  côte  de  l'origine,  et  comme  des 
nombres  négatifs,  de  Tautre;  et  c'est  à  cette  condition  que 
ces  équations  conviendront  à  tous  les  points.  Mais  on  par- 
viendra évidemment  aux  mêmes  résultats  sans  commencer 
par  Torigine  auxiliaire,  en  exprimant  exactement  les  mêmes 
choses  successives  au  moyen  des  coordonnées  voulues,  et 
passant  par  la  même  suite  de  considérations  ;  les  calculs  ne» 
différeront  des  autres  qu'en  ce  que,  au  lieu  des  coordonnées 
qui  s'y  rapporteraient,  on  aura  leurs  valeurs  en  fonction 
des  nouvelles  qui  doivent  y  être  prises  alors  avec  leurs  dif- 
férents signes.  Mais  il  est  évident  qu'il  n'est  nullement 
utile  de  se  reporter  à  chaque  instant  par  la  pensée  aux 
axes  qui  renfermeraient  tous  les  points  dans  un  seul  angle, 
et  qu'on  n'a  besoin  de  s'occuper  que  des  relations  succes- 
sives à  établir  entre  les  données  et  les  variables  ou  les 
inconnues,  en  s'assujettissant  toujours  k  la  condition  de 
regarder  comme  négatives  les  coordonnées  dirigées  en  sens 
contraire  de  celles  dont  on  ne  doit  considérer  que  les  va- 
leurs absolues.  Et  il  est  inutile  de  rappeler  que  les  opéra- 
tions sur  ces  quantités  négatives  isolées  doivent  être  exécu- 
tées suivant  les  règles  démontrées  dans  le  cas  des  polynômes, 
puisque  toutes  nos  formules  n'ont  été  démontrées  générales 
que  sous  cette  condition  expresse. 

122.  Remarque,  —  Ces  raisonnements  prouvent  qu'en 
partant  d'un  système  d'axes  quelconques  et  ayant  égard  aux 
signes  des  coordonnées,  on  obtient  finalement  les  mêmes 
équations  que  si  l'on  avait  pris  des  axes  renfermant  tous  les 
points  dans  un  même  angle ,  regardant  leurs  coordonnées 
comme  des  nombres  absolus,  et  passant  ensuite  aux  axes 
proposés  au  moyen  des  formules  générales  de  transforma- 
tion. D'où  il  résulte  nécessairement  que  si  tous  les  points 
cherchés  ne  pouvaient  être  liés  par  les  mêmes  équations 
générales,  dans  le  cas  où  ils  seraient  cependant  compris 
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dans  le  même  angle  des  axes;  si,  par  exemple,  dans  ce  cas 
même,  tous  les  points  d'un  lieu  désigné  ne  pouvaient  être 
représentés  par  une  équation  unique,  il  en  serait  de  même 
pour  les  équations  qu  on  obtiendrait  pour  toute  autre  ori- 
gine. Ces  équations  représentent  toujours  les  mêmes  lieux, 
ou  les  mêmes  points  en  nombre  fini  ;  et  quand  on  a  choisi 
un  système  d^axes,  on  n^a  pas  à  s'occuper  de  ce  qui  arri- 
verait pour  tout  autre. 


CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS  POLAIRES  DONT  LES  LIEUX  PEUVENT  AVOIR  TOUS 
LEURS  POINTS  CONSTRUITS  PAR  DEUX  SYSTÈMES  DIFFÉ- 
RENTS DE  VALEURS  DES  COORDONNÉES.  -  RAYONS  VEC- 
TEURg  NÉGATIFS. 


123.  Les  formules  pour  passer  d^un  système  de  coordon- 
Dées  rectjiligiies  à  un  système  polaire,  donnent  lieu  à  des 
remarques  importantes. 

A  la  seule  inspection  des  formules  (9)  du  n^  116,  on 
reconnaît  que  si,  en  donnant  à  f  et  r  les  valeurs  particu- 
lières (pi,  l'i,  on  a  eu  uù  certain  système  de  valeurs  pour  x, 
j^,  on  obtiendrait  le  même  système,  et  par  conséquent  le 
même  point,  en  donnant  à  f  et  à  ries  valeurs  ^ j  dr  tt  et  —  Ti  ; 
parce  que,  dans  les  formules  (9),  le  facteur  r  et  le  facteur 
trigonométrique  changeraient  en  même  temps  de  signe  sans 
changer  de  grandeur,  et  que,  par  suite,  le  produit  serait  le 
même. 

Cela  posé,  soit  Téquation  d'un  lieu  en  coordonnées  rec- 
li  lignes 

(l)  F{:r,  ^')=:0, 

son  équation  polaire  sera 

,    .     ^r           rsin(0  — 7  — a)        ,    ,    rsin(<p-|-an 
2)    F     OH .    l -^     b^ ^-4 =0, 

et  nous  avons  vu  qu'en  prenant  seulement  les  valeurs  posi- 
tives de  r,  réquation  (  a  )  donnerait  tous  les  points  du  lieu 
représenté  par  Téquation  (1).  Mais,  d'après  la  remarque 
précédente,  si  (2)  est  satisfaite  quand  on  y  fait 


1 
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elle  le  sera  quand  on  y  fera 


y=r?,  =Cir,      r=zr,. 

Ce  résultat  de  pur  calcul  donne  lieu  à  cette  remarque 
géométrique  importante,  que  le  même  point  correspondant 
^  ?  =  ?n  ''  =  '19  serait  construit  en  prenant  cf  =  9,  d=  tt, 
qui  donne  la  direction  opposée  à  celle  que  donne  (fi^  et 
portant  la  solution  négative  — /*],  que  donnera  nécessaire- 
ment Téquation  (a),  dans  un  sens  contraire  à  la  direction 
correspondante  à  tpt  dtn:, 

124.  n  y  aura  deux  manières  de  construire  chacun  des 
points  du  lieu  de  l'équation  (2)  j  Tune  en  considérant  les 
valeurs  positives  de  r  et  les  portant  dans  la  direction  déter- 
minée par  la  valeur  correspondante  de  9;  Tautre  en  ad- 
mettant les  valeurs  négatives  de  r  et  les  portant  en  sens 
contraire  de  la  direction  déterminée  par  la  valeur  de  9  qui 
les  a  fournies. 

On  pourra  se  borner  à  un  seul  de  ces  procédés,  et  alors, 
pour  avoir  tous  les  points  du  lieu  de Téquation  (  i ),  il  faudra 
que  Tangle  cp  passe  par  toutes  les  valeurs  de  o  à  271.  Mais 
si  Ton  admet  les  solutions  négatives  comme  les  positives 
de  Téquatiou  (2)  pour  Tinconnue  r,  il  suffira  évidemment 
de  faire  varier  cp  de  o  à  tt. 

ê 

Observations  sur  la  proposition  précédente. 

125.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  la  double  construction 
pour  chaque  point  n'a  été  démontrée  qu'en  considérant 
Téquation  polaire  telle  qu'elle  est  obtenue  immédiatement 
par  la  substitution  des  valeurs  de  j:  et  ^  en  r  et  9,  et  en- 
tendue avec  les  mêmes  restrictions  que  pourrait  comporter 
l'équation  (i). 

Si  donc  on  transforme  d'une  manière  quelconque  cette 
équation,  il  faudra  s'assurer  si  Ton  a  bien  le  même  résul- 
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tat  en  faisant  une  même  substitution  à  r  et  cp  dans  cette  der- 
nière ou  dans  la  transformée. 

Il  n'y  aura  aucun  doute  à  cet  égard  si  F  (x,  jr)  est  une 
fonction  entière^  les  multiplications  et  les  élévations  aux 
puissances  seront  les  seules  opérations  à  exécuter  sur  les 
expressions 

rsin(9  —  o — a)  ,.      rsin(<p-+-a^ 

a  -h — .— r^^ et     b-{ V-- 

smO  sinO 

et  les  résultats  seront  les  mêmes  quand  on  remplacera  f 
et  r  par  des  valeurs  quelconques,  avant  ou  après  qu'on  aura 
exécuté  les  opérations  indiquées  par  la  fonction  F. 

Mais  supposons  que,  dans  F  (x,  y)^  il  se  trouve  un  radi- 
cal du  second  degré  assujetti  à  être  pris  positivement,  c'est- 
à-dire  que  le  résultat  numérique  du  calcul  soit  précédé  du 
signe  +.  Si  sous  ce  radical  il  n'y  a  que  des  puissances 

paires  de  j,  jr^  comme,  par  exemple,  -h  ^'mx^-j-  «/*,  et 
que  les  formules  de  transformation  soient  simplement 

jT  =1  rcos  y,     jr  z=:  rsin  ^, 
le  radical  deviendra 

et  restera  le  même  quand  on  mettra  f  +  tt  et  —  r  au  lieu 
de  cy  et  r. 

Or,  si  on  avait  fait  passer  le  facteur  r*  hors  du  radical, 
on  construirait  encore  le  lieu  proposé  en  écrivant  pour  le 
radical 

r  ^m  ces'  ^  -H  j: sin'  ^ , 

eil  entendant  que  r  est  pris  positivement.  Mais  il  est  clair 
que  changer  cf  et  r  eu  c[>  +  7r  et  —  r  ne  donnerait  plus  le 
même  résultat  qu'en  laissant  r'  sous  le  radical;  et  alors  il 
ne  serait  plus  vrai  que  les  points  du  lieu  pussent  être  con- 
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slruîis  des  deux  manières  :  il  faudrait  pour  cela  que  le  ra- 
dical put  être  pris  avec  le  double  signe. 

Cette  simple  observation  suffira  quelquefois  pour  lever 
des  difficultés  provenant  de  ce  que  l'on  ne  se  sera  pas  bien 
rendu  compte  des  conditions  d'une  question. 

126.  Le  théorème  de  la  double  construction  ne  s'ap- 
plique qu'à  V équation  transformée  complète. 

Nous  avons  démontré  qu  en  faisant  usage  de  l'équa- 
lion  (2)  on  pouvait  construire  chaque  point  par  deux  sys- 
tèmes différents  de  solutions^  mais  si  cette  équation  était 
décomposée  en  plusieurs  autres,  la  proposition  n'aurait  pas 
lieu  pour  chacune  d'elles  séparément.  Elle  n'a  été  démon- 
trée que  pour  l'équation  qui  les  renferme  toutes;  et  il 
n'en  serait  autrement  que  dans  des  cas  tout  à  fait  excep- 
tionnels. 

C'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples. 

127.  Considérons  d'abord  l'équation  de  l'ellipse 

«a  y-^  -I-  ^2  J.5  _  «2  ^ï. 

En  prenant  pour  pôle  le   foyer  dont  les  coordonnées 
sont  

el  Taxe  polaire  dans  le  sens  des  x  positifs,  l'équation  sera 
/^»_  c»  ces' «p)r=  H- 26=  cr  CCS  (p  —  ^*  =  o, 

et  Ton  voit  que  si  r  et  cf  forment  une  solution  de  cette 
équation,  — r  et  cf-f-ir  en  formeront  une  autre.  Mais  le  pre- 
mier membre  est  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier 
degré  en  r,  qui,  égalés  successivement  à  zéro,  donnent 
pour  r  les  deux  valeurs  suivantes  : 

r — 5       /"ni • 

a-hccQ5(f  — a-\-ccosff 
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Si  Ton  considère  Tune  quelconque  des  deux,  par  exemple 
la  première,  on  voit  que  si  elle  est  satisfaite  par  un  système 
de  valeurs  de  Ti  et  (j>]  elle  ne  le  sera  pas  quand  on  chan- 
gera cf,  en  (j>,  -f-  TT,  et  Tj  en  —  r^.  Mais  alors  il  faut,  d'après 
ce  qui  a  été  démontré,  que  la  seconde  soit  satisfaite,  quand 
on  y  met  pour  cf  et  r  les  valeurs  (f ,  -f-  tt  et  —  r^i  et,  en  effet, 
elle  devient  ainsi 

ou      r,  = 


a  +  ccosfi  a  -\-  ccos^i 

ce  qui  est  exact  puisque  dji  et  r^  satisfont  à  la  première. 

128.  On  remarquera  que  la  première  équation 

b' 

r  =z 

a  -f-  ccos^ 

donnera  toujours  pour  r  des  valeurs  finies  positives,  puis- 
que a  est  plus  grand  que  c  ^  et  qu'au  contraire  la  seconde 
donne  toujours  r  négatif.  On  pourra  donc  se  borner  à  la 
première;  elle  construira  le  lieu  tout  entier,  en  faisant  va- 
rier cp  de  o  à  271,  puisque  nous  avons  démontré  en  général 
qu'on  pouvait  construire  le  lieu  complet  de  l'équation 
en  X,  y^  en  donnant  à  cp  toutes  les  valeurs  de  o  à  27r,  et  ne 
tenant  compte  que  des  valeurs  positives  de  r. 

i29.  Et  de  même  on  pourrait  se  borner  à  considérer  la 
seconde  équation 

—  b^ 


r  = 


a  —  c  cosy 

qui  ne  donne  que  des  valeurs  négatives.  Car  tous  les  points 
construits  par  la  première  pouvant  être  construits  par  les 
solutions  de  la  seconde,  portées  en  sens  contraires,  on  ob- 
tiendra le  lieu  tout  entier  en  ne  faisant  usage  que  de  la 
seconde. 
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130.  Prenons  pour  second  exemple   l'hyperbole  ayant 
poar  équation 

et  prenons  d'abord  pour  pôle  le  sommet  qui  a  pour  coor- 
données jr  =  o,  X  =  —  o\on  obtiendra  Téquation  polaire 
suivante  : 

r^[a}  sin'y  —  i^'cos''p)  -4-  2  /lA^rcostp^ro. 

Le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  dont 
Tun  est  r,  et  pour  toute  valeur  de  cp  donnerait  pour  solu 
tionr=  o;  ce  qui  devait  être,  puisque  le  pôle  est  sur  la 
courbe.  Le  théorème  qui  s'applique  à  Tensemble  des  deux 
facteurs  s'appliquera  donc  à  Tautre  facteur  seulement,  égalé 
à  zéro;  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  y  admettre  ou  n'y 
pas  admettre  les  valeurs  négatives  de  r.  Dans  le  premier 
cas,  il  faudra  faire  varier  rj»  de  o  à  tt;  et  dans  le  second, 
de  o  à  aîT. 

La  valeur  de  r  que  l'on  en  tire  est,  en  posant  a*  -H  i*  =:  c', 

2a^'co$o 

rrzr   -—  , 

c^cos'^  —  a^ 

et  Ton  reconnaît  bien  que  si  (j,  et  Tj  y  satisfont,  cj-,  -+- n 
et  —  Ti  y  satisferont  encore. 

Nous  allons  d'abord  la  construire  en  admettant  les 
rayons  vecteurs  négatifs. 

En  faisant  <p  =  o  on  trouve  r  =  a^,  et  r  reste  positif  jus- 
qu'à ce  que  f  soit  parvenu  à  la  valeur  dont  le  cosinus  est  — 

On  construira  ainsi  la  branche  infinie  partant  du  sommet 
à  droite  et  située  au-dessus  de  l'axe  des  x.  L'angle  cp  aug- 
mentant, r  devient  négatif,  et,  quand  il  est  devenu  égal  à  -9 

r  est  nul,  et  l'on  a  construit  la  branche  infinie  située  au- 
dessous  de  l'axe  des  o:  et  à  gauche  du  sommet  pris  pour  pôle. 
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En  continuant  d'augmenter  cp,  r  redevient  positif  jusqu'à 
Tangledont  le  cosinus  est >  etl'on  a  construit  la  bran- 
che symétrique  de  la  seconde  par  rapport  à  Taxe  des  x. 

Enfin,  (j>  variant  depuis  cette  valeur  jusqu'à  tt,  r  redevient 
négatif  et  donne  la  construction  de  la  quatrième  branche, 
symétrique  de  la  première. 

131.  Si  l'on  avait  rejeté  les  rayons  vecteurs  négatifs,  la 
première  branche  construite  aurait  été  la  même;  maïs  de- 

puis  l'angle  dont  le  cosinus  est  -  jusqu'à  -?    les   rayons 

vecteurs  étant  négatifs,  on  n'aurait  construit  aucun  point. 

De  -jusqu'à  l'angle  dont  le  cosinus  est 9  on  aurait  eu 

des  rayons  vecteurs  qui  auraient  construit  la  branche  qui 
tout  à  l'heure  était  la  troisième.  De  cet  angle  jusqu'à  tt 
les  rayons  sont  négatifs,  et  l'on  n'aura  aucun  point.  Les 
deux  branches  au-dessus  de  l'axe  seront  donc  construites 
quand  q  variera  de  o  à  tt  :  les  deux  autres  branches  seront 
données  par  les  valeurs  de  ç,  de  7;  à  27r^  et  cosf  repre- 
nant  les  mêmes  valeurs  pour  les  directions  symétriques  par 
rapport  à  Taxe,  ces  deux  branches  seront  symétriques  des 
premiers. 

132.  Considérons  maintenant  l'équation  polaire  de  la 
même  courbe  en  prenant  pour  pôle  le  foyer  dont  les  coordon- 
nées sont  j'  =  o,  jr  =  —  \/a*  -h  6*  =  —  c  ;  il  faudra  faire, 
dans  l'équation  en  x  etj^ , 

x=z  —  C-f-rCOSç,      >^r=:/-SÎny, 

ce  qui  donnera 

Le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  qui, 
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égalés  â  zéro,  donnent  les  deux  valeurs  suivantes  pour  r, 

A» 

(l)  r=-  ~       ----. 

a  -+-  rcos© 

—  a  -i-  ccosf 
Dans  ce  cas  aucune  de  ces  deux  équations  polaires  n'est 

satisfaite  par  les  deux  systèmes  (j), ,  r,  et  cfj  -f-  tt,  —  r,  ;  mais 
si  Tune  l'est  par  l'un  des  deux,  l'autre  le  sera  par  l'autre, 
comme  cela  devait  être  d'après  la  démonstration  générale 
du  tliéorème. 

Les  valeurs  négatives  données  pour  r  par  l'une  ou  l'autre 
des  équations  (i),  (a)  pourront,  comme  nous  l'avons  dit  en 
général,  être  admises  ou  rejetées;  et  la  discussion  sera  tou- 
jours abrégée  en  les  admettant.  Mais  il  ne  suffira  pas  dans  le 
cas  actuel  de  faire  varier  (f  de  o  à  tt  dans  l'une  des  deux,  par 
exemple  dans  (i),  comme  dans  le  cas  où  l'un  des  sommets 
était  pris  pour  pôle;  et  cela  tient  à  ce  que  l'équation  (i) 
n'est  pas  satisfaite  par  les  deux  systèmes  cpi,  Tj  et  r^^  -H  ?:, 
^  r^,  tandis  que  cette  condition  était  remplie  quand  le  pôle 
était  au  sommet. 

i33.  Sil'on  construitla  courbe  aumoyen  de  l'équation  (i), 
en  admettant  les  valeurs  positives  et  négatives  de  r,  on  con- 
struira les  quatre  branches  en  faisant  varier  cp  de  o  à  itz. 

La  branche  â  gauche  de  Taxe  desj^  et  au-dessus  de  Taxe 

des  X  sera  donnée  par  les  valeurs  de  o  comprises  entre 

fi  .  .« 

0  =  0,  coscj  = t  et  r  sera  positii  ; 

La  branche  a  droite  de  l'axe  des j^  et  au-dessous  de  Taxe 
desx,  par  les  valeurs  suivantes  decj)  jusqu'à  tt,  et  r  sera 
négatif; 

La  branche  symétrique  de  celle-ci,  par  rapport  à  l'axe 

des  X,  par  les  valeurs  suivantes  jusqu'à  coscp  = ;  r  sera 

encore  négatif  ; 
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Enfin  la  branche  symétrique  de  la  première,  par  les 
valeurs  suivantes  de  (^  jusqu'à  21:,  et  les  valeurs  de  r  seront 
positives. 

De  sorte  que  le  signe  de  r  est  le  même  pour  tous  les 
points  de  deux  branches  symétriques  par  rappart  à  Taxe 
des  X ,  comme  nous  l'avions  déjà  reconnu  précédemment. 

Autres  exemples  d'' équations  polaires  qui  ne  donnent 
pas  lieu  à  la  double  construction, 

134.  Dans  les  exemples  que  nous  venons  de  donner 
d'équations  polaires  dont  les  lieux  ne  peuvent  être  con- 
struits par  un  double  système  de  valeurs,  il  n'entrait  que  des 
lignes  trigonométriques  de  Fangle  (f  :  nous  allons  en  con- 
sidérer d'autres  où  entre  l'angle  9  lui-même. 

La  spirale  d'Archimède  dont  l'équation  est  r=:  a  +  6<f 
n'est  pas  satisfaite  quand  on  change  les  coordonnées  cp  et  r 
d'un  de  ses  points  en  cf-|-7r  et  — r\  donc  ses  points  ne 
peuvent  être  construits  par  les  deux  systèmes  de  valeurs  des 
coordonnées. 

La  spirale  logarithmique  dont  l'équation  est  r  =  ac^ 
n'est  pas  non  plus  satisfaite  quand  on  change  les  coordon- 
nées cp  et  r  d'un  quelconque  de  ses  points,  en  9  -|-  tt  et  —  r. 

On  voit,  sans  qu'il  soit  besoin  de  multiplier  davantage 
les  exemples,  que  le  théorème  que  nous  avons  démontré 
pour  les  équations  polaires  obtenues  par  la  transformation 
d'une  équation,  donnée  en  coordonnées  rectilignes,  n'a  pas 
lieu  pour  toutes  les  équations  polaires,  et  ne  doit  être  ap- 
pliqué qu'avec  beaucoup  de  circonspection. 

i35.  Contradiction  apparente.  —  Mais  cela  peut  don- 
ner lieu  à  la  difficulté  suivante.  Ne  pourrait-on  pas  penser 
que  toute  équation  polaire  peut  provenir  d'une  équation 
rectiligne,  puisqu'on  peut  d'abord  passer  du  système  po- 
laire à  un  système  rectiligne,  et  revenir  ensuite  de  ce  der- 
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nier  au  premier?  Alors  Téquatioii  polaire  proposée  étant 
obtenue  par  la  transformation  d'une  équation  en  coordon- 
nées rectilignes  eu  une  équation  en  coordonnées  polaires, 
le  théorème  en  question  devrait  s'y  appliquer  :  et  comme 
cela  n'est  pas  toujours  exact,  il  semble  qu'il  y  ait  contra- 
diction entre  les  propositions  établies. 

136.  Solution  de  la  dijjiculté.  —  Dans  la  démonstration 
que  nous  avons  donnée  du  théorème,  nous  avons  supposé 
que  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  membre  de 
Téquation  (2),  n°  123,  étaient  entendues  de  la  même  ma- 
nière que  dans  F  (x,  j  )  et  avec  les  mêmes  restrictions, 
li  est  donc  indispensable  d^ examiner  avec  soin  les  condi- 
tions des  deux  transformations  successives,  opérées  en  par- 
lant d'une  équation  polaire  donnée,  pour  y  revenir  après 
avoir  passé  par  une  équation  en  coordonnées  rectilignes. 

Comme  les  idées  générales  se  trouvent  dans  chaque 
cas  particulier,  et  s'y  reconnaissent  plus  facilement  que 
dans  l'ensemble  de  tous  les  cas,  pourvu  qu'on  ait  soin  de 
les  faire  ressortir,  et  de  n'employer  les  circonstances  parti- 
culières qu'à  leur  donner  la  possibilité  de  se  manifester, 
nous  nous  bornerons  à  considérer  les  exemples  que  nous 
venons  de  présenter,  d'équations  polaires  qui  ne  donnent 
pas  lieu  à  la  double  cpnstruction. 

137.  Ellipse,  —  En  prenant  pour  pôle  le  foyer  de  droite, 
nous  avons  trouvé  l'équation 

[\)  rz=z ou      r(fl  -h  ccosep)  =  ô', 

a  -^  €  cos  <p 

qui  construit  tous  les  points  du  lieu,  et  ne  donne  que  des 
valeurs  positives  pour  r. 

Passons  maintenant  à  des  coordonnées  rectangles,  en  pre- 
nant pour  plus  de  simplicité  le  pôle  pour  origine,  l'axe 

12 
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des  X  pour  axe  polaire,  et  posant  par  conséquent 

xnrrcosç,    7=:rsin^, 
d'où 


r=z  ^ x^  ->r  y^     et     cosç  = 


en  substituant  dans  (1)  nous  obtiendrons 

(2)  a  ^ a:' -h  ^' -f- ex  —  b^=io. 

Arrivé  à  ce  point,  on  peut  rendre  l'équation  rationnelle, 
ou  la  laisser  telle  qu^elleest;  examinons  ces  deux  manières 
de  procéder. 

i^  En  faisant  disparaitire  le  radical  on  introduit  les 
solutions  correspondantes  au  signe  —  du  radical,  et  qui 
seraient  précisément  celles  que  donnerait  l'équation 

ou     —  ar  H-  cr  cos  y  =  o*, 


—  a  -{-  c  cos  f 

qui  conduit  à 

—  a  ^  X*  -h  y^  -h  ex  —  b^z=zo. 

On  voit  donc  que  l'équation  rationnelle  en  x  etj  ne  ren- 
ferme pas  seulement  les  solutions  de  Téquation  polaire, 
mais  encore  d'autres  solutions  telles,  que  le  retour  aux 
coordonnées  polaires  donnera  une  équation  jouissant  de  la 
propriété  de  la  double  construction^  parce  qu'elle  renfer- 
mera, outre  l'équation  polaire  proposée,  une  seconde  équa- 
tion polaire.  Ce  n*est  donc  pas  la  proposée  qui  jouit  de  la 
propriété  en  question. 

2?  Supposons  que  Ton  conserve  la  forme  de  Téquation  (  a  ) 
et  qu^on  repasse  aux  coordonnées  polaires,  on  aura 


(3)  a^ r^  cos^ç  -f-  r'  sin*ç  -f-  rreos<j>  —  h^  =  Oj 


CHAPITRE   IV.  179 

éqaatîon  dont  le  premier  membre  est  bien  une  fonction 
dercosO  et  r  sind,  qui  semble^  par  conséquent,  ne  pas  de- 
voir changer  quand  on  change  c^  et  r  en  q  -4-  t:  et  —  r,  et 
en  même  temps  n'être  autre  chose  que  le  premier  membre 
deTéquation  proposée 

ar  H-  cr  cosy  —  ô'  =  o, 

ce  qui  conduirait  à  cette  conséquence  fausse  que  si  cpi  et  i\ 
sont  une  solution  de  celte  dernière,  c^i  H-  t:  et —  r,  en  for- 
meraient une  autre. 

L'erreur  est  bien  facile  à  apercevoir.  En  effet  le  radical 
dans  (a)  est  assujetti  à  représenter  /•  et  non  — r,  sans 
quoi  (i)  et  (a)  ne  coïncideraient  pas.  Si  donc  on  rem- 
place r  par  —  r,  dans  (3),  le  radical  devra  aussi  être  rem- 
placé par  — T^\  et  par  conséquent  si  (3)  est  satisfaite 
par  y  =  cjj  et  r  =  r^,  elle  ne  le  sera  pas  par  y  =  cp,  -+-  tt 
et  r=  — Tj. 

On  voit  donc  comment  les  restrictions  qui  se  trouvent 
dans  la  fonction  F(x,y)  quand  il  s'agit  de  Téquation  (2), 
changent  les  conditions  qui  sont  nécessaires  à  la  démons- 
tration du  théorème.  Ici,  en  effet,  le  radical  dans  (3)  est 
assujetti  à  être  pris  avec  un  signe  qui  dépend  de  la  valeur 
substituée,  tandis  que  la  démonstration  générale  de  la 
double  construction  supposait  expressément  que  la  forme 
de  la  fonction  F  restait  la  même,  quelques  valeurs  qu'on 
donnât  aux  variables. 

138.  Hyperbole,  —  En  prenant  le  foyer  "de  gauche  pour 
pôle,  nous  avons  trouvé  deux  valeurs  de  r,  dont  l'ensemble 
présente  la  double  construction,  mais  aucune  des  deux  ne 
la  présente  isolément.  Elles  construisent  l'une  et  l'autre  la 
courbe  entière  en  faisant  varier  cp  deo  à  271,  et  portant  les 
valeurs  négatives  de  rdans  le  sens  inverse.  Bornons-nous 

12. 
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à  considérer  la  suivante  : 

(i)  r  1= 9      ou     nr-h  crcoSfDz=z  0^; 

^  r/  -h  c  COS^ 

les  rayons  vecteurs  positifs  construiront  la  partie  de  la 
courbe  située  à  gauche  de  l'axe  des  jr]  les  rayons  vecteurs 
négatifs,  celle  située  à  droite. 

Il  s'agit  d^exauiiner  ce  qui  arrive  quand  on  passe  de 
cette  équation  à  l'équation  en  coordonnées  rectilignes 
F  (x,y)  =  o  en  prenant  pour  plus  de  simplicité  l'origine 
au  pôle,  puis  qu'on  repasse  de  cette  dernière  à  l'équation 
polaire  F  (rcoscp,  rsincj^)  =o;  et  d'expliquer  pourquoi  celte 
dernière^  qui  semble  présenter  la  double  construction,  ne 
jouit  cependant  pas  de  cette  propriété,  si  elle  coïncide  réel- 
lement avec  l'équation  (i),  et  que  l'on  n^ait  pas  introduit 
de  solutions  étrangères. 

L'équation  (i)  donne  pour  la  première  transformation 

a  \jc^  -+j^  -h  ex  —  b'^zOy , 

et  pour   qu'elle   représente  exactement   (i),  il  faut  que 

^c^  H-J*  représente  toujours  r  et  non  —  r. 

Revenons  maintenant  aux  coordonnées  polaires.  L'équa- 
tion désignée  généralement  par  F  (rcoscf,  rsin(^)  =  o  sera 

.  ■ 

ICI 

(2)  a^r'cos'^  -hr-sin'cp  4-  crcoscp  —  ô'  =  o 

avec  cette  restriction  que  le  radical  ^/r^  sera  remplacé  par  r 
et  non  par —  r,  sans  quoi  cette  équation  ne  coïnciderait  pas 
avec  (i)  et  les  conclusions,  quelles  qu'elles  fussent,  ne 
s'appliqueraient  pas  à  la  proposée.  Mais  cette  restriction 
sur  les  valeurs  du  radical  fait  que  la  fonction  F  ( x,  j) 
change  de  forme  suivant  les  substitutions,  puisque  le  terme 

a  ^x*  H- j^'  doit  changer  de  signe  avec  r.  Les  conditions 
de  la  double  construction  ne  sont  donc  plus  remplies,  et 
il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'elle  soit  admissible. 
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Des  raisonnements  analogues  se  feraient  pour  la  partie 
de  l'hyperbole  correspondante  aux  valeurs  négatives  de  r 
qoedonne  Péquation  (i)  5  et  il  n'y  a  lieu  à  aucune  difficulté. 

Exemples  d^ équations  ou  entre  V angle  lui-même. 

139.  Dans  les  exemples  précédents,  les  équations  ne 
renfermaient  que  des  lignes  trigonomélriques  de  l'angle  (j)  5 
supposons  maintenant  que  Tangle  lui-même  y  entre,  et 
considérons  Téquation 

(l)  F(r,o)=:0, 

dont  le  premier  membre  est  par  exemple  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  quelconque  de  r  et  cf ,  et  dont  on  con- 
struit les  solutions  négatives  en  sens  contraire  du  sens 
direct.  Cette  équation  ne  donne  pas  lieu  à  la  double  con- 
struction pour  tous  ses  points  :  car  les  deux  équations 
F  (rj,  ç,  )  =  o  et  F  ( —  r, ,  y,  -h  tt)  =  o  déterminent  en  gé- 
néral un  nombre  fini  de  valeurs  pour  cp,  et  r,.  Si  par 
exemple  on  considère  r=  a(p4-  ^9  ces  deux  équations 
r,  z=iaff^-\-  b^      —  r^=za  (ip,  -f  tt)  -f-  ô, 

conduiront  à  la  valeur  unique 

b        Tt 

qui  donnera 

/ITT 

'  2 

Cela  posé,  prenons  le  pôle  pour  origine  et  transformons 
lequation  (i),  au  moyen  des  formules 

jnz=ir  cos^^,      r  rz:^  r  sin  ç, 
qui  donnent 


cos 


2_^^> 


sfx 

sin  ■ .—  ' 
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cette  dernière  notation  indiquant  l'arc   qui   a  pour  ce- 

X  .  y 

sinus  -.-   —  j  et  pour  sinus  -^^li  -^-  ■ 

Nous  obtiendrons  ainsi  pour  équation  du  même  lieu  en 
coordonnées  rectangles 

cos 


(2)  FI    ^x'-hj-\  arc 


sin  — . 


-2/ 


et  il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  les  termes  provenant  de  r, 

le  radical  ^x*  -hj*  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la 
valeur  de  r  donnée  par  l'équation  sera  elle-même  posi- 
tive ou  négative;  mais  que  dans  les  termes  provenant  de  9, 

^x'-hj*  doit  être  pris  en  valeur  absolue,  x  et  y  étant 
les  coordonnées  positives  ou  négatives  du  point  que  l'on 
considère  :  car  c'est  ce  que  nécessitent  les  formules 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  donc  assujetti 
a  quelque  restriction,  puisque  le  radical  qui  y  entre  ne 
doit  pas  être  partout  pris  avec  le  même  signe.  La  dé- 
monstration faite  dans  l'hypothèse  où  une  même  expres- 
sion représente  partout  la  même  chose  ne  subsiste  donc 
plus  nécessairement,  et  ses  conclusions  seraient  générale- 
ment erronées.  C'est  ce  que  nous  allons  reconnaître  en 
essayant  de  l'appliquer  à  F  équation  (2). 

Si,  en  effet,  on  veut  transformer  cette  équation  en  coor- 
données polaires,  au  moyen  des  formules 

x=rcosç,    ^  =  rsiny, 

on  obtient  d'abord 

/  rcos9 

l( — 


(3)  Fj   V'' cos'<p-t-r'sin'<p,  arc{       ^  „•„  _  |  = 

/sii 


sin  ^ 


^r*cos'f  -h  r'sin^y> 
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OÙ  il  n'entre  que  les  produits  r  coscp ,  r  sincp,  qui  restent  bien 
les  mêmes  quand  on  remplace  (f  et  r,  soit  par  cj^i,  ri,  soit 
par  (^1  -h  71  et  —  f\.  Mais  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  est 
pas  de  même  de  la  fonction  F. 
En  effet,  d'après  les  observations  précédentes,  le  rap* 

port  doit  toujours  être  pris  égal  à  -H  i  5 

par  suite  la  substitution  de  c^i  et  r,  dans   (3)  donnera 

_,/  (cos(coS(p.)\ 

Fir,,  arci   .    ,  .    ^  J 

ella  substitution  de  (fj  -|-7r  et  —  r^  donnerait 


((  COS  ( —  COScp,)\ 
— .-, ,  arc  I  '       \] 

(sin(—sin .)),)/ 


qui  n'est  nullement  identique  à  l'expression  précédente^  et 

par  conséquent  si  (^,  etft  satisfont  à  (3),  c^i -Htt  et  — Tj 

n'y  satisferont  généralement  pas.  Il  faudrait,  pour  avoir 

des  résultats  identiques,   conserver  au  radical  le  même 

signe,  là  où  il  représente  r,  qui  en  change;  et  le  faire 

,              j       .           1         1                     •         rcos»    rsin©      ,  .• 
changer  de  signe  dans  les  expressions      .    \i ,  ou  11 

doit  toujours  être  pris  positivement. 

L'erreur  qui  faisait  croire  à  la  possibilité  de  la  double 
construction  provenait  donc  de  ce  qu'on  ne  tenait  pas 
compte  des  restrictions  auxquelles  était  assujettie  l'équa- 
tion (2)  en  x  et^. 

Et  l'on  voit  comment,  en  en  tenant  soigneusement 
compte,  les  deux  substitutions  conduisent,  après  la  double 
transformation,  à  deux  expressions  identiques  à 

F(r,,  ç.)     et     F(— r,,  ç. -h  tt), 

que  l'on  obtiendrait  d'après  l'équation  proposée  F(r,  ^ ), 
qui,  comme  nous  l'avons  fait  voir  d'abord,  ne  sont  pas  gé- 
néralement nulles  en  même  temps. 
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On  remarquera  facilement  que  le  passage  aux  coordon- 
nées rectangles  introduit  une  infinité  d^arcs,  différant  du 
premier  d^un  multiple  quelconque  de  a?:.  Ce  sont  ceux  que 
Ton  trouverait  en  faisant  usage  de  Féquation  (i)  et  faisant 
tourner  indéfiniment  le  rayon  vecteur,  comme  cela  doit 
être.  Si  à  l'un  de  ces  angles,  r^i  par  exemple,  correspond  une 
valeur  de  r,,  les  autres  valeurs  de  cf  comprises  dans  la  for- 
mule (j)i  ±  awTT,  donneraient  pour  rdes  valeurs  différentes 
de  Tj  que  l'on  pourrait  déterminer  soit  par  Téquation  (i), 
soit  par  l'équation  (2).  Appliquons  ces  considérations  gé- 
nérales à  quelques  cas  particuliers. 

140.  Spirale  d^ ArcJdmède .  —  L'équation  r  =  a(f  de 
cette  spirale  devient  en  passant  aux  coordonnées  polaires 


cos 


sjx^  -hY^z=n  arc  (         ' 


sin 


Il  n'y  aurait  qu'à  répéter  ce  qui  vient  d'être  dit  pour  une 
fonction  entière  quelconque  de  r  et  ©,  dans  laquelle  rentre 
le  premier  membre  de  r —  ao*  =  o. 

141.  Spirale  logarithmique.  — Soit  maintenant  l'équa- 
tion 

(i)  r  =  ab'^ 

qui  donne  toujours  r  positif,  et  n^admet  pas  la  double 
construction  ;  elle  devient  en  coordonnées  rectangles,  en 
abrégeant  la  désignation  complète  de  l'angle. 


X 

arc cos 


(2)  ^x'-hr^al»        >/''-^^\ 

et  le  radical  représente  r,  positif  ou  négatif,  dans  le  pre- 

t 

mier  membre  seulement. 
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Revetiant  aux  coordonnées  polaires,  avec  les  conditions 
imposées  au  radical,  nous  obtiendrons 


rcosi 
arccos 


,    —       —      u.i\i\ivo    I  — .    . — ; — 

(3)  v^r'cos'^  -f-  rH\xï^f^=zah  Vr'cos'ç.H-i«8in«ç,^ 

Soit  une  solution  cfi,  r, ,  de  celte  équation,  r^  étant  po- 
sitif, Téquation  (3)  donnera 

Si  Ton  substituait  maintenant  Çi -h  tt  et  — r^  à  cp  et  r 
dans  (3),  en  ne  tenant  compte  d'aucune  restriction,  elle 
serait  bien  satisfaite,  comme  nous  l'avons  dit  en  général  : 

mais  en   observant  que  —    ^ .  doit  être  rem- 

placé  par  -hi,  et  que  le  radical  du  premier  membre 
représente  r,  on  trouverait 

équation  incompatible  avec  (4)* 

142.  Il  suit  de  cette  discussion  que  les  contradictions 
si^ialées  n'étaient  qu'apparentes-,  elles  tenaient  à  ce  que 
dans  les  transformations  qu'on  faisait  subir  à  l'équation 
polaire  primitive,  et  à  l'équation  en  x^  j  à  laquelle  elle 
conduisait,  on  ne  tenait  pas  compte  des  restrictions  aux- 
quelles il  fallait  avoir  égard  pour  que  ces  équations  repré- 
sentassent exactement  le  même  lieu. 


CHAPITRE  V. 

DU  LIED  DE  L'ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX  VARU- 
BLES.- ÉQUATION  DE  LA  LIGNE  DROITE. -GÉNÉRAUSATION 
AU  MOYEN  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


143.  Parmi  les  problèmes  que  nous  nous  sommes  pro- 
posés comme  applications  de  la  méthode  de  recherche  des 
équations  de  lieux,  s'est  trouvé  celui  où  la  condition  géo- 
métrique était  que  chaque  point  fût  également  distant  de 
deux  points  fixes.  Ce  lieu  était  évidemment  une  ligne  droite, 
et  qui  pouvait  occuper  toutes  les  positions  sur  le  plan,  en 
choisissant  convenablement  les  deux  points.  Il  eût  été  facile 
aussi  de  reconnaître  que  cette  équation  qui  était  du  premier 
degré  en  x  et  /,  pouvait  coïncider  avec  toute  équation 
donnée  de  ce  degré.  D*où  il  résulte  que  toute  ligne  droite 
est  représentée,  dans  son  étendue  indéfinie,  par  une  équa- 
tion du  premier  degré,  unique,  à  la  condition  que  les  va- 
leurs négatives  qu'elle  donnera  pour  Tune  ou  l'autre  coor- 
donnée soientportéesensens  contraire  des  valeurs  positives; 
et  que  réciproquement  toute  équation  du  premier  degré  a 
pour  lieu  une  ligne  droite  indéfinie  dans  les  deux  sens,  à  la 
condition  que  ses  solutions,  tant  positives  que  négatives, 
seront  employées  comme  nous  venons  de  le  dire. 

Mais  comme  notre  marche  générale  ne  doit  pas  se  fon- 
der sur  les  conséquences  de  questions  qui  ont  été  discutées 
en  quelque  sorte  fortuitement,  nous  nous  bornons  à  rap- 
peler celles  auxquelles  ce  problème  nous  avait  conduits, 
comme  induction  peutrètre,  quoique  la  question  que  nous 
allons  traiter  soit  assez  simple  pour  n'en  avoir  pas  besoin. 

144.  Soit  l'équation  la  plus  générale  du  premier  degré 

A^-hRr-|-C  =  o, 
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dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  G,  peuvent  être  positifs, 
nt^atifs  ou  nuls. 

On  peut  d'abord  se  débarrasser  des  deux  cas  particuliers 
où  A  ou  6  seraient  nuls.  Car,  si  Ton  a  A  =  o,  il  en  résulte 
pour  y  une  valeur  réelle,  constante,  positive  ou  négative; 
dans  le  premier  cas,  tous  les  points  d'une  parallèle  à  Taxe 
des  X  conviendront  exclusivement.  Dans  le  second  cas,  si 
Ton  n'accepte  pas  les  solutions  négatives,  aucun  point  ne 
conviendra;  et  si  Ton  doit  les  construire  en  sens  contraire 
des  solutions  positives^  le  lieu  sera  une  parallèle  à  Taxe 
des  X  du  côté  opposé. 

Si  Ton  avait  B=  o  seulement,  x  serait  constant  et  le  lieu 
serait  une  parallèle  à  l'axe  des  ^;  ou  il  n'y  en  aurait  pas, 
si  la  valeur  des  x  est  négative,  et  doit  être  rejetée.  Occu- 
ponsHious  donc  du  cas  général  où  ces  coefficients  ne  sont 
pas  nuls  ;  mettons  l'équation  sous  la  forme 

qui  renferme  même  le  cas  des  parallèles  à  Taxe  des  x,  et 
n'olTre  d'exception  que  quand  j  ne  doit,  pas  y  entrer,  ce 
qui  est  le  cas  de  parallèles  à  Taxe  des  y. 

Supposons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  que  a  et  &  soient 
positifs. 

Soient  AX,  AY^  les  axes  sur  lesquels  on  portera  les  va- 
leurs positives  de  x  et  y,  et  0  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 

Parlons  de  a:=  o  (fig.  34)»  et  faisons-le  croître  indéfini- 


ment d'une  manière  continue  :  ce  que  l'on  exprime  dans  un 
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langage  abrégé  peu  rigoureux,  en  disant  qu'on  fait  croître 
Tabscisse  x  de  zéro  à  V infini. 

La  valeur  de  l'ordonnée  y  se  compose  d'une  partîe  con- 
stante ft,  et  d'une  partie  qui  varie  proportionnellement  à  x. 
Si  donc  on  prend  AB  =  i  et  qu'on  mène  BU  parallèle 
à  AX,  on  obtiendra  le  point  du  lieu,  correspondant  à  une 
abscisse  quelconque  AP,  en  menant  PM  parallèle  à  AY,  et 
portant  au  delà  de  son  point  de  rencontre  Q  avec  BU  une 

MO 

longueur  QM  égale  à  ax  ou  telle  que  -^  =  a.  D'où  il  suit 

que  tous  les  points  M,  sont  dansTanglc  YBU,  sur  une  droite 
indéfinie  partant  de  M  et  inclinée  sur  Taxe,  d'une  quan- 
tité a  <  0,  telle  que  l'on  ait 

MQ  sina  sina 

BQ  ~  sin(ô--a)  '      ^^     sin(0  — a)  ~ "' 

d*où 

a  sinO 

tang  a  =3 - 

®  i-h«cosô 

Le  coefficient  a  déterminant  complètement  a,  se  nomme 
quelquefois  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  droite.  Si  l'on 
ne  veut  construire  que  les  solutions  positives  de  l'équation, 
le  lieu  est  borné  à  la  partie  indéfinie  BZ  de  la  ligne  droite. 
Mais  si  l'on  veut,  ou  que  Ton  doive  admettre  les  solutions 
négatives  de  l'équation  (i),  en  les  portaut  sur  les  prolonge- 
ments opposés  des  axes,  c'est-à-dire  sur  les  directions  AX', 
AY',  il  y  aura  encore  des  points  à  construire;  et- nous 
allons  voir  qu'ils  auront  pour  lieu  le  prolongement  indéfini 
de  la  droite  BZ  en  sens  opposé. 

En  effet,  si  l'on  prend  sur  AX'  une  quantité  quelcon- 
que AP',  et  qu'on  remplace  dans  (i)  x  par  —  AP',  en 
supposant  d'abord  a .  AP'  <^  i,  on  trouvera 

y—b  —  fl.AP'  =P'Q'  —  £i.Q'B. 

La  quantité  qu'il  faut  retrancher  de  P'Q'  pour  avoir  le 
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point  M'  du  lieu,  a  donc  avec  Q'B  un  rapport  égal  à  a  qui 
est  celui  de  MQ  à  BQ  5  et  par  conséquent  M' est  sur  le  pro- 
lougement  de  la  droite  ZB.  Il  en  sera  de  même  juscju'à  ce 
que  l'on  ait  a.  AP'  =  6,  d'oùrésultera  j^  =  o,  et  le  point  du 
lieu  sera  à  la  rencontre  de  ZB  avec  l'axe  des  x.  Si  Ton  con- 
tinue à  augmenter  l'abscisse  négative,  et  qu'on  la  prenne 
égale  à  —  AP'',  la  valeur  de  y  tirée  de  (i)  sera  négative  et 
égale  au  signe  près  ka.KV"  —  b.  Mais  a.AP'ou  û.BQ" 
étant  à  BQ''  dans  le  rapporta,  si  l'on  prend  Q"  M"=  «.  BQ" 
le  point  M"  sera  sur  le  prolongement  de  la  droite  ZBC;  et 
comme  P"M'' est  a.  AP" — è,  M"  est  le  point  du  lieu,  s'il  est 
entendu  qu'on  portera  sur  le  prolongement  AY'  les  valeurs 
négatives  àej.  On  voit  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé^ 
que  l'équation  (i)  a  pour  lieu  tous  les  points  d'ime  ligne 
droite,  si  l'on  porte  les  valeurs  de  x  et  de  ^  positives,  dans 
un  sens,  et  les  négatives  dans  le  sens  opposé. 

Et  réciproquement,  comme  par  le  point  B  on  ne  peut  me- 
ner qu'une  droite  faisant,  avec  la  direction  BU  ou  AX,  uu 
angle  donné  a,  la  droite  ainsi  menée  a  pour  équation 

Y  -    ax  -f-  ^, 

dans  laquelle 

sin  a 


^  ~  AB     et     a 


sin  (  0  —  a  ) 


145.  Mais  nous  n'avons  examiné  que  le  cas  où  a  et  & 
sont  positifs.  La  discussion  des  autres  cas  sera  tout  à  fait 
semblable,  et  nous  nous  bornerons  à  l'indiquer. 

Si,  par  exemple,  a  étant  encore  positif,  b  est  négatif,  on 

prendra  sur  AY'  une  longueur  AB'  égale  à  la  valeur  absolue 

de  B,  et  on  mènera  B'U'  parallèle  à  AX.  L'équation  (i)  sera 

alors 

y  :=^ax  —  AB'. 

Si  donc  on  prend  a:  =  APi,  que  parPj  on  mènePiQj 
parallèle  à  AY,  et  qu'on  prenne  Q,  Mj  =  a .  AP, ,  on  aura 
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un  point  du  Heu,  pourvu  que  la  soustraction  soit  possible, 
ou  que  Ton  ait  a.ÂPi  ]>  AB'. 

Si  Ton  n'accepte  pas  les  solutions  n^atives,  le  lieu  com- 
mencerait alors  au  point  C  de  Taxe  des  x,  pour  lequel  on 
aurait  a .  AC  =  AB^  Ce  lieu  serait  une  ligne  droite  partant 
de  C  et  inclinée  de  Tangle  a  déterminé  par  Téquation 


sin  a 


sin(ô  —  a) 

Si  Ton  doit  construire  les  solutions  négatives,  en  les  por- 
tant en  sens  opposé,  on  reconnaîtra  facilement  que  Téqua- 
tioD  (i)  aura  pour  lieu  la  droite  entière  dont  nous  venons 
de  construire  la  partie  indéfinie  partant  de  C 

Il  est  presque  inutile  dedireque  si  &  =  o,  on  a  une  droite 
indéfinie  passant  par  Torigine  des  coordonnées. 

146.  II  ne  reste  donc  plus  qu'à  examiner  les  cas  où  a  est 
négatif,  b  pouvant  être  positif,  négatif,  ou  nul. 

Représentons  a  par  —  m  et  mettons  Téquation  (i)  sous 
la  forme 

prenons  AB  =  b  (Jig»  35),  et  menons  BU  .parallèle  à  AX; 

Fig.  35. 

___!,_  Q_ n 


*  M 


N 


1     /N.,. 


A.'       P        C 


soit  X  =  AP  =  BQ,  on  aura 

y  z=AB— /w.BQ  =  PQ  —  iw.BQ. 
On  aura  donc  un  point  du  lieu  en  prenant  QM  =  m.BQ; 
et  le  rapport  —^  étant  constant,  les  poinU  M  seront  sur 
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une  droite  partant  de  B  ;  ils  seront  dans  Fangle  YAX  tant 
qu'on  aura  mx  <  AB.  Si  Ton  prend  mx  =  AB,  on  aura 
j  =  o  ce  qui  donnera  le  point  C  où  cette  droite  coupe  AX. 

Le  lieu  se  réduirait  à  la  partie  BC,  si  Ton  ne  devait  pas 
construire  les  solutions  négatives  de  (2).  Si  on  les  admet, 
tant  pour  x  que  pour^,  on  reconnaîtra  facilement  que  la 
droite  BC,  prolongée  indéfiniment,  est  le  lieu  de  Téqua- 
lion  (3)  ou  de  Téquation  (1)  dans  laquelle  a  est  négatif 
et  h  positif. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  du  coefficient  a^ 
on  désignera  encore  par  a  T angle  de  la  direction  supé- 
rieure CZ  de  la  droite,  avec  la  direction  AX^  et,  dans  ce 
cas,  on  aura  a  ^  9. 

Or  m  est  le  rapport 


MO  sin  OL 

>     ou 


BQ  sin  (  X  —  ô  )  ^ 


on  aura  donc 


sm  a 

m  : 


sin(a  — ô) 


Si  donc  on  emploie  les  signes  comme  on  Ta  fait  dans  la  tri- 
gonométrie, et  qu'on  remplace  si  n  (  «  —  6  )  pa  r  —  sin  (  0  —  a  ) , 
on  aura, 

—  sin  a                                     sin  x 
iw  =  -.        5      ou      a:=  - — ', 

sm  (ô  —  a^  sin  ;0  —  a) 

de  sorte  que  par  remploi  des  signes,  entendu  comme  dans 
tout  ce  qui  précède  dans  la  science,  l'expression  de  a  en  a 
est  générale,  quel  que  soit  le  signe  de  a. 

Resterait  encore  à  examiner  le  cas  où  b  est  négatif  en 
même  temps  que  a  ;  mais  cette  discussion  est  tellement 
identique  aux  précédentes,  qu'il  est  tout  à  fait  inutile  que 
nous  nous  y  arrêtions  ;  nous  recommandons  seulement  aux 
élèves  de  la  fairi». 
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147.  La  consëquence  générale  de  cette  discussion  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

«  L'équation  du  premier  degré  représente  dans  tous  les 
))  cas  une  ligne  droite  indéfinie  dans  les  deux  sens,  si  I'od 
))  admet  les  solutions  négatii^es  et  qu'on  les  porte  en  sens 
»  contraire  des  solutions  positives. 

»  Et  réciproquement  une  droite  indéfinie  est  représente^» 
»  par  une  équation  unique  du  premier  degré,  à  la  condi- 
»  tion  d^en  admettre  toutes  les  solutions,  tant  positives  que 
)>  négatives.  » 

On  pourrait  facilement  établir  directement  cette  propo- 
sition réciproque;  mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  et 
nous  nous  bornerons  à  la  remarque  que  nous  avons  faite 
précédemment,  que  par  un  point  donné  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  droite  telle,  que  la  direction  de  sa  partie  au 
dessus  de  l'axe  des  x  fasse  avec  la  direction  des  x  positifs 
un  angle  donné.  Car  l'équation^  ==  ax  -f-  i,  représentant 
une  droite  coupant  Taxe  des  y  en  un  point  arbitraire,  et 
faisant  avec  un  axe  un  angle  a  qui  peut  être  quelconque, 
peut  représenter  toutes  les  droites  du  plan.  Donc  toute 
droite  du  plan  est  représentée  par  une  équation  du  premier 
degré  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points. 

SOLUTIONS    DE    QUELQUES    QUESTIONS    RELATIVES    A    LA 

LIGNE    DROITE. 

148.  Trouver  V équation  d\ine  droite  qui  passe  par 
deux  points  donnés, 

Soientx',y'et  x"^j"  les  coordonnées  de  ces  deux  points. 
L^équation  cherchée  doit  être  renfermée  dans  l'équation 
générale  de  toutes  les  droites 

(i)  jr^izax'^  b, 

et  il  ne  s'agit  que  de  déterminer  les  coefficients  a,  ft,  de 
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manière  que  la  droite  qu'elle  représente  passe  par  les  deux 
points  :  condition  qui  s'exprimera  par  les  deux  équations 

y'  =  ax'  -h  b  , 

doù  l'on  tirera  les  valeurs  de  «  en  h.  En  les  retranchant, 
on  aura 

équation  qui  n^est  impossible  que  si  Ton  a  x"  =  x'  sans 
avoir  j^"=j'';  la  droite  est  alors  parallèle  à  Taxe  des  j>^,  et 
c'est  le  seul  cas  d'exception  de  l'équation  (i). 
La  valeur  de  a  sera  donc 


y-y 

a  = 


X"  —  J:' 


et  celle  de  b  sera 


b—jr—x'  — 


X     X 


Les  reportant  dans  l'équation  (1)  on  aura  l'équation  cher- 
chée,  qui  sera 

.r  —  X 
OU 

(x^-x')(y-y)  =  {y-y)[x-x']. 

Sous  cette  forme  elle  n'est  sujette  à  aucune  exception  et 
représente  aussi  bien  les  parallèles  aux  axes,  que  les  droites 
qui  les  rencontrent  tous  les  deux. 

Si  Ton  choisit  pour  les  deux  points  donnés  ceux  où  la 
droite  coupe  les  axes,  il  suffira  de  faire  j''=  0,0:''=:  o,  et 
l'équation  de  la  droite  deviendra 


i3 
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Et  si  on  remplace  x'  ety  par  a  et  S, 


a  et  6  étant  susceptibles  de  signes  implicites,  comme  les 
quantités  jc'et  j^''  qu'elles  remplacent. 

Si  la  droite  devait  passer  par  un  troisième  point  x"',  y^^^ 
ces  coordonnées  devraient  satisfaire  à  Téquation  déduite 
des  deux  premiers  points;  d'où  résulterait 


*.*  ^'  ^"  mJ  ' 


c'est  la  condition  pour  que  les  trois  points  donnés  soient 
en  ligne  droite. 

149.  Intersection  de  deux  droites  dont  on  a  Us 
équations. 

Soient  les  équations  de  ces  droites 

Nous  avons  vu  qu'en  général  les  coordonnées  des  points 
communs  à  deux  lieux  étaient  les  solutions  communes 
réelles  de  leurs  équations.  Résolvant  donc  les  deux  équa- 
tions données,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  point  de 
rencontre 

b'  —  b  ab'  —  ba' 

a  —  a  a  —  a! 

Le  seul  cas  d'impossibilité  est  celui  où  l'on  a  /7  =  a'  ;  les 
droites  alors  ne  se  couperont  pas.  El  Ton  reconnaît  en 
effet  que  la  condition  a  =  a'  entraine  l'égalité  des  angles 
a,  a\  et  par  suite  le  parallélisme. 

150.  Équation  d^une  droite  passant  par  un  point 
donné,  et  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Soient  x\y  les  coordonnées  du  point,  et  m  le  coefficient 
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d'ioclinaison  de  la  droite.  L'équation  de  toute  droite  étant 

(l)  jr  — /ïjr-j-6, 

la  condition  pour  qu'elle  passe  par  le  point  sera 

Cette  condition  détermine  b  en  fonction  de  a  et,  reportant 
dans  (1),  on  obtient 

qui,  quel  que  soit  a,  représente  une  droite  passant  par  le 
point  donné.  Mais  pour  que  cette  droite  soit  parallèle  a  la 
droite  donnée,  on  devra  avoir  a  =  m.  L'équation  cherchée 
est  donc 

151.  jéngle  de  deux  droites  dont  on  a  les  cqua^ 
tions. 

Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires,  et  soient  a,  a', 
les  coefficients  d'inclinaison  des  deux  droites,  ou  les  tan- 
entes  des  angles  a,  a'  [fig»  36),  que  leurs  prolongements 


?' 


Fig.  36. 


0' 


— i._i I 

A 


supérieurs  font  avec  la  direction  des  x  positifs.  L'angle  que 
font  entre  eux  ces  deux  prolongements  est  a' — a  si  on 
a  a'>a;  et  a  —  a'  si  a>a'. 
Dans  le  premier  cas  on  aura 

I  +  tangatang«'        n-aa' 

i3. 
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et  dans  le  second 

tangU'AU  =  -f-Il^. 

En  employant  Tune  ou  Tautre,  quand  on  ignore  si  a  est 
plus  petit  ou  plus  grand  que  a',  on  est  toujours  sur  d'avoir 
ia  tangente  de  l'un  des  deux  angles  que  forment  entre 
elles  les  deux  droites;  mais  il  est  incertain  si  ce  sera  celui 
des  deux  prolongements  situes  au-dessus  de  Taxe  des  x, 
c'est-à-dire  du  côté  où  se  trouve  l'axe  des  y  positifs. 

Il  n'est  pas  besoin  de  rappeler  que  la  formule  de  la  tan- 
gente de  la  différence  a  été  démontrée  générale,  sous  la 
condition  des  signes. 

152.  L'angle  U'AU  sera  d'autant  plus  près  d'un  angle 
droit  que  sa  tangente  sera  plus  grande  \  les  deux  droites 

seront  donc  perpendiculaires  quand  l'expression  -^ 

croissant  indéfiniment,  cessera  de  représenter  un  nombre; 
ce  que  Ton  exprime  dans  un  langage  rapide,  mais  inexact, 
en  disant  qu'elle  est  devenue  infinie.  Pour  que  cette  fraction 
devienne  infinie,  il  faut,  ou  que  son  dénominateur  devienne 
nul,  le  numérateur  étant  fini,  ou  que  le  numérateur  de- 
vienne infini,  le  dénominateur  étant  fini. 

Dans  le  cas  où  a  et  a'  sont  finis,  la  condition  pour  que  les 
droites  soient  perpendiculaires  sera 

I  H-  aa'  ■=  o . 

Et  c'est  là  la  seule  condition  pour  qu'elles  le  soient.  Car, 
pour  que  le  numérateur  fût  infini,  il  faudrait  que  l'une 
des  deux  quantités  a,  a*  le  fut,  par  exemple  a'  ]  mais  alors 

la  fraction  aurait  pour  limite-)  qui  est  la  tangente  d'un 

angle  différent  de  l'angle  droit.  Dans  ce  cas  l'une  des  droites 

est  parallèle  à  Taxe  desj^  et-  est  la  tangente  de   l'angle 

que  fait  la  seconde  avec  cet  axe. 
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153.  Equation  de  la  perpendiculaire  abaissée  d^un 
point  donné  sur  une  droite  donnée.  Expression  de  la 
distance  du  point  à  la  droite» 

Soient  x\y'  les  coordonnées  du  point,  et 

1  équation  de  la  droite.  Celle  d'une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  point  donné  sera 

et  Ton  devra  avoir  i  -+-  aà'  =  o  pour  qu'elle  soit  perpendi- 
culaire à  la  première.  L'équation  de  la  droite  demandée 
sera  donc 

(2  jr--y=:-L[j:^a:'). 

Pour  avjir  la  distance  du  point  x\y'  à  la  droite  donnée, 
il  'audra  calculer  les  valeurs  de  x  et  j  qui  satisfont  aux 
équations  (i),  (i^),  et  la  valeur  de  cette  distance  p  sera 
donnée  par  la  formule  générale  démontrée  précédemment. 
Ou  aura  ainsi,  en  supposant  x  et  }-  connus. 


Mais  au  lieu  de  x  et  f  il  est  plus  convenable  de  calculer  les 
différences  x  —  ^\j — j'?  et  pour  cela  on  mettra  l'é- 
quation (i)  sous  la  forme 

jr  — y  =1  a(x  —  x')  —  (/' —  aa/  —  b. 

Cette  équation  jointe  à  (  a )  fera  connaître  x  —  x'^jr — y\ 
et  l'on  obtiendra  pour  p  la  valeur  suivante 

,                                               /  —  aa/  —  i) 
.  3 .  pz=z - — 

184.  Remarque,  —  Si  l'on  prend  le  radical  en  valeur 
absolue,  cette  formule  donnera  pour  p  une  valeur  positive 
8iona;^'>.ajr'-h  fe,  et  négativesi  j''<]ax'-f- i. 
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Or  ax'+  b  est  Tordonnée  de  la  droite  donuée,  pour 
Tabscisse  a:';  rinëgaliléj^']>ax'-h  h  a  donc  lieu, quels  que 
soient  les  signes,  lorsque  le  point  donné  est  au-dessus  de  la 
droite  donnée,  c'est-à-dire  dans  la  partie  du  plan  qu'on 
obtiendrait  en  marchant  dans  le  sens  des  j*  positifs,  à  par- 
tir de  tous  les  points  de  cette  droite:  Vmé^^iié  y  <^ax'  -^b 
aura  donc  lieu  pour  tous  les  points  situés  au-dessous  de  la 
droite. 

Cette  propriété  de  la  formule  (3)  mérite  d'être  remar- 
quée. En  l'employant,  et  prenant  toujours  la  valeur  absolue 
du  radical,  elle  donne  des  valeurs  positives  pour  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  situés  au-dessus  de  la  droite, 
et  négatives  pour  tous  les  points  au-dessous.  Ces  perpendi- 
culaires changent  de  signe  en  même  temps  que  de  sens. 

155.  Si  l'équation  deja  droite  éiait  donnée  sous  la  forme 

Aj^-hRrH-C  =  o, 

qui  donne 

B  C 

•^  A  A 

B  C 

il  sufGra  de  changer  a  et  &  en  —  —  et  —  —  dans  un  résul- 

A  A 

tat  quelconque  obtenu  en  partant  de  la  forme  j'  =  ax  -h  i, 
pour  obtenir  le  résultat  correspondant  à  la  nouvelle  forme. 
En  faisant  cette  substitution  dans  la  formule  (3),  on  ob- 
tiendra 

Ay  -f-  Bx'  -+-  c 

v/a^b» 

Le  signe  de  cette  expression  changera  avec  celui  du  uu- 
mérateur  ;  mais  le  coefficient  A  peut  modifier  la  proposition 
démontrée  ci-dessus.  En  effet,  en  mettant  ce  numérateur 
sous  la  forme 


*G' •*■■'• -^A-) 
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la  quantité  entre  les  parenthèses  est  bien  égale  encore 

à  r'  diminué  de  l'ordonnée '■ de  la  droite:  mais 

A        A 

si  A  est  négatif,  il  faut  renverser  la  conclusion,  et  le  numé- 
rateur sera  positif  quand  le  point  donné  sera  au-dessous  de 
la  droite,  et  négatif  dans  le  cas  contraire.  Si  A  est  positif, 
les  conclusions  sont  les  mêmes  que  quand  Téquation  de  la 
droite  est  mise  sous  la  forme j>'  =  ax-hb. 

iPPtlCATIOM    DES    RÉSULTATS    PRÉCéd:EKTS    A    QUELQUES 

QUESTIONS    SIMPLES. 

156.  Du  centre  des  moyennes  distances.  —  On  propose 
de  déterminer,  si  cela  est  possible,  un  point  tel,  que  sa 
distance  à  toute  droite  située  dans  un  plan  donné,  soit  la 
moyenne  des  distances  de  points  donnés  en  nombre  quel- 
conque, à  la  même  droite. 

Soient  Xi/i,  J^j/j,...,  x^y^  les  coordonnées  de  m  points 
donnés  et  X,  Y  celles  du  point  inconnu. 

L'équation  d'une  droite  quelconque  du  plan  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

y  zzz  aj:  -h  b. 

Prenons-la  d'abord  telle,  que  tous  les  points  donnés  soient 
d'un  même  côté,  leurs  distances  à  cette  droite  exprimées 
par  les  formules 

X,  —  ax.^b       y-i  —  ax^  —  b  J«  —  ax^  —  b 

seront  toutes  de  même  signe  *,  positives,  si  on  suppose  la 
droite  au-dessous  d'eux. 

La  distance  du  point  X,  Y  à  la  même  droite  aura  pour 
valeur 

Y  — /iX— /^ 
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et  devra  être  égale  à  la  somme  des  premières  divisée  par  m, 
si  le  point  X,  Y  est  pris  du  même  côté;  et  s'il  était  de 
l'autre  côté,  il  faudrait  changer  son  signe  pour  ne  pas  égaler 
des  quantités  de  signes  difierents. 

En  supprimant  le  dénominateur  commun  et  désignant 
les  sommes  des  abscisses  et  des  ordonnées,  respectivement 

par  y  Xj ,    y^7'i ,  on  aura    pour  exprimer  la  condition 

donnée^  Téquatiou 

b  disparaît  et  il  reste 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  quel  que  soit  a,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

Avant  d^aller  plus  loin,  il  est  bon  de  voir  ce  qui  serait 
arrivé  si  on  avait  pris  la  forme  inverse  pour  l'expression 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  X,  Y,  c*est-à-dire 

—  Y-f-flX-t-^ 

la  quantité  h  n'aurait  plus  disparu,  et  pour  queTéquation 
eût  lieu  quels  que  fussen  1 12  et  6,  il  aurait  fallu  trois  équations 
au  lieu  de  deux  entre  X  etY,  et  l'on  n'aurait  pu  y  satisfaire. 

Nous  avons  donc  trouvé  un  point  tel,  que  sa  distance  à 
toute  droite  qui  laisse  tous  les  points  donnés  d'un  même 
côté  est  la  moyenne  de  la  distance  de  ces  points  à  la  même 
droite.  Ce  point  est  unique  et  ses  coordonnées  s'obtiennent 
en  divisant  la  somme  algébrique  de  celles  des  points  donnés, 
par  leur  nombre. 

Considérons  maintenant  une  droite  quelconque,  traver- 
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santle  système  des  points  donnés.  Les  formules  que  nous 
avons  employées  pour  toutes  les  distances  donnent  des  ré- 
sultats positifs  pour  les  points  situés  d'un  côté  de  la  droite, 
et  négatifs  pour  ceux  qui  sont  situés  deTautrc.  D^où  il  suit 
que  la  somme  algébrique  que  nous  avons  écrite,  exprime  la 
dilTcrence  entre  la  somme  des  distances  des  points  situés 
d  un  même  côté  et  la  somme  des  distances  des  points  situés 
de  l'autre,  et  indique  même  par  son  signe  quelle  est  la  plus 
grande  des  deux. 

Il  existe  donc  un  point  unique  dans  le  plan  des  points 
donnés  qui  est  tel,  que  sa  distance  à  toute  droite  du  plan  est 
la  moyenne  de  celles  des  points  donnés,  en  entendant  que 
toutes  ces  distances  sont  considérées  comme  positives  pour 
les  points  situés  d^un  même  côté  de  la  droite  arbitrairement 
choisie,  et  comme  négatives  pour  les  points  situés  de  l'autre. 

Ce  point  se  nomme  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  donnés.  Ses  coordonnées  sont  les  moyennes  al- 
gébriques de  celles  de  ces  points. 

157.  Lieu  des  points  d'où  une  droite  donnée  de  longueur 
et  de  position  est  "vue  sous  un  angle  donné.  —  Remarque 
relaWe  à  la  formule  de  l'angle  de  deux  droites. 

Nous  avons  déjà  considéré  ce  problème  comme  exemple 
de  solutions  étrangères*,  il  va  nous  servir  actuellement  à 
montrer  les  précautions  qu'exige  l'emploi  de  la  formule  de 
langle  de  deux  droites. 

Soient  BB'  (fig,  'ij)  la  droite  donnée,   2a  sa  longueur 


Fig.  37. 
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M' 


^^11  la  tangente  de  Tangle  sous  lequel  elle  doit  être  vue 
du  point  quelconque  M  du  lieu. 
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Les  équations  des  droites  menées  de  B  et  B'  à  M  seront, 
en  prenant  B'B  pour  axe  des  x,  et  pour  axe  des  y  la  per- 
pendiculaire au  milieu, 

m^m!  étant  lès  tangentes  des  angles  or,  0t^ 

Si  le  point  M  est  au-dessus  de  Taxe  des  Jtr,  l'angle  sous 
lequel  sera  vue  BB'  sera  «  —  a',  et  l'on  devra  avoir 


m  —  m' 


(i)  ,I=U. 

I  -h  mm' 

Mais  si  le  point  est  en  M',  au-dessous  de  AX,  Tangle  sous 
lequel  sera  vue  BB'  sera  a' —  a,  et  sa  tangente  sera 

/«'  —  m 


I  -h  mm' 

m'  —  m 


Or,  Téquation  (i)  peut  s'écrire  ainsi -,  =  —  fx.  Les 

points  du  plan  satisfaisant  à  (i)  seront  donc  tels,  que  de  ceux 
qui  seront  au-dessus  de  AX  on  verra  BB'  sous  l'angle  dont 
la  tangente  est  fx,  et  que  de  ceux  qui  seront  au-dessous,  BB' 
sera  vue  sous  l'angle  dont  la  tangente  est  —  (x,  c'est-à-dire 
sons  l'angle  supplément.  C'est  là  l'explication  du  résultat 
que  nous  allons  trouver  en  faisant  usage  de  Téquation 
unique  (i). 

Si  nous  désignons  par  x^jr  les  coordonnées  qui  satisfont 
aux  équations  des  deux  droites,  on  aura 


m  nz 9      m  m * 

X  —  a  X  -f-  tf 


et  les  reportant  dans  (i),  on  aura  entre  les  coordonnées  d^on 
point  quelconque  du  lieu,  l'équation  suivante 


a 


y 


2      =f*' 


x'  —  n* 
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OU,  en  réduisant^ 

2/ïr 

j^  -\-  a:*  —  «'  =  9 

laquelle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

On  reconnaît  alors  que  le  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre 
a  pour  coordonnées    a*=o,    ^  =  -  et    dont    le    rayon 

est  II  passe  par  les  deux  points  B,  B'.  Sa  partie  su- 

V^i  -+-  f*^ 

përieure  et  sa  partie  inférieure  sont  des  segments  capables 
d'angles  supplémentaires,  comme  nous  Tavons  prévu. 

Si  Ton  voulait  une  équation  renfermant  tous  les  points 
d'où  BB^  serait  vue  sous  Tangle  donné,  il  faudrait  réunir 
les  équations  de  deux  cercles,  représentés  l'un  par  l'équa- 
tion (i),  Fautre  par  celle  qu'on  obtiendrait  en  changeant  ja 
en  — fx  dans  (i)-,  et  chacune  de  ces  équations  représente- 
rait un  lieu  dont  une  partie  serait  étrangère  à  la  question. 

Ces  considérations  bien  simples  se  reproduiront  dans 
bien  des  circonstances,  et  serviront  à  expliquer  des  résul- 
tats qui  pourraient  surprendre  au  premier  abord  ;  et  c^est 
pour  cela  que  nous  les  présentons  comme  méritant  toute 
l'attention  des  élèves. 


CHAPITRE  VI. 

DU  UEO  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DU 

SECOND  DEGRÉ. 


158.  Quand  on  cherche  Téqualion  d'un  lieu  d'après  des 
conditions  géométriques,  on  a  soin  de  discuter  Tétendue 
des  formules  qu^on  emploie  et  les  conditions  de  leur  géné- 
ralité et  de  leur  application  à  tous  les  points  en  question, 
de  quelque  manière  qu'ils  soient  situés.  Toutes  les  formules 
que  nous  avons  employées  jusqu'ici  n'étaient  générales 
qu'à  la  condition  de  porter  les  coordonnées  négatives  en 
sens  contraire  des  coordonnées  positives.  Mais  quand  on 
donne  une  équation  sans  dire  d'où  elle  provient,  et  qu'on 
demande  d'en  construire  le  lieu,  il  est  nécessaire  de  dire 
si  ce  sont  les  solutions  positives  ou  les  solutions  négatives 
que  Ton  veut  construire,  et  sur  quels  axes  il  faut  les  porter. 
La  question  qu'on  se  pose  est  arbitraire,  et  l'on  pourrait 
aussi  bien  avoir  la  fantaisie  de  ne  considérer  que  les  valeurs 
négatives  des  coordonnées,  que  celle  de  les  rejeter  entiè- 
rement. Nous  nous  placerons  ici  dans  Thjpo thèse  où  l'on 
accepte  toutes  les  solutions  réelles  de  Téquation,  et  où  les 
coordonnées  négatives  sont  portées  en  sens  contraire  des 
positives.  Les  précédents  nous  y  engagent  ;  mais  II  est  bien 
entendu  qu*on  est  maître  de  se  borner  aux  solutions  posi- 
tives ]  il  suffira  alors  de  supprimer  les  parties  du  lieu  qui 
correspondraient  à  des  solutions  négatives. 

Cela  étant  bien  entendu,  proposons-nous  de  déterminer 
le  lieu  de  tous  les  points  du  plan,  dont  les  coordonnées, 
soit  positives,  soit  négatives,  satisfont  à  l'équation  gêné- 
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raie  du  second  degré 

(i)  aj^  4-  bxjr  ■+■  cx^  -k-  dy  -^  ex  -\-fz=z  o. 

Et  d^ abord  remarquons  que,  quel  que  soit  le  lieu  de  cette 
équation,  si  on  le  rapportait  à  des  axes  choisis  arbitrai- 
rement sur  le  .plan,  son  équation  serait  du  même  degré  \ 
et  par  conséquent  Téquation  (i)  qui  est  aussi  géuérale  que 
possible,  peut  être  supposée  celle  du  même  lieu  par  rapport 
à  tout  système  d'axes  \  de  sorte  que  toute  proposition  qui 
se  trouvera  établie  relativement  à  Tun  ou  à  Tautre  de  ces 
axes,  le  sera  relativement  à  une  droite  arbitraire. 

Cette  remarque,  qui  s'applique  à  tous  les  degrés,  nous 
permettra  de  démontrer  très-simplement  des  propriétés 
très-générales  des  courbes  du  second  degré. 

159.  Intersection  par  une  droite  quelconque.  —  Si  on 
cherche  l'intersection  du  lieu  de  Téquation  (i)  par  Taxe 
des  X,  ce  qui  se  fera  en  y  faisant  j  =  o,  on  aura  pour  dé- 
terminer la  position  de  ces  points  Téquation 

\i)  cx^  -\-  ex  -^/=o. 

Or  en  général  cette  équation  n'admet  pas  plus  de  deux 
racines  ;  et  Taxe  des  x  représentant  une  droite  quelconque 
du  plan,  OQ obtient  cette  proposition  générale  :  Une  droite 
quelconque  ne  peut  en  général  avoir  plus  de  deux  points 
communs  avec  une  courbe  du  second  degré.  Pour  que  ces 
deux  points  existent,  il  faut  que  les  racines  de  l'équation  (i) 
soient  réelles  et  inégales. 

Si  elles  étaient  égales,  les  deux  points  seraient  réunis  en 
un  seul.  11  n'y  en  aurait  aucun,  si  elles  étaient  imaginaires. 
Si  Ton  avait  c  =  o,  il  n'y  aurait  qu'un  point  de  rencontre. 
Mais  cette  circonstance  est  différente  de  celle  des  racines 
égales.  En  effet,  si  on  conçoit  que  les  coefficients  de  (2) 
varient  d'une  manière  continue  en  tendant  vers  la  condition 
d'égalité  des  racines,  les  deux  points  de  rencontre  se  rap- 
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procheront  indéfiniment  et  se  confondront  quand  on  aura 
e*  =  4^/'  Dans  le  second  cas,  c  tendant  vers  zéro,  Tane 
des  racines  croit  sans  limite,  les  deux  points  s^éloignent 
indéfiniment  Fun  de  l'autre,  et  quand  on  a  c  =  o,  il  n  en 
subsiste  plus  qu'un. 

Enfin  si  l'on  avait  c  =  o,  e  =:  o,f=  o,  l'équation  (i) 
serait  satisfaite  quel  que  fût  x,  et  par  conséquent  tous  les 
points  de  Taxe  des  x  conviendraient.  Dans  ce  cas  parti- 
culier cet  axe  appartient  au  lieu.  L'équation  (i)  devient 
alors  j  (ay  -^  bx  -h  d)  =  o  et  représente  l'ensemble  de 
deux  droites  dont  l'une  a  pour  équation  j^  =  o  et  l'autre 
aj^  -I-  èx  -h  rf= o.  C'est  le  seul  cas  où  une  droite  puisse  avoir 
plus  de  deux  points  communs  avec  un  lieu  du  second  degré. 

160.  Diamètres,  —  Occupons -nous  maintenant  de  con- 
struire tous  les  points  du  lieu.  Il  faudra  pour  cela,  comme 
nous  l'avons  dit  généralement,  donner  a  x  d'une  manière 
continue  toutes  les  valeurs  réelles  de  o  à  =b  oo  et  déterminer 
la  suite  des  valeurs  réelles  correspondantes  dey,  A  cet 
effet  nous  résoudrons  l'équation  (i)  par  rapport  à  j-,  et 
nous  aurons 

Cette  expression  montre  d'abord  que,  pour  toute  valeur 
de  X  qui  rend  le  radical  réel,  il  y  a  deux  valeurs  de  jr  réelles, 
et  par  suite  deux  points  du  lieu  situés  sur  une  parallèle  à 
l'axe  des  /,  et  également  distants  du  point  du  plan  dont 

l'ordonnée  serait La  suite  des  points  milieux 

des  cordes  parallèles  à  l'axe  des^  et  relatives  aux  valeurs 
successives  de  x  est  donc  représentée  par  l'équation 

bx  -^  d 

qui  est  celle  d'une  ligne  droite  UV  (fig*  38,  p.  208).  Et 
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comme  Taxe  desy  a  une  direction  quelconque  par  rapport 
au  lieu,  on  obtient  cette  proposition  générale  : 

Dans  tonte  courbe  du  second  degré  le  lieu  des  milieux 
d*un  système  quelconque  de  cordes  parallèles  est  une  ligne 
droite.  Cette  droite  se  nomme  le  diamètre  de  ces  cordes. 

h^  suite  de  la  discussion  va  beaucoup  dépendre  du 
signe  du  coefficient  de  x'  sous  le  radical,  et  nous  la  par- 
tagerons en  trois  cas  bien  distincts,  correspondants  aux 
trois  hypothèses 

h^  —  ^ac  <^Oy     Ir — ^ac^  Oy     b^  —  /^ac  z=i  o. 

161.  Premier  cas.  — Soit  i'  — ^ac  <[o.  En  le  mettant 
en  facteur  sous  le  radical,  nous  aurons 


±—  1/  ^'— 4«^      -^'-^^TT 7 -^-Ht T-^  I 


bx-^d 


et  posant  i'  —  ^acz=.  —  A', 
bx  -^ 


a  la  y  b^  —  t\ac  b^ — ^ac 

Posant  -î 7 —  =  771,  la  quantité  sous  le  radical  devient 

0*  —  ^ac  * 

d^  —  Aaf 

^  ^  b^  —  ^ac 

et  comme —  [x  — w)'  est  toujours  négatif,  il  faut  que 
Tensemble  des  termes  suivants  soit  positif,  ou  le  radical  ne 
serait  jamais  réel,  etTéquation  proposée  ne  représenterait 

aucun  lieu.  Supposant  donc  —  m*  -y- — ^ —  positif,  en  le 

représentant  parp'  l'équation  (i)  résolue  sera 


bx  -r-  M  n       . 

La  forme  de  la  quantité  sous  le  radical  dispense  de  con- 
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sidérer  toutes  les  valeurs  de  x  de  —  oo  à  4-  oo  .Car,  pour 
que  j^  soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait  (x  —  m)*  <[^'  ou  au 
plus  l'égalité  (x  —  m)  *  =  p',  qui  donne  x  =  m±  p.  Ces 
deux  valeurs  AB,  A6'  de  x^  rendant  le  radical  nul,  donnent 
deux  points  sur  le  diamètre  même.  Soient  D,  D'  ces  deux 
points,  C  le  milieu  entre  B  et  B'  ;  on  aura  par  suite  AC  =  m, 
BC  =  CB'  =  />  et  IX)==D'0.  Maintenant,  pour  avoir 
(jc  —  m)  *  <^  p',  il  faudra  que  x  —  m  ou  m  —  x  soit  plus 


Fig.  38. 

y 

/ 

t 
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petit  que  p^  et  par  suite  que  x  soit  compris  entre  m-^-p 
et  m  —  p,  et  par  conséquent  le  lieu  est  compris  entre  les 
parallèles  indéfinies  BD,  B'D'. 

La  plus  grande  valeur  du  radical  aura  lieu  quand  x  —  m 
sera  zéro,  ou  x  =  m.  Si  donc  à  partir  de  O  on  porte  en 

dessus  et  en  dessous  — )  on  aura  deux  points  H^H'  appar- 
tenant au  lieu,  et  qui  seront  les  plus  éloignés  du  diamètre 
DD'.  D*où  il  suit  que  si  par  ces  points  on  mène  des  paral- 
lèles EF,  E'  F'  à  ce  diamètre,  le  lieu  sera  tout  entier 
compris  entre  ces  parallèles  ;  et  comme  il  Test  déjà  entre 
EE'  et  FF',  il  sera  renfermé  dans  Tintérieur  du  parallélo- 
gramme EFF'E',  et  passera  par  les  milieux  de  ses  quatre 
côtés.  De  plus  toute  valeur  de  x  entre  m  —  p  etm-+-/? 
donnant  des  valeurs  réelles  pour  ^,  le  lieu  sera  une  courbe 
continue  et  fermée.  On  lui  a  donné  le  nom  à^ellipse. 
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CENTRE  ET  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

162.  Si  l'on  remarque  que  (.r  —  m)*  aura  des  valeurs 
égales  pour  x  —  m  =  dba  ou  x  =  m  it  a,  quel  que  soîl  a, 
et  que  par  suite  le  radical  et  les  longueurs  à  porter  à  partir 
du  diamètre  seront  les  mêmes,  on  voit  que  si  Ton  prend 
CP'=  CP,  d'où  QO  =  Q'0,  les  quatre  points  M,  M'  N,  N' 
correspondants  de  la  courbe  seront  les  sommets  d'un  paral- 
lélogramme dont  deux  côtés  seront  parallèles  à  Taxe  des^ 
et  les  deux  autres  au  diamètre.  Ses  diagonales  passeront 
par  le  point  constant  O,  où  elles  seront  coupées  en  deux 
parties  égales.  L*ellipse  jouit  donc  de  cette  propriété  que 
5J  on  joint  un  quelconque  de  ses  points  au  point  O,  et 
quon  prolonge  cette  ligne  d'une  quantité  égale  en  sens 
contraire^  on  a  encore  un  point  du  lieu» 

Relativement  à  toute  courbe,  un  point  qui  jouit  de  celte 
propriété  se  nomme  centre, 

L*ellipse  adonc  un  centre-,  il  est  sur  le  diamètre^  ses  coor- 

aonneesx,j^,  ont  pour  valeurs  .r,  -_  m  et)  ,  = , 

ou,  en  remplaçant  m  par  sa  valeur, 

ine  —  bft  ixcd —  be 


b*  —  ^ac        "  b'  —  /^ 


ar. 


Il  est  facile  de  voir  que  Tellipse  ne  peut  avoir  qu'un  seul 
centre.  Car  si  elle  en  avait  deux,  la  corde  qui  passerait  par 
ces  deux  points  devrait  les  avoir  Tun  et  l'autre  pour  milieu  ; 
ce  qui  est  absurde. 

On  démontre  en  géométrie  une  proposition  très-générale 
à  ce  sujet.  Elle  consiste  en  ce  qu'une  courbe  qui  a  deux 
centres  en  a  une  infinité  situés  à  des  distances  égales  à  la 
droite  qui  les  joint  ;  et  qu'elle  peut  être  coupée  en  une  in- 
finité de  points  par  les  droites  parallèles  à  la  ligne  des 
centres.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  qu'un  seul  centre,  au  plus, 

•4 
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pour  les  courbes  qui  ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre  fini 
de  points  en  ligne  droite  :  ce  qui  est  le  cas  de  toutes  les 
courbes  du  second  degré. 

Le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  ^,  passant 
par  le  centre  de  Tellipse,  et  la  direction  de  cet  axe  étant 
arbitraire,  tous  les  diamètres  de  Tellipse  passent  par  son 
centre. 

i63.  Une  autre  propriété  très-importante  résulte  encore 
de  ce  que  le  point  O  est  le  centre  du  parallélogramme 
MM'  N'  N  :  c'est  que  les  milieux  des  côtés  MN,  M' N'  seront 
situés  sur  la  ligne  indéfinie  CO,  parallèle  à  Taxe  des  y. 

Cette  droite  sera  donc  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  au  diamètre  UY,  et  par  t:onséquent  le  diamètre 
de  ces  cordes. 

Les  deux  diamètres  UV,  COC  jouissent  donc  de  cette 
propriété  remarquable,  que  chacun  d'eux  est  le  diamètre 
des  cordes  parallèles  à  Tautre  :  c'est  ce  qu'on  appelle  un 
système  de  diamètres  conjugués. 

Et  comme  Taxe  des  j  a  une  direction  arbitraire  dans  le 
plan,  on  peut  énoncer  celte  propriété  générale  : 

Tout  diamètre  de  F  ellipse  a  un  conjugué. 

\  64.  Deuxième  cas.  —  Passons  au  cas  de  J'  —  ^ac^o. 
L'équation  (3)  devient,  en  faisant  i'  —  4  ^^  =  ^% 
2.ae  —  hd 

bx-hd    ,     k    ^  I                         d^-^iaf 
V  —2 =rz  —  \/  r^  —  2  mx  H 4 —  ? 


2<ï  2£Z  y  '  b^  —  ^ac 

Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas  dépendant  du  signe 
de  la  somme  des  termes  qui  suivent  [x  —  m)  '. 
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Supposons-la  d'abord  positive,  et  posons 

0^  —  l\ac 


nous  aurons 


bx  '\-  d    ,     k 


a  «  2  ri  '  ^  '        ' 

et  il  est  évident  que  toute  valeur  de  x  donnera  des  va- 
leurs réelles  pour  j  et  par  conséquent  des  points  du  lieu. 

La  droite  x  = sera  encore  le  diamètre  des  cordes 

parallèles  à  Taxe  des  j  -,  mais  la  courbe  ne  ïe  rencontrera 
pas,  parce  que  le  radical  ne  saurait  devenir  nul.  Sa  valeur 

minimum  correspond  à  x  =  m  et  est  égale  à  -- •  Les  deux 

points  ainsi  construits  sont  donc  les  plus  rapprochés  du 
diamètre  ;  et  si  par  chacun  d'eux  on  mène  une  parallèle 
a  ce  diamètre,  il  n'y  aura  aucun  point  du  lieu  entre  ces 
deux  lignes.  Et  comme  le  radical  croît  sans  limite  à  mesure 
quex  s'éloigne  de  m,  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  le  lieu  est 
composé  de  quatre  branches  indéfinies  dont  les  points 
s'éloignent  indéfiniment  du  diamètre,  en  même  temps 
qu'ils  s'avancent  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  positifs 
ou  négatifs.  Les  deux  branches  d'un  même  côté  du  diamètre 
forment  un  lieu  continu,  et  le  lieu  total  se  compose  de 
deux  parties  indéfinies  dans  deux  sens,  et  entièrement 
séparées  Tune  de  Tautre. 

Cette  courbe  se  nomme  Iryperbole. 

Voyons    maintenant    ce   qui    arriverait    si    l'on   avait 
,      d'—^af  , 

L'équation  du  lieu  deviendrait 


h 


X 


iru.   —f-  €*      I        n        f " ; — 

Y  zn: zt:  —  \{x  —  ///  : '  —  / 

2/1  2fl 


'/^ 


i4. 
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Il  faut  alors,  pour  que  r  soit  réel,  que  Ton  ail 

Le  radical  est  nul  pour  x  —  m  =  zhp'^  ainsi  la  courbe 
coupe  son  diamèlre  aux  deux  points  correspondants  à 
Xz=m±p.  Entre  ces  deux  valeurs  le  radical  serait  ima- 
ginaire, et  par  conséquent  il  n*y  a  aucun  point  du  lieu 
entre  les  deux  parallèles  à  Taxe  des  j'  correspondantes  à 
ces  abscisses.  Mais  si  x  s'éloigne  indéfiniment  de  Tune  et 
de  l'autre  dans  Fun  et  l'autre  sens,  le  radical  est  toujours 
réel  et  va  en  croissant  indéfiniment,  de  sorte  que  le  lieu 
complet  de  Téquation  a  encore  quatre  branches  indéfinies, 
appartenant  deux  à  deux  à  deux  parties  continues  entière- 
ment séparées  Tune  de  l'autre  :  on  Tappelle  encore  /tr- 
pcrbole. 

Enfin,  si  l'on  avait  —  ///*  -f-  -, ^ —  =  o,  les  deux  va- 

0^  —  i^ac 

leurs  dey  seraient  du  premier  degré  et  présenteraient  deux 

miroites  se  coupant  sur  le  diamètre. 

Cela  posé,  nous  allons  continuer  la  discussion  sans  faire 

de  distinction  entre  les  deux  cas,  et  nous  écrirons  comme 

il  suit  la  valeur  de  y 

//x  b.r -h  fi   ,     k      r- 

q  pouvant  être  positif  ou  négatif. 

1 65 .   Cen trc  et  fliamètres  conjugués. 

Les  propriétés  de  l'hyperbole  se  reconnaîtront  identique- 
ment comme  pour  l'ellipse.  Les  deux  valeurs  x  =  m±a, 
quel  que  soit  a,  donneront  une  même  valeur  au  radical;  et 
les  quatre  points  du  lieu  qui  en  résulteront,  seront  les 
sommets  d'un  parallélogramme  dont  le  centre  aura  pour 
abscisse  m,  et  dont  les  côtés  seront  parallèles,  les  uns  à 
Taxe  des  >  ,  les  autres  au  diamètre. 
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Il  résultera  de  là  que  si  Ton  joint  uu  poiut  quelconque 
du  lieu  au  point  constant  du  diamètre,  ayant  m  pour  ab- 
scjsse  et  qu'on  prolonge  cette  ligne  d'une  quantité  égale,  on 
obtiendra  encore  un  point  du  lieu.  Ce  poiut  constant  du 
diamètre  est  donc  centre  de  la  courbe. 

Les  coordonnées  .r,  )  ont  pour  valeurs,  comme  dans  \v 
cas  de  Tellipse, 

2  (te  —  b(i  1  ni  —  bc 

b^  —  ^ac        "  h^  —  ^ac 

166.  Les  côtés  du  parallélogramme  qui  sont  parallèles 
au  diamètre,  ont  évidemment  leurs  milieux  sur  la  parallèle 
à  Taxe  des^  menée  par  le  centre. 

Cette  parallèle  est  donc  le  diamètre  des  cordes  parallèles 
au  premier. 

Ces  deux  diamètres  sont  donc  tels,  que  chacun  d'eux  est 
le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Tautre,  et  par  consé- 
quent ils  sont  conjugués. 

D'après  ce  que  nous  avons  reconnu,  l'un  des  deux  seule- 
ment rencontre  Thyperbole. 

167.  j4symptotes,  —  Si  dans  l'équation  (4)  on  suppri- 
mait le  terme  ^,  on  aurait 

,p.  bx  -h  d    ,    A(t  —  m  1 

(5)  J  =  — 


2«'/  2/7 


équation  qui  représente  deux  droites  qui  coupent  le  dia- 
mètre au  point  dont  Fabscisse  est  m,  c'est-à-dire  au  centre 
de  l'hyperbole.  Ces  deux  droites  jouissent  de  celle  propriété 
remarquable,  que  les  quatre  branches  de  l'hyperbole  s'en 
approchent  indéfiniment  sans  jamais  les  atteindre. 

Pour  le  démontrer,  considérons  dans  (4)  et  (5)  les  par- 
lies  aflcctées  du  signe  db,  qui  expriment  ce  que  Ton  doit 
porter  de  part  et  d'autre  du  diamètre.  La  différence  de  leurs 

carrés  est  y~i  et  par  conséquent  constante.  Mais  en  don- 
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nant  à  x  des  valeurs  îndëfiniment  croissantes,  positives 
ou  négatives,  les  quantités  qu'il  faut  porter  au-dessus  et 
au-dessous  du  diamètre  croissent  sans  limite;  donc  leur 
difierence  tend  vers  zéro,  puisqu'elle  est  égale  à  la  diffé- 
rence constante  de  leurs  carres,  divisée  par  leur  somme 
indéfiniment  croissante. 

D'après  cela^  il  est  clair  que  les  points  des  quatre  bran- 
ches de  la  courbe  s'approcheront  indéfiniment  des  quatre 
prolongements  indéfinis  de  ces  droites,  à  mesure  que  les  va- 
leurs absolues  des  abscisses  croîtront  de  plus  en  plus  des 
deux  côtés  de  Torigine. 

Toute  droite  qui  jouit  de  la  propriété  que  la  distance  des 
points  d'une  branche  de  courbe  infinie,  à  celte  droite,  ont 
pour  limite  zéro,  à  mesure  que  l'on  s'avance  indéfiniment 
sur  cette  branche,  se  nomme  asy^mptote  de  cette  branche. 
L'hyperbole  a  donc  deux  asymptotes,  et  chacune  d'elles 
l'est  dans  les  deux  sens.  Elles  se  coupent  au  centre  de  la 
courbe* 

168.  Troisième  cas .  —  Soit,  enfin,  b^  —  4û^=o«  L^ 
discussion  sera  fort  différente  dans  ce  cas^  parce  que  le  po- 
lynôme sous  le  radical  n'est  plus  du  second  degré. 

La  valeur  dej  se  réduit  à 

y  = ±  —  J^lbd  —  iiae)x  -hd*  —  4^/» 

OU 


bjc-hd^    I    ,   ATT  T  eP  —  4fl/  1 

•^  2£f  2/2   V  L  2(W— 2a<?)J 

d}—^af 

Pourquej^soitréel,ilfautque6rf — aaeet.rH — .,, : 

soient  de  même  signe,  de  sorte  qu'à  partir  de  la  valeur 

X  =    ; .  .  ^ r  qui  annule  le  second  facteur,  et  donne  le 

2(W—  nae)  ^ 
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point  unique  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  diamètre, 
il  faut  que  x  marche  indéfiniment  du  côté  des  x  positifs  si 
Ton  a  hd —  aac>  o;  et  du  côté  des  x  négatifs  si  Ton  a 
W —  2«e  <^  o.  Le  radical  croîtra  alors  indéfiniment ,  et  la 
courbe  se  composera  de  deux  branches  infinies,  non  sépa- 
rées, et  s'étendant  indéfiniment  du  côté  de  Taxe  des  x  posi- 
tifs, ou  bien  de  Taxe  des  x  négatifs. 

Cette  courbe,  d'une  forme  très-différente  des  deux  au- 
tres, se  nomme  parabole. 

Si,  outre  A'  —  i^ac-=-  o,  on  avait  encore  hd  —  lae^^o^ 
le  radical  aurai  tune  valcurconstante.  Si  Ton  a  ^*  —  4^/  >  o» 
cette  valeur  est  réelle,  et  le  lieu  consiste  en  deux  droites 
parallèles  au  diamètre.  Si  r/'  —  ^af=^  o,  ces  deux  droites 
se  confondent  avec  le  diamètre  même.  Et.  enfin,  si  Ton  a 
d} — ^af<^  o,  la  valeur  de  r  est  imaginaire  quel  que  soitx, 
et  Téquation  ne  représente  aucun  lieu. 


CHAPITRE  VIL 

APPLICATION  DE  LA  TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  A 
LA  SIMPLIFICATION  DE  L'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DU  SECOND 
DEGRÉ. 


i  69.  Le  passage  d'un  système  de  coordonnées  rectilignes 
à  un  autre  introduit  quatre  constantes,  dépendantes  de  la 
position  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  premiers.  Ce 
sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  et  les  angles  des 
nouveaux  axes  avec  Tun  des  premiers.  On  peut  donc  se 
proposer  de  choisir  ces  constantes  de  manière  à  simplifier 
Féquation  donnée,  quelle  qu^elle  soit,  et  à  rendre  ainsi  plus 
facile  la  discussion  du  lieu  qu'elle  représente,  et  générale- 
ment la  solution  de  toutes  les  questions  qui  s'y  rapportent. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire  pour  Téqualion  générale 
du  second  degré,  et  nous  commencerons  par  le  simple  dé- 
placement deTorigine,  en  conservant  la  direction  des  axes. 

170.  Déplacement  de  V origine,  — Soit  Téquation 

(1)  ajr"^  H-  bxy  H-  cx^  -\-  djr  -h  ex  -^  f  =i o  » 

rapportée  à  des  axes  quelconques.  Proposons-nous  de  la 
rapporter  à  des  axes  parallèles  jr',  y^  passant  par  une  ori- 
gine ayant  pour  coordonnées  les  indéterminées  a,  6. 

En  substituant  à  x  et  r?  ^^  H-  «  et  7  '  -f-  S  Téquation  (1) 
devient 

(2)  )  4- (aca-h  6S  4-^)^' 

(  4-a6' -h  6a6 -h  ca' 4- ^/6 -|-^a-+-/=o. 

Les  trois  termes  du  second  degré  ont  les  mômes  coefficients 
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que  dans  (1),  mais  les  trois  autres  renferment  et  et  S;  on 
peut  donc,  en  général,  en  fairô  disparaître  deux  à  volonté, 
elnous choisirons  ceux  qui  renferment  x*  ou  7  ' ,  Il  suffira 
pour  cela  de  poser 


(3; 

d  ou  Ton  tire 

;4) 


bC  -h  2fa  -h  e  =  Of 

lae  —  bd 
b^  —  ^ac 

icd  —  be 


6  =: 


b^  —  ^ac 


On  voit  d'abord  que  cela  n'est  possible  que  si  Ton  n'a 
pas  A'  — \ac  =  o.  Les  termes  du  premier  degré  ne  peuvent 
donc  disparaître  que  dans  le  cas  de  Tcllipse  et  de  Tliyper- 
bole;  et  alors  Téquation  (2)  se  réduit  à 

(5)  «y*  -\-  bx'y  -f.  ry  »  .4.  p  —  o, 

Pétant  le  résultat  de  la  substitution  des  valeurs  (4)  dans 
le  premier  membre  de  (i). 

On  peut  reconnaître  dans  les  formules  (4)  les  valeurs 
des  coordonnées  du  centre,  mais  lafonne  de  Vcquation  (5) 
iiiffit  pour  proiiK^er  que  Vongine  des  coordonnées  a:',  j)  '  est 
centre  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  toute  corde  qui  y 
passe  y  est  coupée  en  deux  parties  égales. 

Soit,  en  effet,  j'  =  wx'  Téquation  d'une  droite  quel- 
conque passant  par  Torigine;  les  abscisses  des  points  où 
elle  coupe  la  courbe  seront  données  par  l'équation 

[am^  -h  bm  -h  c) x'*  -h  P  -r  o, 

dans  laquelle  x'  n'entre  qu  au  carré,  puisque  tous  les 
termes  en  x',  r '  dans  (5  )  étaient  du  second  degré.  Les  deux 
valeurs  de  x'  sont  donc  égales  et  de  signe  contraire,  quand 
elles  sont  réelles,  et  les  deux  points  de  rencontre  sont  a 
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égale  distauce  de  lorigine  qui,  par  conséquent,  est  centre 
de  la  courbe. 

171 .  Réciproquement.  —  Pour  qu'un  point  du  plan  soit 
centre,  il  faut  qu«n  le  prenant  pour  origine  l'équation  ne 
renferme  plus  de  termes  du  premier  degré,  car  sans  cela 
Téquation  qui  donnerait  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  courbe  avec  une  droite  quelconque  menée  par 
ce  point,  renfermerait  x'*  elx',  l'origine  ne  serait  donc  pas 
le  milieu  de  la  corde,  et  par  conséquent  ne  serait  pas  centre; 
il  n^j  a  donc  qu*un  seul  centre  pour  V ellipse  et  Vhjper^ 
hole,  puisqu^il  n'y  a  qu'une  seule  solution  pour  les  équa- 
tions (4)  lorsqu'on  n'a  pas  i*  —  J^ac=.o, 

172.  Lorsque  l'on  a  i'  —  ^ac  =  o,  les  équations  (3)  sont 
incompatibles,  k  moins  que  l'on  n'ait  iiae  —  &^/=o,  et 
par  suite  ^cd —  he=^  o,  auquel  cas  elles  sont  indétermi- 
nées. Mais  nous  avons  reconnu  que  l'équation  représentait 
alors  deux  droites  parallèles  au  diamètre,  et  non  plus  une 
parabole.  Donc,  lorsque  b^ —  4  ^<^'  =  <>>  >!  i^'y  *  P^*  ^^  centre 
ou  il  y  en  a  une  infinité.  Il  n'y  en  a  pas  quand  le  lieu  est 
une  parabole;  et  il  y  en  a  une  infinité  quand  le  lieu  con- 
siste en  deux  droites  parallèles. 

173.  La  résolution  des  équations  (3)  correspond  à  l'in- 
tersection des  deux  lieux  géométriques  représentés  par  cha- 
cune de  ces  équations,  considérée  isolément,  en  y  regardant 
0C  et  6  comme  des  coordonnées  variables.  Ces  équations 
étant  du  premier  d^ré  représentent  des  lignes  droites.  Si 
l'on  remplace  a  et  6  par  les  lettres  ordinaires  x,  >',  la  pre- 
mière droite  aura  pour  équation 

^ajr-^bx-\-d^^o     ou    X  =  — 


ia 


c'est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  j^. 
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La  seconde  h  y  -f-  2  0 jc  H-  e  =  o  donne 

br  -h  e  ^cx  •+-  c 

x  = — —    ou    r  = 7 —  • 

ce  serait  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  x^  et 
le  centre  serait  à  la  rencontre  de  ces  deux  diamètres. 

Us  seraient  parallèles  si  l'on  avait  —  =  -r-  ou  i*  =  4ûc, 

et  c'est  le  cas  de  la  pacabole.  11  n'y  a  pas  rencontre  des 
deux  droites  (3)  à  moins  que  Von  n'ait  ^ae  —  fe^  =  o,  au- 
quel cas  les  deux  équations  (3)  se  confondent  en  une  seule. 
Les  deux  diamètres  se  réduisent  alors  à  un  seul,  dont  tous 
les  points  satisfont,  et  sont  par  conséquent  des  centres  du 
Heu,  comme  cela  est  évident,  puisque  le  lieu  consiste  alors 
en  deux  droites  parallèles. 

174.  Le  changement  d'origine  introduisant  deux  indé- 
terminées, permet  toujours  de  faire  disparaître  deux  termes 
de  Téquation  complète;  et  lorsqu'on  ne  peut  faire  dispa- 
raître les  deux  du  premier  degré,  on  peut  faire  disparaître 
l'un  d'eux  et  le  terme  indépendant  des  variables.  Si  c'est 
l'ordonnée  qu'on  veut  faire  disparaître,  on  aura  pour  déter- 
miner les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  les  deux 
équations 

I   fl6'4-^a6H-ca'-T-<^6H-^a-4-/=:0. 

Eliminant  f,  on  obtient 

Dans  le  cas  où  b^  —  ^ac  est  différent  de  zéro,  cette  équa- 
tion a  deux  racines,  réelles  ou  imaginaires.  Si  &' — 4 ^^=^9 
elle  se  réduit  au  premier  degré,  et  il  y  a  toujours  une  so- 
lution réelle',  mais  unique. 

On  peut  remarquer  que  les  solutions  communes  aux  deux 
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équations  (6)  sont  les  coordonnées  des  points  communs  au 
diamètre  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  j",  et  à  la  courbe 
donnée.  Dans  le  cas  de  Thyperbole  seulement,  ce  diamètre 
peut  ne  pas  couper  la  courbe,  et  les  racines  de  Téquation 
en  a  seraient  imaginaires.  Il  ne  serait  pas  possible  alors 
de  faire  disparaître  le  terme  en  y  et  le  terme  indépendant, 
par  un  simple  déplacement  de  Torigine,  sans  changer  la  di- 
rection des  axes.  II  pourrait  en  être  de  même  pour  la  dispa- 
rition du  terme  en  x\  €t  même  il  pourrait  arriver  qu  aucun 
des  deux  ne  put  disparaître  conjointement  avec  le  terme  in- 
dépendant, en  conservant  aux  axes  la  même  direction. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  a  est  réel  et  fini,  puisque  l'hy- 
poibèse  hd —  aae=  o,  qui  le  rendrait  infini,  n'a  lieu  que 
lorsque  Téquation  représente  deux  droites  parallèles,  et  non 
la  courbe  que  nous  avons  nommée  parabole.  On  peut  donc 
toujours  faire  disparaître  de  l'équation  de  la  parabole  un 
des  termes  du  premier  degré  et  le  terme  indépendant. 

CHAIÎGBMENT    DE   DIRECTION    DES    AXES    DE    COORDOMKÉBS. 

175.  Application  aux  courbes  à  centre. 
L'équation  des  courbes  à  centre  a  été  réduite,  en  y  trans- 
portant Torigine,  à  la  forme 

(i)  ay^  -h  bxy  -f-  ex*  H-  P  =  o , 

et  Ton  peut  supposer,  sans  restreindre  la  généralité  de  la 
discussion,  que  les  axes  sont  rectangulaires.  Car,  s'ils 
avaient  été  obliques,  on  aurait  pu  passer  à  des  axes  rectan- 
gulaires, et  Téquation  eût  été  toujours  du  second  degré.  Or, 
nous  avons  pris  la  forme  la  plus  générale  pour  Téquation 
proposée*,  elle  peut  donc  être  supposée  celle  que  Ton 
aurait  obtenue  en  passant  aux  axes  rectangulaires.  L'équa- 
tion (i),  rapportée  à  des  axes  parallèles  à  ces  derniers,  peut 
donc  être  regardée  comme  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires. 
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Cela  posé,  les  formules,  pour  passer  d'axes  reclangulaircs 
X,  Y  à  des  axes  quelconques  X',  Y',  faisant  avec  Taxe  desx 
les  angles  a,  a^  sont,  comme  nous  Tavons  vu, 

X  r=z  x'  COSîc  -h  y  COSa', 

V  r~  x'  sina  -^  y  sina'. 

Substituant  dans  (i),  et  posant 

a  sin'a'  -h  h  sin  a'  ces  a'  -f-  c  cosvi'  — :  A, 

2<i  sina  sic  %' +  6(sina  cosa' -t- sina' COSaj  -f- 2CC0SaC0Sa'=B, 

a  sin'a  -^  6  sin  a  cosx  -I-  c  cos'  a  =  C, 
Téquation  (i)  devient 
'i.  ky""  -h  Bx'j'  4-  Cr'-  -f-  P  =  o, 

elFon  peut  faire  disparaître  deux  de  ses  termes,  puisque  Ton 
a  deux  indéterminées  a,  a'  qui  ne  sont  assujetties  qu'à  la 
condition  de  ne  pas  mettre  les  deux  axes  X',  Y'  en  ligne 
droite. 

Considérons  les  diverses  combinaisons  auxquelles  cela 
peut  donner  lieu. 

I**  En  posant  B  =  o,  on  a  entre  a  et  a'  Téquation 

3)       2fl  tanga  tanga'-H  ^(tanga  -h  tanga')  -h  ic  -~  o, 

et  l'un  des  deux  angles  a,  a!  peut  être  pris   arbitraire- 
ment. 
L'équation  (i)  se  réduit  à 

et  l'on  voit  que  chacun  des  deux  axes  est  le  diamètre  des 
tordes  parallèles  à  l'autre^  ils  forment,  par  conséquent,  un 
^ystème  de  diamètres  conjugués,  et  Téquation  (3)  est,  par 
consé({uenl9  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  dirrctions 
de  deux  droites  pour  qu'elles  soient  parallèles  à  un  système 
quelconque  de  diamètres  conjugués. 
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Parmi  ces  systèmes,  le  plus  remarquable  serait  celui  où 
les  diamètres  seraient  rectangulaires.  Pour  le  trouver,  il  suf- 
fit de  joindre  à  Téquation  (3)  la  suivante 

1  -t-  tanga  tanga'  =  o  ; 

éliminant  entre  elles  tanga^  on  a 

c*  —  a 
tangua  -h  2  — - —  tanga  — 1=  o> 

et  à  cause  de  la  symétrie  des  équations  par  rapport  à  langa 
et  tanga',  les  deux  valeurs  de  tanga  seront  celles  de  tanga 
et  tanga',  et  les  deux  systèmes  d'axes  se  confondront. 

Ces  deux  valeurs  sont  toujours  réelles,  puisque  le  der- 
nier terme  est  négatif  5  et  comme  il  est  — i,  les  deux  direc- 
tions fournies  par  les  valeurs  de  tanga  sont  rectangulaires. 

Ces  diamètres  conjugués  rectangulaires  se  nomment  les 
axes  de  la  courbe,  ellipse  ou  hyperbole.  Et,  eu  général, 
on  nomme  axe  d^une  courbe  quelconque  tout  diamètre 
^perpendiculaire  à  ses  cordes.  Les  points  de  rencontre  des 
axes  de  Tellipse  ou  de  Thyperbole  avec  ces  courbes,  en  sont 
les  sommets» 

7?  Posons  maintenant 

A  =  o,     C  =  o, 
ou 

a  tangua  -h  b  tanga  -f-  c  =  o, 

a  tangua'  -+-  b  tanga' -4-  c  =rz  o; 

tanga  et  tanga'  sont  donc  les  racines  d'une  même  équation: 
elles  seront  réelles  et  inégales  si  i*  —  ^ac'^o^  c'est-à-dire 
dans  le  cas  de  l'hyperbole  seulement.  On  prendra  l'une  de 
ces  racines  pour  tanga,  et  l'autre  pour  tanga',  puisque  les 
axes  X',  Y'  doivent  avoir  des  directions  différentes.  II 
n'existe  donc  qu'un  seul  système  d'axes  qui  réduise  l'équa- 
tion de  l'hyperbole  à  la  forme 

(5)  Bx'/4-P:=o, 
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et  Ton  reconnaît  immédiatement  que  ces  axes  sont  asymp- 
totes de  la  courbe. 

176.  Réciproquement^  il  n'y  a  que  cette  forme  d'équa- 
tion qui  puisse  faire  que  les  deux  axes  soient  asymptotes. 

Considérons,  en  edet,  l'équation  générale 

<i/2  H-  bxjr  -h  fx*  -f-  dy  -\-  ex  -{-/*:=  o. 

Pour  que  Taxe  des  x  soit  asymptote,  il  faut  que,  x  croissant 
indéfiniment,  y  tende  vers  zéro.  Or,  si  Ton  divise  tous  les 
termes  par  x',  et  qu'on  fasse  croître  x  indéfiniment,  j  ne 
pourra  pas  tendre  vers  zéro,  car  tous  les  termes  tendant 
vers  zéro,  excepté  c,  Téqualion  serait  impossible.  Si  donc 
Taxe  des  x  est  asymptote,  il  faut  que  c  soit  nul  ;  ce  qui  réduit 
léquation  à 

ay^  H-  bxy  -h  dy  -h  rx  -f-/=  o. 

Divisant  par  x  et  le  faisant  croilre  indéfiniment,  on  voit 
que  >  ne  pourra  pas  tendre  vers  zéro  si  l'on  n'a  pas  e  =  o. 
11  faut  donc  que  l'équation  ne  renferme  pas  le  terme  en  x*, 
ni  le  terme  en  x,  pour  que  Taxe  des  x  soit  asymptote. 

De  même  pour  que  l'axe  des  j  soit  asymptote,  il  faut  que 
les  termes  en  j^'  et  en  )'  n'entrent  pas  dans  Téquation^  qui, 
par  conséquent,  ne  peut  renfermer  que  le  rectangle  des 
variables  et  le  terme  indépendant.  Et  comme  nous  avons 
vu  qu'il  n'y  avait  qu'un  seul  système  d'axes  qui  pût  ré- 
duire l'équation  générale  à  la  forme  (5),  il  s'ensuit  que 
I  hyperbole  ne  peut  avoir  que  deux  asymptotes. 

177.  L'équation  (4)  renferme  l'ellipse  et  l'hyperbole,  et 
on  les  distingue  par  les  signes  de  A  et  C  5  et  l'on  voit,  d'a- 
près le  caractère  général  propre  à  l'une  et  à  Tautre,  que 
si  À  et  C  sont  de  même  signe,  la  courbe  sera  une  ellipse  ; 
et  qu'elle  sera  une  hyperbole  s'ils  sont  de  signes  contraires. 

Cas  de  Vellipse,  —  A  et  C  étant  de  même  signe,  il  faut 
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que  P  soit  de  signe  contraire,  ou  l'équation  n'aurait  pas  de 
solutions  réelles  et  ne  représenterait  aucun  lieu.  Cherchant 
les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  ses  axes,  et  repré- 
sentant par  a  et  h  les  longueurs  des  demi-axes  des  x  et 
des  j',  on  aura 

P  P 

Tirant  de  là  A  et  C,  Téquation  (4)  deviendra 

Telle  est  Téquation  générale  des  ellipses  rapportées  à 
leurs  axes,  tant  pour  la  direction  que  pour  la  grandeur. 

Cas  de  Vhypcrbole,  —  Un  seul  des  axes  rencontrera  la 
courbe,  puisque  A  et  C  sont  de  signes  contraires.  Supposons 
que  ce  soit  Taxe  des  x,  et  appelons  a  a  sa  longueur,  on  aura 

P 


-^^-'"- 


P 


Mais  —  -—  sera  négatif  et  pourra  être  représenté  par — i*. 
L'équation  (  4  )  deviendra  alors 

lûY^  —  b^x^  z=z  —  rt'  6'     ou =z  —  I . 

-^  b^        a} 

Ces  équations  des  courbes  à  centre  sont  celles  que  Ton 
choisit  ordinairement,  comme  étant  les  plus  commodes 
pour  la  résolution  de  presque  toutes  les  questions  qui  se 
rapportent  à  ces  courbes. 

Il  est  certaines  questions  cependant  pour  lesquelles  il  est 
plus  avantageux  de  prendre  pour  origine  Tun  des  deux 
sommets.  En  choisissant  pour  Tellipse  le  sommet  qui  est  à 
gauche  du  centre  sur  Taxe  des  x^  on  trouve  Téquation 

b^  2^» 

tf'r* -h  0^.r' — 2«0^j:i=O      ou     ^''= r -c*  H o 

a^  a 


CHAPITRE  TU.  aaS 

et  pour  l'hyperbole,  en  prenant  le  sommet  a  droite  du 
centre, 

de  sorte  que  les  deux  courbes  peuvent  être  représentées  à 
la  fois  par  une  équation  de  la  forme 

jr^  =  mx^  -h  nx , 

m  étant  négatif  dans  le  cas  de  Tellipse,  et  positif  dans  le  cas 
de  ITiyperbole. 

178.  Changement  de  direction  des  axes  dans  le  cas 
de  la  parabole^ 

Nous  avons  vu  que  le  changement  d^origine  ne  pouvait, 
dans  ce  cas,  conduire  à  rapporter  la  courbe  à  un  point  aussi 
remarquable  que  dans  le  cas  de  Fellipse  et  de  Thyperbole. 
On  pourrait  bien  faire  disparaître  un  terme  du  premier  de- 
gré et  le  terme  indépendant;  l'origine  se  trouverait  alors 
sur  la  courbe.  Mais  on  n'aperçoit  pas  facilement  quel  serait 
le  point  le  plus  avantageux  à  choisir  ]  et  il  vaut  mieux  ré- 
server cette  question,  et  commencer  à  simplifier  l'équation 
générale,  au  moyen  du  changement  de  direction  des  axes. 
Soit  donc  Véquation 

ajr^  -4-  bxx  -^  cx^  -^  djr  -^  ex  -h/=  O, 

et  supposons  les  axes  rectangulaires,  ce  qui  ne  restreint 
nullement  la  discussion,  comme  nous,  l'avons  déjà  fait  voir. 
En  substituant  à  xeiy  les  valeurs  suivantes 

x  =  x'  cos  a.  -\-  y  cos  a', 
/  =  jc'  sin  a  -f-  y  sîn  a', 


et  égalant  à  zéro  lé  coefficient  de  x  j,  nous  retrouverons 
Téquation 

satangatanga^  -^  ^(ungâe  4-  tanga')  -f  2c=:o. 

i5 
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Comme  elle  renferme  deux  indéterminées,  il  y  a  une  in- 
finité de  manières  d'y  satisfaire.  Mais  si  Ton  veut  que  le 
nouveau  système  soit  rectangulaire,  elle  devient  comme  pré- 
eédemment 

c  —  a 
taBg'a  -4-  a  — 7 —  tangot  — ^^1=0, 

et  ses  deux  racines  correspondent,  Tune  à  l'axe  des  x\  et 
Tautre  à  Taxe  des  y. 

Mais  l'équation  qui  «xiste  entre  les  trois  coefficieuts  des 
termes  du  second  degré ,  dans  le  cas  de  la  parabole,  exige 
qu'en  même  temps  que  le  coefficient  de  x'j^'sera  nul,  œlui 
de  x'*  ou  celui  de  y'  *  le  soit  aussi  ;  et  cela  dépendra  de  celle 
des  deux  valeurs  de  tanga  qu'on  prendra  pour  déterminer 
l'axe  des  x'. 

On  aura  aussi 

r" -M>/ -h  E«' 4- F  =  o, 
ou 

jr'«-4-Dy-f.EV4-F'=:o, 

équations  qui  ne  difierent  que  par  le  changement  de  x'  en  r '. 
Le  système  d'axes  qui  réduit  l'équation  de  la  parabole  à 
l'une  ou  l'autre  de  ces  formes  est  unique  \  et  comme  il  est 
in<Ufférent  de  prendre  l'un  ou  l'autre  pour  axe  des  x\  nous 
nous  bornerons  à  la  forme  suivante  : 

r''-f-DyH-Eir'-+-F  =  o. 
Nous  pouvons  maintenant  déplacer  l'origine  eu  posant 


j:  =  jr    -f-  m 


» 


r'=r''-»-«, 


m  et  /i  étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  et  Té* 
quation  devient 

r"^  4-  (2«  -f-  D)  r''  4-E*''-4-/î'-i-D/i-t-Eiw4-F  =  o; 
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ou  pourra  poser 

a/i  4-  D  =  o, 

/i»  -t-  D«  -h  Enf  -+-  F  =  o, 

ce  qui  déterminera  un  système  unique  de  valeurs  pour  m 
et  n.  II  n'y  aura  d^impossibilité  que  si  £  =  o,  et  alors  Vé- 
quation  représenterait  deux  droites  parallèles  et  non  une 
courbe. 

Uéquation  des  paraboles  est  donc  toujours  réductible  en 
coordonnées  rectangulaires  à  la  forme  y"*  +  Ex'*^  =  o,  et 
le  système  d'axes  qui  jouit  de  cette  propriété  est  unique. 

L'axe  des  x''  est  l'axe  de  la  pturabole;  l'origine  est  sou 
point  de  rencontre  avec  la  courbe,  et  se  nomme  le  sommet 
de  la  parabole* 

En  supprimant  les  accents,  l'équation  prendra  la  forme 
y^  =  a/7X,  p  pouvant  avoir  un  signe  quelconque. 


i5. 


CHAPITRE  VIIL 

DES  FOYERS  ET  DES  DIRECTRICES  DES  COURBES  DU 

SECOND  DEGRÉ 


179.  Nous  ayons  reconnu  précédemment  <}ue  le  Heu  des 
points  tels  que  leurs  distances  k  un  point  et  k  une  droite 
fixes  soient  dans  un  rapport  constant,  a  une  équation  du 
second  degré.  Nous  allons  nous  occaper  maintenant  du 
problème  inverse,  et  chercher  si  toute  courbe  du  second 
degré  jouit  de  cette  propriété  remarquable,  que  le  rap- 
port des  distances  de  chacun  de  ses  poinu  à  ua  certain 
point  et  à  une  certaine  droite  fixes  soit  constant  :  nous 
déterminerons  tous  les  systèmes  de  points  et  de  droites  qui 
peuvent  satisfaire  à  cette  condition;  et  chacun  d'eux  four- 
nira un  moyen  commode  de  construction  de  la  courbe  par 
points. 

Nous  nous  proposerons  donc  de  résoudre  la  question  sui- 
vante : 

Etant  donnée  une  courbe  quelconque  du  second  degré^ 
troui^er  dans  son  plan  un  point  et  une  divite  tels,  que  le 
rapport  des  distances  d^un  point  quelconque  de  la  courbe 
à  ce  point  et  à  cette  droite,  soit  constant. 

Nous  prendrons  Téquation  qui  peut  représenter  le  plus 
simplement  les  trois  courbes  du  second  degré,  en  les  rap- 
portant à  un  de  leurs  axes,  et  la  perpendiculaire  menée  pr 
un  sommet  de  la  courbe  situé  sur  cet  axe.  Cette  équation 
est 

(  I  )  y^  ^=  f^^^  +  "^  9 

elle  représente  une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  para- 
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bole,  suivant  que  Ton  a 

/ll<^0,      /?i>0,      /lî  =  o. 

L  ue  des  x  est,  dans  le  cas  de  l*hjperbole,  son  axe  irans- 
verse;  dans  le  cas  de  Fellipse,  nous  supposerons,  pour  fixer 
les  idées  et  àbrégerles  discussions,  qu'on  ait  pris  son  grand 
axe  pour  Taxe  des  x,  et  alors  la  valeur  absolue  de  m  sera 
plus  petite  que  i.  Soient  a,  6  les  coordonnées  du  point 
cherché,  et 

Téquation  de  la  droite  correspondante* 

La  distance  d'un  point  quelconque  x^  y  h  cette  droite 
aura  pour  expression 

ar  -^  bx  -x-  c 


V'ei»  4-  b^ 

On  peut  donc  regarder  <iy+ixH-c,  qui  est  le  produit 

de  cette  perpendiculaire  par  y/a'  -|-  i*,  comme  étant  son 
produit  par  un  nombre  constant  inconnu  ;  de  sorte  qu'en 
écrivant  Téquation 


iî)  v^{x  —  a)»  +  (  j  —  6)«  =:  «r  -f-  éx  -h  c, 

on  exprime  simplement  que  la  distance  du  point  x,  /  au 
point  a,  6  est  dans  un  rapport  constant  avec  sa  distance  à 
la  droite  o^  +  ftx  -f-  c  =  o.  Et  lorsque  Ton  aura  déter- 
miné a,   6|  a,  £,  c,  on  connaitra  le  point,  la  droite  et 

ce  rapport  constant,  qui  sera  yja^  -h  A".  Les  calculs  se 
trouveront  ainsi  plus  simples  que  si  on  laissait  le  divi- 


seur ya*4-6*,  et  qu'on  multipli&t  l'expression  par  une 
nouvelle  lettre  représentant  le  rapport  constant. 

On  remarquera  que  l'équation  (  a  )  peut  s'interpréter  d'une 
seconde  manière.  Elle  exprime,  en  effet,  évidemment  que  la 
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distance  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au  point  (a,6), 
est  une  fonction  rationnelle  et  linéaire  des  deux  coordon- 
nées du  point  de  la  courbe.  Ce  second  point  de  vue  don- 
nerait au  problème  un  énoncé  différent,  conduisant  à  une 
solution  identique. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  des 
constantes  inconnues*  En  élevant  les  deux  membres  de  Té- 
quation  (i)  au  carré,  et  réduisant,  oh  obtient 

\  —  2  (a  -h  ^c)  j:  -h  a»  -h  €'  —  c»  =  o, 

équation  qui  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  x,  y 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  donnée,  mais  peut-être 
sans  réciprocité. 

Et  quand  cette  réciprocité  aurait  lieu,  l'équation  (3)  de- 
vrait-elle nécessairement  coïncider  avec  Téquation  (i),  qui 
est  celle  du  même  lieu?  en  d'autres  termes,  un  même  lieu 
ne  peut-il  avoir  qu'une  seule  équation?  c'est  ce  que  Ton 
admet  ordinairement  sans  raison  suffisante,  et  nous  croyons 
devoir  insister  sur  ce  point,  qu'il  est  très-facile  d'établir 
rigoureusement. 

180.  Soient,  en  effet,  deux  équations  générales  du  se- 
cond degré,  et  admettons  que  toutes  les  solutions  réelles 
de  la  première  soient  solutions  de  la  seconde;  nous  allons 
démontrer  que  les  premiers  membres  ne  peuvent  différer 
que  par  un  facteur  indépendant  de  x,  /;  ou,  en  d'autres 
termes,  qu'en  réduisant  à  l'unité  les  coeffieients  de  deux 
termes  semblables,  tous  les  autres  sont  respectivement 
égaux  dans  les  deux  polynômes. 

Supposons  donc  qu'on  ait  réduit  à  l'unité  les  coefficients 
de  y^^  et  que  les  deux  équations  soient 

/» -f.  A'xr  +  B'x'-f- C'/-+-D'xH-E'=  o, 
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Ott 

y^-^iAx  -f-C)j-h  Bx^-hDx  -f-  E=o, 
j^  -*-  (A'^r  4-  C)y  -h  B'x'  -f-  D' j:  -h  E'  =  o. 

Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  à  laquelle  correspondent  deux 
valeurs  réelles  de  j"  dans  la  première,  la  seconde  équation 
devant  admettre  ces  mêmes  solutions,  on  devra  avoir 
pour  cette  valeur  de  x 

A«-+-C  =  A'j;  4-C', 
B*>  H-  Dx  -h  E  =  B'«^  4-  D'  X  -f-  E'- 

Mais  il  y  a,  par  hypothèse,  une  infinité  de  valeurs  de  x 
qui  satisfont  à  ces  deux  équations;  donc,  d'après  un  théo- 
rème élémentaire,  leurs  coefficients  doivent  être  respecti- 
vement égaux,  et,  par  conséquent,  les  deux  équations  en  x 
et  j  sont  les  mêmes,  terme  pour  terme. 

181.  Cela  posé,  les  équations  (2)  et  (3)  devront  être 
identiques  lorsqu'on  aura  rédui  t  à  Tuni té  le  coefficient  àejr  * 
dans  la  seconde,  et  Ton  devra,  par  conséquent,  avoir  les 
équations  suivantes  ; 

'xab                 b*  —  I                6-+-ac               at^bc       n 
=  0,      =zm. :=:  o, 1  —  -î 


(4)    |i  — «^         '      I  — fl'  I— û»  I  — «^       a 

a^  H~  6»  —  c^'  =  o. 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'il  y  ait  un  rapport  constant  entre  les  distances  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  donnée  au  point  a,  6  et  à 
la  droite  ay-\-hx-\-c=o.Le  problème  est  donc  ramené 
identiquement  à  trouver  les  valeurs  de  a,  6,  a,  i,  c  qui  sa- 
tisfont à  ces  cinq  équations. 

La  première  exige  que  l'on  ait  ab  =  o,  et,  par  consé- 
quent, a  =  o  ou  fe  =  o.  Mais  la  dernière  supposition  est 
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inadmissible,  car  la  seconde  des  équations  (4)  deviendrait 

—  I 


=2  m. 


I  —  a' 

Or,  elle  est  impossible  si  m  =  o;  si  m<^o,  la  valeur  de  a' 

serait  iH «  et  par  conséquent  négative,  puisque  m  est 

plus  petit  que  i  en  valeur  absolue.  Enfin,  si  on  a  m  ^  o, 
les  équations  (4)  donnent,  par  la  supposition  de  &  =  o, 


/        ^ 
i/i-f-  —  =  0,   a  = 


m  V  m  2171 


La  dernière .  deviendrait,  en  y  substituant  les  valeurs  de 
a  et  6, 


n^ 


4w»* 

et  la  valeur  de  c  serait  imaginaire. 

On  ne  peut  donc  faire  &  =  o,  et  il  faut  par  conséquent 
que  Ton  ait  a  =  o  ;  les  autres  équations  (4)  donnent  alors 

6*  =  i-f-/ii,     6  =  0,     a -4- 5c  =:-î      9^:=:zc^. 

2 

La  première  donne 

et  nous  entendrons  que  ce  radical  renferme  implicitement 
le  double  signe }  mais  nous  considérerons  d'abord  le  signe + • 
La  seconde  apprend  que  les  points  cherchés  sont  sur 
Taxe  des  x.  Les  deux  dernières  deviennent 

.       n 

1 
et  donnent 

(x{i±  ^ï  -h  m)  =  — > 
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d'où  

n  n[ — idz^i-h/w) 

et,  par  suite,  en  tirant  c  de  l'équation  du  premier  degré, 
on  obtiendra 

«(v^l-hwipi) 

c  = -y 

les  signes  supérieurs  se  correspondant  dans  les  valeurs 
de  OL  et  c,  ainsi  que  les  signes  inférieurs. 

Les  valeurs  de  a,  S  déterminent  le  point  cherché,  et  la 
droite  correspondante  aura  pour  équation 

Ax  -t-  c  =  o, 

oa 

(5)  ^^_«(>/r+m^. 

2IW  yi-f-m 

le  rapport  ^"  H-  ft*  est  J  ou  v^i4-  m. 
On  reconnaît  facilement  que  le  changement  de  signe 

de  v^i  +  m  ne  ferait  que  changer  Tune  dans  Vautre  les 
deux  valeurs  de  a,  ainsi  que  les  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  X  données  par  la  formule  (5).  On  a  donc  toutes 

les  solutions  de  la  question  en  se  bornant  k  prendre  ^ï-+-m 
avec  le  signe  -h. 

Les  points  remarquables  que  nous  venons  de  détermi- 
lier  se  nomment  foyers;  leur  milieu  ayant  pour  abscisse 

est  le  centre,  les  droites  correspondantes  se  nom- 
ment directrices  de  la  courbe. 

182.  Ces  formules  s*appliquent  aux  trois  courbes*,  mais 
Irrésolution  des  équations  (4)  est  beaucoup  plus  simple 
dans  le  cas  de  la  parabole,  pour  laquelle  m  =  o.  En  effet. 
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elles  deviennent  alors 

2 

La  première  donnera  a  =  o,  puisque  6  =  db  i  ;  les  autres 
donneront,  en  se  bornant  d'abord  au  signe  +  pour  &, 


d'où 


2 


On  trouverait  les  mêmes  valeurs  pour  a  et  c  en  pre- 
nant i  =  —  I . 

Il  n'y  a  donc  dans  le  cas  de  la  parabole  qu'un  seul  point, 
situé  sur  l'axe  de  la  courbe,  et  une  seule  droite  corres- 
pondante, ayant  pour  équation 

n 

Au  reste,  ce  calcul  particulier  n^est  pas  nécessaire,  et 
les  formules  générales  en  donneront  les  résultats,  en  cher- 
chant les  limites  vers  lesquelles  elles  tendent,  quand  on  fait 
tendre  m  vers  zéro. 

i83.  La  position  des  foyers  et  des  directrices  sont  rap- 
portées ordinairement  au  centre  et  à  la  grandeur  des  axes 
dans  les  courbes  à  centre  :  rien  n'est  plus  facile  que  de  les 
déduire  des  formules  précédentes. 

En  effets  si  Ton  nomme  sta,  26  les  longueurs  des  axes 
de  Tellipse,  on  aura 


n 


l'abscisse  du  centre  sera 


2  ni 
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et  rordonnée  b  aura  pour  valeur 

n 


s/- 


2  u —  m 


On  peut  donc  exprimer  m  et  /»  au  moyen  de  a  et  b^  et 
l'on  aura 


= -5      71  =  —  ï      V 1  -f  /w  = ; 

a*  a  a 


on  aura  donc 


Les  deux  foyers  sont  donc  à  une  distance  du  centre  égale 

à  y^~^^^^^  que  nous  désignerons  par  c.  Le  rapport  des 
distances  des  points  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice 

correspondante,  sera-:  la  distance  des  directrices  au  centre 

sera  — • 
c 

Pour  l'hyperbole  on  aura 

A»  2*»  j ^a^  -+-  b' 

m:=: — >       «= î       i/l-4-m  =  — » 

a}  a  ^  a 

et  posant 

on  aura 

a  =  adbc; 

c  est  donc  la  distance  des  foyers  au  centre-,  la  distance  des 
directrices  au  centre  sera  encore  exprimée  par  — »  et  le 
rapport  des  distances  des  points  de  la  courbe  au  foyer  et  a 
la  directrice  correspondante,  par  —  • 

184.  L'expression  de  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
à  un  foyer  est  très-simple  et  nécessaire  à  connaître. 
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Pour  Tellipse,  par  eicemple,  rapportée  k  ses  deux  axes, 
la  directrice  correspondaDte  au  foyer  dont  l'abscisse  est 

+  c  a  pour  abscisse---  Si  Ton , considère  un  point  quel- 

c 

conque  de  Tellipse,  ayant  pour  abscisse  jr,  sa  distance  à  la 
directrice  sera x\  la  multipliant  parle  rapport  con- 

stant  -9  on  aura  sa  distance  au  foyer.  En  la  désignant  par  â 

on  aura  donc 

ex 

a:=a • 

a 

Si  Ton  cherche,  de  même,  la  distance  du  même  point  au 
second  foyer,  on  trouvera,  en  la  désignant  par  i\ 

ex 
*'  =  «+-; 
a 

d'où  résulte 

L'ellipse  jouit  donc  de  cette  propriété  remai'quable,  que 
la  somme  des  distances  d'un  quelconque  de  ses  points  à  ses 
deux  foyers  est  égale  à  son  grand  axe. 

Pour  l'hyperbole,  on  trouverait,  en  supposante  positif, 

ex  ex 

ê=: a,     ê'=z ha, 

a  a 

et,  pour  X  négatif, 

a  a 

d'où 

OU 

et,  par  conséquent,  la  différence  des  distances  d'un  quel- 
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conque  des  points  de  Thyperbole  à  ses  deux  foyers  est  égale 
à  la  longueur  de  l'axe  transverse. 

185.  Résumons  maintenant  ces  divers  résultats  pour  les 
trois  courbes. 

1°  L'ellipse  él  l'hyperbole  ont  deux  foyers  seulement; 
ils  sont  situés  :  pour  la  première,  sur  son  grand  axe;  pour 
la  seconde,  sur  son  axe  transverse.  Ils  sont  a  égale  distance 
du  centre  :  entre  les  deux  sommets  dans  Fellipse,  et  en  de- 
hors dans  l'hyperbole.  Les  directrices,  au  contraire,  sont 
en  dehors  des  sommets  pour  Fellipse,  et  entre  les  sommets 
pour  l'hyperbole.  Le  rapport  des  distances  des  points  de 
la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice,  est  plus  petit  que 
Tunité  pour  l'ellipse,  et  plus  grand  pour  l'hyperbole  :  sa 

valeur  est-- 
a 

2°  La  parabole  n'a  qu'un  foyer  et  une  directrice.  Le 
foyer  est  situé  sur  Taxe  et  dans  l'intérieur  de  la  courbe; 
la  directrice  est  de  l'autre  côté  du  sommet,  dont  elle  est  a 
la  même  distance  que  le  foyer.  Le  rapport  des  distances 
est  I  ;  et,  par  conséquent,  les  points  de  la  parabole  sont 
également  distants  du  foyer  et  de  la  directrice.   . 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  développer  toutes  les 
conséquences  importantes  de  ces  propriétés,  et  à  indiquer 
tous  les  exercices  utiles  auxquels  elles  peuvent  donner  lieu 
pour  les  élèves.  Nous  n'avons  en  vue  ici  que  les  propriétés 
les  plus  générales,  celles  qui  se  présentent  le  plus  naturel- 
lement dans  une  discussion  dont  Tobjet  est  plutôt  de  tracer 
une  marche  applicable  à  toutes  les  courbes,  que  de  recher- 
cher les  propriétés  spéciales  d'une  classe  particulière  de 
courbes. 


CHAPITRE  IX. 

DÉTERMINATION  D'UNE  œURBE  DU  SEœND  DEGRÉ  D  APRÈS 

DES  CONDITIONS  DONNÉES. 


186.  L^ëqualion  générale  du  second  degré  renfermant 
six  termes  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît 
les  rapports  de  cinq  d'entre  eux  au  sixième,  ou  quand  on 
connaît  les  cinq  coefficients  qu^elle  renferme  après  qu*on  a 
réduit  l'un  des  six  a  l'unité.  On  ne  peut  donc  assujettir  une 
courbe  du  second  degré  qu*à  des  conditions  exprimées  par 
cinq  équations  au  plus  eutre  les  coefficients  de  Féquation 
générale.  Si  ces  conditions  fournissaient  moins  de  cinq 
équations  il  y  aurait  des  coefficients  non  déterminés,  et 
une  infinité  d'équations,  et  par  suite  de  courbes,  y  satisfe- 
raient. Si  elles  fournissaient  plus  de  cinq  équations,  il  se- 
rait possible  qu'aucune  courbe  du  second  degré  n'y  pût 
satisfaire;  il  y  aurait,  en  général,  un  nombre  d'équations 
de  condition  égal  à  l'excès  du  nombre  des  équations  four^ 
nies  sur  cinq. 

187.  Lorsque  l'on  assujettit  la  courbe  k  passer  par  un 
point  donné,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  que  l'on  a 
prise  pour  représenter  la  courbe,  et  qui  doit  être  l'équation 
la  plus  générale,  afin  qu'on  soit  sûr  qu'elle  renferme  celle 
que  l'on  cherche,  soit  satisfaite  par  les  coordonnées  connues 
de  ce  point.  Il  résulte  de  li  une  équation  unique  entre  les 
coefficients  inconnus  de  l'équation. 

On  tire  déjà  de  là  cette  conséquence  qu'en  général,  par 
cinq  points  donnés,  on  peut  faire  passer  une  courbe  du 
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second  degré,  mais  qu^on  ne  peut  s'en  donner  arbitraire- 
ment un  plus  grand  nombre.  Il  est  évident  d'ailleurs  que 
les  cinq  équations  qui  en  résultent  peuTent  offrir  des  im- 
possibilités ou  de  l'indétermination;  comme  il  serait  pos- 
sible aussi  qu'une  courbe  du  second  degré  passât  par  plus 
deônq  points  donnés  si  les  équations  de  condition  étaient 
satisfaites. 

188.  Il  est  des  points  dont  la  connaissance  fournit  deux 
équations  entre  les  coefficients,  et  équivaut  par  conséquent 
à  celle  de  deux  points  de  la  courbe.  Ce  sont  ceux  dont  les 
coordonnées  peuvent  s^ exprimer  généralement  au  moyen 
des  coefficients  de  Téquation.  En*  effet,  quand  on  donne  les 
coordonnées  d'un  point  de  ce  genre,  en  les  égalant  à  leur 
expression  générale,  on  a  deux  équations  entre  les  coeffi- 
cients inconnus. 

Si,  par  exemple,  on  donne  les  coordonnées  du  centre, 

1       ,     ,                      .                  ^    lae — bil       OLcd — be 
OD  les  égalera  respectivement  a  -7- 7 —  et  -; ; — »  et 

Ton  aura  deux  équations  entre  les  coefficients  a,  &,  c,  J,  e. 

Les  foyers  sont  dans  le  même  cas,  car  ils  sont  déter* 
minés  quand  Téquation  de  la  courbe  est  donnée;  leurs 
coordonnées  sont  donc  exprimables  au  moyen  des  coefG- 
cients  de  l'équation  générale,  et  même,  quand  on  n'en  con- 
naîtrait pas  les  formules,  on  peut  affirmer  que  la  connais- 
sance d*un  foyer  équivaut  à  celle  de  deux  points  de  la 
courbe,  et  ne  permet  plus  par  conséquent  d'assujettir  la 
courbe  à  plus  de  trois  conditions,  exprimées  chacune  par 
une  équation  entre  les  coefficients. 

Les  deux  foyers  équivaudraient  donc  à  quatre  équations, 
et  l'on  pourrait  encore  se  donner  un  point  de  la  courbe, 
mais  pas  plus.  Et  l'on  reconnaît,  en  effet,  qu'un  point  suf- 
fira d'après  la  propriété,  que  la  somme  ou  la  différence  des 
distances  des  points  de  la  courbe  aux  deux  foyers  est  con* 
stinte. 
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Mais  il  faut  bien  s'assurer  si  les  points  que  Ton  se  donne 
sont  indépendants  les  uns  des  autres,  et  s'ils  Q*ont  pas  des 
liaisons  nécessaires  qui  ne  permettent  pas  de  lés  prendre 
tous  arbitrairement.  Car  il  en  résulterait  dea  impossibilités 
si  ces  liaisons  n'avaient  pas  lieu,  et,  au  contraire,  une  di- 
minution dans  le  nombre  des  équations  si  ces  liaisons 
existent.  Par  exemple,  si  Ton  donnait  les  deux  foyers  elle 
centre  dVne  ellipse,  il  n'en  résulterait  pas  six  équations 
distinctes  entre  les  coefficients  de  l'équation  générale.  En 
effet,  le  centre  étant  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
foyers,  ses  coordonnées  sont  les  demi -sommes  de  celles  des 
foyers.  Si  on  ne  les  donne  pas  telles,  les  données  sont  in- 
compatibles; si,  au  contraire,  elles  sont  données  égales 
aux  demi-sommes  de  celles  qu'on  donne  pour  les  foyers, 
les  deux  équations  fournies  pour  le  centre  seront  des  con- 
séquences des  autrjes,  et  l'on  n'aura  réellement  que  quatre 
équations  distinctes  entre  les  coefflcients  inconnus. 

189.  Nous  ne  saurions  énumérer  tous  les  points  qui  équi- 
valent à  deux  conditions  simples,  c'est-à-dire  fournissant 
une  seule  équation.  Il  y  a,  en  effet,  une  infinité,  de  ma- 
nières de  définir  des  points  dont  les  coordonnées  sont  dé- 
terminées quand  on  connaît  l'équation  de  la  oourbe,  que 
l'on  sache  ou  non  en  trouver  l'expression.  Non-seulemeni 
le  centre,  les  foyers,  les  sommets  d'une  courbe  sont  déter- 
minés par  son  équation,  mais  tout  point  lié  d'une  manière 
choisie  arbitrairement  à  deux  de  ces  points  sera  aussi  dé- 
terminé au  moyen  des  coefficients  de  cette  équation  ;  par 
exemple,  un  point  assujetti  à  se  trouver  à  des  distances  don- 
nées d'un  foyer  et  du  centre,  à  partager,  dans  un  rapport 
donné  la  droite  qui  joindrait  un  foyer  avec  une  extrémité 
du  petit  axe,  etc.,  etc. 

Mais  si  l'on  donnait  un  point  assujetti  à  se  trouver  à  une 
distance  donnée  d'un  foyer,  il  est  clair  qu'il  n'équivaudrait 


CHAPITRE    IX.  a4» 

qu  à  unei condition  simple,  puisque  l'on  aurait  à  exprimer 
seulement  que  la  distance  de  ce  point  connu  à  celui  dont 
les  coordonnées  sont  des  fonctions  connues  des  coefficients, 
est  égale  à  une  ligne  donnée,  etc.,  etc. 
Nous  croyons  inutile  d'en  dire  davantage  sûr  ce  sujet. 

190.  Passons  maintenant  aux  conditions  résultant  de 
droites  données,  au  lieu  de  points. 

II  y  a  des  droites  dont  la  connaissance  conduit  à  deux 
équations  entre  les  coefficients,  et  d'autres  qui  n'en  four* 
Dissent  qu'une  seule. 

Si,  d'après  sa  définition,  une  droite  est  déterminée  par 
l'équation  de  la  courbe,  les  deux  coefiicients  de  l'équation 
de  cette  droite  sont  des  fonctions  de  ceux  de  l'équation 
de  la  courbe;  et  par  conséquent,  si  une  pareille  droite  est 
donnée,  il  en  résulte  deux  équations  entre  ces  coefficients; 
elle  équivaut  donc  à  deux  conditions  simples. 

Si,  au  contraire,  l'équation  de  cette  droite  n'est  pas  dé- 
terminée par  celle  de  la  courbe,  la  connaissance  de  cette 
droite  n'entraînera  pas  deux  équations  entre  les  coeffi- 
cients. Si,  par  exemple,  on  donne  une  droite  sur  laquelle 
doit  se  trouver  un  point  remarquable,  comme  le  centre, 
un  foyer,  un  sommet,  etc.,  il  n'en  résulte  qu'une  équation 
entre  les  coefficients;  et  on  l'obtiendra  en  écrivant  que  les 
coordonnées  de  ce  point,  dont  on  connaît  l'expression  en 
fonction  des  coefficients,  satisfont  à  l'équation  de  la  droite 
donnée.  Une  tangente  donnée  équivaut  encore  à  une  con- 
dition unique,  parce  que  la  condition  d'être  tangente  s'ex- 
prime comme  on  l'a  fait  voir  pour  le  cercle,  et  comme  nous 
le  verrons  pour  toute  courbe,  par  une  seule  équation  entre 
les  coefficients. 

Et  il  faut  encore  s'assurer  si  les  diverses  données  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Car,  si  elles  doivent 
avoir  des  liaisons  nécessaires,  et  que  les  valeurs  particu- 
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lières  proposées  n'y  satisfassent  pas,  le  problème  est  im- 
possible :  et  si  les  équations  qui  expriment  ces  liaisons  sont 
satisfaites  identiquement  par  les  données,  elles  seront  des 
conséquences  des  autres  équations,  et  on  n*en  aura  plus 
entre  les  coefficients,  un  nombre  égal  a  la  somme  des 
nombres  correspondants  à  chaque  ligne  ou  point  donnés. 

Ainsi,  par  exemple,  une  asymptote  donnée  équivaut  à 
deux  conditions  simples,  parce  que  1  on  peut  déterminer  les 
équations  des  asymptotes  en  fonction  des  coefficients  de 
Téquation.  Il  en  e^  de  même  du  centre  :  et  cependant  une 
asymptote  et  le  centre  n'équivalent  pas  ensemble  i  quatre 
conditions,  parce  que  le  centre  de  l'hyperbole  est  situé  sur 
chaque  asymptote.  Si  donc  le  point  donné  n'était  pas  sur  la 
droite  donnée,  le  problème  serait  impossible.  Mais  s'il  y  est, 
on  ne  pourra  tirer  des  données  que  trois  équations  entre 
les  coefiGicients  de  l'équation  de  la  courbe.  On  en  obtiendra 
d'abord  deux  en  égalant  les  coefficients  donnés  de  Téquation 
de  la  droite,  aux  expressions  générales  des  coefficients  en 
fonction  de  ceux  de  la  courbe.  Si  ensuite  on  égale  les  coor- 
données du  point  donné  aux  expressions  générales  de  celles 
du  centre.  Tune  de  ces  deux  nouvelles  équations  seca  une 
conséquence  des  trois  autres,  puisque  l'ordonnée  du  centre 
est  une  conséquence  nécessaire  de  l'abscisse,  et  de  l'Âjuation 
de  l'asymptote.  Et  toute  hyperbole  ayant  cette  asymptote  et 
l'abscisse  donnée  du  centre,  aura  le  centre  donné;  de  sorte 
que  trois  équations  expriment  toutes  les  conditions  données, 
et  il  en  faudrait  encore  deux  autres  pour  que  l'byperbole 
fÀt  déterminée. 

Ce  peu  de  mots  suffit  pour  lever  toutes  les  difficultés  qui 
pourraient  se  présenter  sur  ce  sujet  :  et  il  est  évident  que 
ces  considérations  sont  applicables  k  toutes  les  courbes,  et 
ne  se  fondent  en  rien  sur  le  degré  de  l'équation. 


CHAPITRE  X. 

LES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  SO^T  DES  SECTIONS 

CONIQUES. 


191.  Lesdifiérents  lieux  représentés  par  l'équation  géné- 
rale du  second  degré,  jouissent  de  la  propriété  remarquable 
de  pouvoir  être  obtenus  en  coupant  parun  plan  un  cônedroit 
k  base  circulaire  ;  et  par  là  nous  entendons  la  surface  cngen- 
di*ée  par  une  droite,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  qui  tourne 
autour  d*une  droite  fixe  qu^elle  coupe  en  un  point  fixe  qu'on 
Domme  le  centre  de  la  surface,  en  faisant  avec  la  droite 
fixe^  ou  Taxe,  un  angle  constant. 

Pbur  le  démontrer  nous  allons  chercher  l'équation  de  la 
ligne  d^înterseetion  d'une  surface  conique  quelconque  par 
on  plan. 

Si,  par  l'axe  du  cône  nous  menons  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  sécant,  il  le  coupera  suivant  une  droite  par 
rapport  à  laquelle  la  courbe  cherchée  sera  symétrique,  et 
que  nous  prendrons  pour  axe  des  x. 

Soit  ÂBX  cette  ligne  ;  OAIJ,  OBS  les  deux  génératrices 

Fîg.  39. 


du  cône,  situées  dans  le  plan  que  nous  avons  mené  par 

16. 
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TaxcOV.  Posons 

VOA  =  a,     OAB  =  6. 

Lepoint  A,  que  nous  choisirons  pour  origine,  est  l'inier- 
section  du  plan  donné  avec  Tuue  des  deux  génëratries  OU, 
OS;  et  il  y  en  aura  toujours  une  qui  sera  coupée  :  mais  il 
peut  arriver  trois  cas.  La  seconde  génératrice  peut  être 
coupéedu  côté  OS,  situé  surla  même  nappe  du  cône  queOA; 
ou  du  côté  OS^  situé  dans  la  nappe  opposée  ;  et  enfin  elle 
peut  être  parallèle  à  la  trace  du  plan  donné. 

Considérons  d'abord  le  premier  de  ces  cas  :  l'angle  S  sera 
moindre  que lesupplémentde  2a,  et laligned'intcrsectionAB 
sera  dans  Tangle  SAU.  Posons  AB  =  2a,  OA  =  &,  et  me- 
nons un  plan  quelconque  QR  perpendiculaire  i  Taxe  OV; 
les  points  suivant  lesquels  il  coupera  la  courbe  seront  sy* 
métriques  par  rapport  à  AB  et  se  projetteront  en  P  \  leur 
ordonnée  sera  commune  au  cercle  dont  le  diamètre  est  QR; 
et  par  conséquent,  en  la  désignant  par^,  on  aura 

Il  reste  à  exprimer  ces  deux  segments  en  fonction 
de  Vxy  AP. 

On  trouvera,  par  le  triangle  PAR, 

^^      jr  sin  6 

PR=: 

cosa 

Menant  AA'  perpendiculaire  à  Taxe,  on  aura 

PQ  2a  —  X  X 

A  a'  2a  2a 

D^ailleurs  A  A'  =  2&  sin  or,  on  aura  donc 


PQ=:26sina  f  I  — —  j 
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D'où  résulte 

r»  z=z  7.bx  taDC  a  sin  6  (  i  —  —  j 

(0         {  ^     '"'^ 

,      .    ^                  ^x'sin6tanca 
=  20X  8in  6  tanga ^—  • 

La  courbe  d'intersection  est  donc  dans  ce  cas  une  ellipse 
dont  A  est  un  sommet,  et  AB  un  des  deux  axes,  dont  la  gran- 
deur est  2a.  Pour  avoir  la  grandeur  du  second  axe,  il  faut 
chercher  l'ordonnée  correspondante  au  milieu  C  de  AB,  ou 
à  la  valeur  x  =  a.   L'équation  (i)  donnera  pour  x  =x  a^ 

jr^=i  absin^  tanga; 
le  second  axe  aura  donc  pour  valeur 


2v/a^sin6tanga, 


et  il  est  facile  de  reconnaître  quMl  est  plus  petit  que  le  pre- 
mier; car  il  est  la  double  ordonnée  au  point  C,  du  cercle  dont 
le  diamètre  est  la  parallèle Q' R'  à  QR  ;  il  est  donc  moindre 
que  le  diamètre  Q'R'.  Or,  Q'R'  est  la  demi-somme  des 
bases  AA^  BB'  du  trapèze  isocèle,  dont  la  diagonale  AB  est 
plus  grande  que  cette  demi-somme  :  AB  est  donc  le  grand 
axe  de  cette  ellipse. 

192.  Supposons  maintenant  AB  parallèle  à  OS;  PQ  sera 
égale  à  AA^  ou  à  a&sina,  et  Ton  aura  pour  Téquation  du 
lieu 

c^est  ce  qu'aurait  donné  Téquation  (i)  en  y  prenant  le 
coefficient  de  X*  à  sa  limite  qui  est  zéro,  et  faisant  S  égal  au 
supplément  de  a  a. 
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Supposons  enfin  que  la  droite  AX  coupe  le  prplopgemcni 

Fig.  4o. 


de  OS.  Nous  aurons  pour  les  points  projetés  dans  Tangle 
SOU 

PR~ ,       PQ=:2Asina^ ^^ 


ces  a 


2a 


et  par  suite 

(3)  7'=  2^a?sîn6  tiinga  f  H j- 

Si  Ton  considérait  les  points  qui  se  projettent  dans  Faiigle 
opposé  à  SOU,  on  trouverait  la  même  équation,  h  la  condi- 
tion de  regarder  comme  négatifs  les  x  qui  sont  dirigés  daus 
le  sens  opposé  à  AX. 

De  cette  manière  Téquation  (3  )  représente  tous  les  poinis 
de  la  cônrbe  d'interâieclion. 

En  comparant  les  trois  équations  (i),  (a),  (3),  on  voit 
qu'on  pourrait  les  renfermer  toutes  dans  la  première  en  y 
regardant  a  comme  négatif  quand  AB  est  dirigé  dans  le 
sens  opposé  A  celui  qui  correspond  A  Téqualion  (i);  et 

comme  infini,  ou  donnant  -nul,  quand  AX  est  parallèle 
à  OS. 
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Au  reste,  qu'on  les  sépare  ou  qu'on  les  réunisse,  on  voit 
que  Téquation  (1)  représente  une  ellipse*  Téquation  (a) 
une  parabole,  et  l'équation  (3)  une  hyperbole,  dont  Vente 
(le«  X  coupe  la  courbe. 

193.  Il  reste  à  voir  si  Téquation  (1),  généralisée  comme 
nous  Pavons  dit,  peut  coïncider  avec  la  suivante  qui  ren- 
ferme toutes  les  courbes  du  second  degré,  savoir 

(4)  r*=  2/lfX -h/lJr', 

dans  laquelle  m  peut  toujours  être  considéré  comme  posi* 
lif,  eu  prenant  les  x  positifs  dans  un  sens  convenable;  et  n 
peut  être  négatif,  nul  ou  positif.  Le  premier  cas  correspond 
à  l'ellipse,  le  second  à  la  parabole,  et  le  troisième  a  Thy- 
porbole. 

En  identifiant  l'équation  (4)  à  l'équation  (1),  prise  avec 
la  généralité  que  nous  avons  établie,  on  obtient 

&sin€  tanga  = /// ,     -sin6tanga=  —  /i. 

Si  l'angle  a  est  donné,  on  ne  peut  disposer  que  de  b  et  6,  et 

il  faut  qu'on  puisse  trouver  des  valeurs  de  ces  deux  indéter* 

minées  qui  satisfassent  à  ces  deux  équations.  Mais  il  est  d*a- 

bord  nécessaire  d'y  substituer  a  a  sa  valeur  en  fonction  àeb 

et  6,  qui  est 

b  sin  2a 


2<l 


&in  (2a  4-  6) 


et,  d'après  le  signe  implicite  de  a,  il  faut  regarder  celui 
de  sin  (2ât  +  S)  comme  on  le  fait  dans  les  formules  de  la 
trigonométrie,  de  sorte  que  les  deux  équations  auxquelles 
£  et  6  doivent  satisfaire,  sont 

,   .   ^  sin(?.a  -h  6)  sîn6 

0  sin  6  tanga  =  m , ~ =  —  /i . 

co&'a 

La  dernière,  ne  renfermant  que  6,  en  donnera  la  valeur^ 
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et  la  première  donnera  toujours  une  valeur  positive  corres- 
pondante pour  b.  Il  suffit  donc  d'examiner  la  seconde,  et  de 
voir  si  elle  peut  toujours  être  satisfaite  par  une  valeur  de  ô. 

On  voit  d'abord  que,  dans  le  cas  de  la  parabole,  où  Ton 
aaff  +  6  =  7ret7i  =  o,  la  seconde  équation  est  satisfaite 
d'elle-même,  et  la  première,  qui  devient  a&sin*a=/7f, 
détermine  la  distance  b  d'après  m,  quel  que  soit  Tangle 
donné  et.  Il  suit  de  là  que  toute  parabole  peut  être  obtenue 
par  l'intersection  d'un  cône  quelconque  de  révolution  par 
un  plan. 

Il  ne  reste  donc  à  examiner  que  le  cas  où  n  n'est  pas  nul. 

En  transformant  le  produit  des  deux  sinus,  l'équatîou 
devient 

cosaa  —  cos(2a  -+-  26)  ==  —  a/icos'a, 

d'où  l'on  tire  facilement 

(5)  cos(2a  ■+- 26)  =  (2/1 -*- a)cos*« — I. 

La  condition  pour  que  l'arc  2a  +  26  soit  réel  est  que  son 
cosinus  soii  compris  entre  —  i  et  +  i  • 

1^  Dans  le  cas  de  l'ellipse  n  est  négatif^  et  on  peut 
toujours  le  supposer  inférieur  à  i  en  valeur  absolue  ;  il 
suffit  pour  cela  de  prendre  pour  axe  des  x  le  grand  arc  de 
l'ellipse  représentée  par  (4)  :  an  +  2  est  donc  positif,  et 
le  second  membre* de  (5)  est  ^ — i.  D'ailleurs  2n-ha 
sera  plus  petit  que  2;  (2n  +  2)  cos'a  sera  donc,  à  plus  forte 
raison,  <C^i  ^t  le  second  membre  sera  plus  petit  que  i.  On 
trouvera  donc  une  valeur  entre  o  et  tt  pour  l'arc  2a  -h  26, 
d'où  on  tirera  une  valeur  pour  S  qui  sera  moindre  que  le 
supplément  de  l'angle  20e  et  donnera  une  section  ellip- 
tique. La  valeur  de  b  s'ensuivra  et  l'on  aura  toujours  une 
solution. 

Donc,  toute  ellipse  peut  être  obtenue  par  V intersection 
d^un  cône  quelconque  de  révolution  par  un  plan, 

2**  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'une  hyper- 
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bole;  n  sera  positif,  et  la  valeur  de  cos (  2a  +  s6)  sera  évi- 
demment ]> — I.  Pour  que  Tangle  soit  réel  il  suffit  donc 
que  l'on  ait 

(2/1 -H  î)cos*a  —  i<[i      ou     cosa<^  — .__i^^- 

^  n  -+-  I 

Mais  ■  est  le  cosinus  de  l'angle   formé  par   les 

asymptotes  de  l'hyperbole  donnée,  avec  son  axe  transverse. 
Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  a  soit  plus  grand  que 
cet  angle,  ou  lui  soit  au  moins  égal. 

Donc,  toute  fyperbole peut  être  obtenue  par  V intersec- 
tion d'un  cône  par  un  plan;  mais  ce  cône  est  assujetti 
à  la  condition  que  son  angle  au  centre  soit  au  moins  égal 
à  celui  des  asymptotes  dans  lequel  cette  hyperbole  est  ren^ 
fermée. 

194.  D'autres  variétés  du  lieu  de  l'équation  générale  du 
second  degré  peuvent  aussi  être  obtenues  par  Tintersection 
d'une  surface  conique  par  un  plan. 

En  effet,  en  supposant  l'angle  S  égal  à  zéro,  le  plan  n'aura 
qu'une  ligne  droite  commune  avec  la  surface.  En  faisant 
passer  le  plan  parle  centre  O  du  cône,  on  aura  deux  droites, 
ou  un  seul  point.  Mais  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  le  cas 
de  deux  droites  parallèles. 


CHAPITRE  XL 

DANS  QUEL  SENS  ON  PEUT  ENTENDRE  QUE  LA  PARABOLE  EST 
LA  UBOTE  D  ELLIPSES  OU  D'HYPERBOLES  DONT  LES  AXES 
DEVIENNENT  INFINIS.  -  AUTRES  LIMITES  ANALOGUES. 


195.  Pour  fixer  bien  nettement  le  sens  dans  lequel 
doivent  être  conçues  ces  recherches  un  peu  délicates,  nous 
dirons  tout  d^abord  que  la  question  que  nous  nous  propo- 
sons est  celle-ci  : 

Les  axes  (Tune  ellipse  ou  iVune  hyperbole  croissant 
indéfiniment  sous  des  conditions  données^  trouver  la 
limite  vers  laquelle  tend  une  portion  aussi  grande  qù!on 
voudra  de  cette  courbe,^  à  partir  d'un  de  ses  points^  sup^ 
posé  fixe,  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  ;  ou  ce  qui 
est  identique^  déplacé  en  entraînant  avec  lui  des  axes 
paralèlles  aux  premiers  et  auxquels  on  rapporterait  les 
points  du  lieu. 

196.  Limite  d^une  ellipse  dont  un  sommet  reste  fixe,  et 
le  paramètre  constant. 

L'ellipse  rapportée  à  son  sommet  fixe  comme  origine 

aura  pour  équation 

fl'^'  -h  b^x^  :=:z  %ab^x. 

b^ 
Soitp  la  valeur  constante  du  demi-paramètre  —  ?  on  aura 

b^z=ap\  et  Téquation  de  l'ellipse   deviendra    par  celte 

substitution 

p 
y^:=  ipx  —  —  X*. 

Si  maintenant  on  considère  un  x  fini  quelconque,  et 
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qu'on  fasse  croître  a  indéfiniment,  j**  s'approchera  indëfi- 
nimenlde  apx,  et  il  en  résultera  cette  conséquence  : 

A  partir  du  sommet  fixe,  la  portion  de  l'ellipse  qui  se 
projettera  dans  une  étendue  finie,  aussi  grande  qu'on  vou- 
dra, de  Taxe  des  x,  s'approchera  indéfiniment  de  la  para- 
bole ayant  pour  équation 

puisque  la  difi*érence  des  carrés  des  ordonnées  finies  des 
deux  courbes  tendra  vers  zéro. 

Mais  si  Ton  considérait  un  point  dont  \x  croîtrait  indé- 
finiment avec  a,  la  différence  des  carrés  des  ordonnées  cor^ 
respondantes  pourrait  croitre  indéfiniment;  et  comme  les 
ordonnées  croîtraient  aussi  indéfiniment,  H  faut  nécessai* 
rement  calculer  la  différence  même  de  ces  deux  ordonnées. 

Elle  est  égale  à  la  différence  de  leurs  carrés,  divisée  par 
la  somme  de  leurs  premières  puissances,  c'est-à-dire  à 


px^  px 

a  a 

ou 


^ipx  4-  Kl  7.px  —  ^—  ^^P  -^\l  '^P 


px 
a 


Or,  pour  que  cette  expression   toujours   réelle,  puis- 
que x  est   plus  petit  que   2  a,  tende   vers  zéro,  il  est  le 


nécessaire  et   suffisant  que  -    tende   vers    zéro,   puisque 

dénominateur  reste  fini  :  il  faut  donc  qu'on  ait  x^  =  izf , 

pétant  une  quantité  quelconque  tendant  vers  zéro  quand  a 
croit  indéfiniment;  et,  par  conséquent,  que  x  soit  le  pro- 

duii  de  a?  par  une  quantité  tendant  vers  zéro. 

n  suit  delà  que  si  l'on  considère  une  abscisse  x  variant 
proportionnellement  à  une  puissance  m  de  a,  il  faut,  pour 
que  le  point  correspondant  de  l'ellipse  s'approche  indéfini- 
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ment  de  la  parabole,   que  l'on  ait  m<^-^'  Si  l'on  avait 

w  ]>  ^  il  s'en  éloignerait  indéfiniment;  et  pour  m  =  ^  la 

difTérence  des  ordonnées  tendrait  vers  une  quantité  finie. 

Les  conséquences  seraient  analogues  si  Tangle  des  axes 
avait  une  valeur  déterminée  autre  qu'un  angle  droit. 

197.  Limite  d'une  ellipse  dont  un  sommet  et  le  foyer 
voisin  restent  fixes. 

L'équation  de  Tellipse  rapportée  à  ce  sommet  comme 
origine  et  à  son  grand  axe  comme  axe  des  x  sera 

a^y^  -f-  b^ai^  —  lah'^x  =z  o  ; 

et  si  le  foyer  reste  à  une  distance  d  du  sommet,  on  aura 
a  —  ^û>—  b^  =  d    d'où     b^=^ad—d', 

et  l'équation  de  rdlipse  variable  sera 

a^jr^  -f-  (2ûrf  —  d^)x^  —  ia{7.ad  —  d^)x  =  o 

ou 

id^  (^d       d^\    ^ 

d'où  l'on  conclut  d'abord  que  si  x  reste  fini,  j^*  tend  vers  la 
limite  4  dx^  quand  a  croit  indéfiniment  :  et,  par  conséquent^ 
la  partie  de  Vellipse,  à  partir  du  sommet  fixe,  qid  se 
projette  dans  une  étendue  finie  de  Vaxe  des  Xy  quelque 
grande  quelle  soit  y  tend  indéfiniment  vers  la  courbe  dont 
r équation  estj*=:  ^dx. 

Cette  courbe  limite  est  une  parabole  ayant  même  som- 
met et  môme  foyer. 

198.  Mais  si  l'on  considérait  des  valeurs  de  x  croissant 
indéfiniment  avec  a,  les  ordonnées  correspondantes  de 
l'ellipse  et  de  la  parabole  croîtront  de  même,  et  il  ne  sera 
pas  nécessaire  que  la  différence  de  leurs  carrés  tende  vers 
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zéro  pour  que  la  différence  des  ordonnées  elles-mêmes  y 
tende.  II  ne  suflBl  plus  alors  de  considérer  les  termes  qui 
suivent  4 ^J:  dans  Téquation  de  Tellipse;  il  faut  calculer  la 
diflereuce  même  des  ordonnées  des  deux  courbes,  qui  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


2fi^  /  2  rf 

a  \  a         a'' 


X  -¥-  \ ï  x' 


et  comme  Tordonnée  de  T ellipse  est  moindre  que  celle  de  la 

parabole,  le  dénominateur  est  égal  à  V4^^<^  multiplié  par 
nn  nombre  compris  entre  i  et  i. 

En  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  V^,  le 
dénominateur  restera  fini,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  savoir 
si  le  numérateur  deviendra  nul,  fini  ou  infini.  Ce  numé- 
rateur est 

2,tP- 1 x^jx—d^ 


a  a  w 


et  son  second  terme  est  celui  dont  Tordre  de  grandeur  est 
le  plus  élevé,  c'est-à-dire  que  les  rapports  des  deux  autres 
à  celui-là  tendent  vers  zéro;  il  est  donc  nécessaire  et  suffi- 


x^ 


sant  que  le  second  terme,  ou-   tende   vers  zéro  pour  qu'il 

en  soit  de  même  de  la  diflerence  des  ordonnées.  On  arrive 
ainsi  aux  mêmes  conclusions  que  dans  le  cas  précédent,  et 
il  est  inutile  de  les  reproduire. 

199.  EWpses  semblables  dont  les  axes  croissent  in^ 
déjinitnent. 

Supposons  toujours  que  les  ellipses  aient  un  sommet 
commun,  et  Taxe  correspondant  dans  la  même  direction. 
Leur  équation  générale  sera  encore 
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et  dans  le  cas  actuel  -  est  égal  à  une  constante  m,  ce  qui 
réduit  Téquation  à  la  forme 

.7. 


Y 


d'où  l'on  tire 


jr  z=zm^i€uc  —  X*, 


et  Ton  voit  que  quelque  petite  valeur  fixe  que  l*on  donne 
à  j:,y  croîtra  indéfiniment  avec  a,  et  par  conséquent  Tel- 
lipse  variable  ne  s'approche  indéfiniment  d'attcune  courbe, 
et  s'élèvera  au-dessus  de  toutes  celles  que  l*on  pourrait  con- 
cevoir partant  de  Torigine.  Mais  il  est  facile  de  reconL- 
naitre  qu^elle  peut  s'approcher  indéfiniment  de  l'axe  des  j 
dans  une  étendue  aussi  grande  que  Ton  voudra. 
En  efiet,  l'équation  résolue  par  rapport  à  x  est 


y  tn- 


En  laissant  de  côté  la  valeur  de  x  qui  correspond  au 
signe  +)  et  croit  indéfiniment  avec  rx,  nous  nous  bornerons 
à  considérer 


r« 


m' 


y  ni* 


et  l'on  voit  que,  quelque  grand  que  soit  j^  x  teiid  vers 
zéro  à  mesure  que  a  croit  indéfiniment.  Ce  qui  prouve, 
comme  nous  l'avions  annoncé,  que  les  points  de  rdlipse 
variable  s'approchent  indéfiniment  de  la  tangente  au  som- 
met, dans  une  étendue  aussi  grande  que  l'on  voudra,  mais 
qui  se  projette  sur  l'axe  dans  une  étendue  infiniment  petite, 
relativement  i  la  longueur  de  cet  axe. 

On  voit  par  là  comment  il  faut  entendre  cette  propo- 
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sition,  qu^un  cercle  dont  le  rayon  croit  sans  limite,  et  qui 
passe  par  un  point  fixe,  tend  vers  sa  tangente  en  ce  point. 

200.  Ellipse  dont  un  iixe  conserve  une  grandeur  con- 
stante^ tandis  que  Vautre  croît  indéfiniment. 

Il  faut  d^abord  faire  choix  du  point  à  partir  duquel  on 
considérera  les  points  de  la  courbe. 

1**  Supposons  d'abord  que  ce  soit  à  partir  d^un  sommet 
situé  sur  Taxe  variable,  et  prenons  ce  point  pour  origine; 
Téqualion  de  Tellipse  sera 

a'jr» -h  6*jf* — 2a6'x=o     ou     y^^^ r x% 

a  a^ 

d'où  l'on  voit  que,  pour  toute  valeur  finie  de  x^j  tendra 
vers  zéro  lorsque  a  croîtra  indéfiniment. 

Donc  FeUipse  s'approchera  indéfiniment  de  son  grand 
axe  dans  une  étendue  aussi  grande  qu'on  voudra  à  partir 
du  sommet. 

Et  il  en  serait  de  même  si  x  croissait  proportionnelle- 
ment à  une  puissance  de  a  inférieure  à  l'unité. 

1^  Supposons  maintenant  que  Ton  cherche  la  limite  de 
Tellipse  à  partir  des  extrémités  de  son  axe  de  grandeur 
ronstante.  Nous  prendrons  alors  Torigine  au  centre,  et 
I  équation  de  la  courbe  sera 

et,  par  conséquent,  pour  des  valeurs  de  x  croissant  indéfi- 
nim^t  avec  a,  pourvu  que  ce  soit  proportionnellement  à 
une  puissance  de  a  inférieure  à  Tunité,  les  ordonnées  ten* 
droQ^  indéfiniment  vers+  &,  etTellipse,  à  partirdes  extré- 
mités de  son  petit  axe,  s'approchera  indéfiniment  des  deux 
parallèles  à  son  grand  axe. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit 
traiter  toutes  les  questions  de  ce  genre. 
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DBS  TANGENTES  AUX  COURBES. 


201.  Lorsqu^un  point  se  déplace  sur  une  ligne  droile, 
cette  ligne  détermine  ce  qu'on  appelle  la  direction  de  son 
déplacement,  ou  de  son  mouv^ement. 

S*il  suit  le  contour  d'un  polygone,  la  direction  du  mou- 
vement change  d'un  côté  à  Tautre;  mais  lorsqu^il  suit  le 
contour  d'une  courbe,  la  même  considération  ne  se  pré- 
sente plus.  Faut- il  alors  l'abandonner,  ou  lui  donner  une 
extension  qui  permette  de  l'appliquer  à  toutes  les  courbes? 

Soit  M  [Jig*  4i)  une  position  quelconque  d'un  point  qoi 
décrit  une  courbe  UV,  et  M' une  autre  position  voisine.  S'il 
passait  de  M  à  M'  par  le  plus  court  chemin,  la  corde  MM' 

Fig.  4i. 


donnerait  la  direction  de  ce  mouvement.  Si  Ton  considère 
un  point  M^  plus  voisin  de  M  que  M',  et  que  l'on  imagine 
que  le  point  passe  de  M  à  M'"^  par  la  ligne  droite,  la  nouTelle 
corde  MM^  donnera  la  direction  de  ce  nouveau  mouve- 
ment. Enfin  si  Ton  conçoit  que  le  second  point  pris  sur  la 
courbe  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  les  directions  suc- 
cessives de  ces  mouvements  rectilignes  qui  feraient  passer 
le  point  mobile  de  M  à  ces  divers  points  tendront  vers  une 
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certaine  limite  déterminée,  qu'elles  n'atteindront  jamais,  si 
on  fait  suivre  auT  positions  successives  du  second  point,  une 
loi  qui  ne  lui  permette  pas  de  coïncider  jamais  avec  M; 
comme,  par  exemple,  si  Ton  passait  d'une  sécante  à  l'autre^ 
en  prenant  toujours  le  point  milieu  de  l'arc  MM';  ou  en- 
core le  point  de  la  courbe  dont  la  projection  sur  un  axe  fixe 
serait  le  milieu  de  la  projection  de  MM'. 

Cette  direction  limite  mérite  une  attention  particulière,  et 
offre  un  intérêt  véritable  dans  l'étude  théorique  des  courbes, 
et  même  dans  leur  application  à  la  pratique.  Et,  en  effet,  en 
restant  dans  la  généralité,  la  direction  variable  finira  tou- 
jours par  marcher  dans  le  même  sens  vers  sa  limite,  et  alors 
Tare  infiniment  petit  sera  constamment  compris  entre  ces 
deux  droites,  dont  l'angle  a  pour  limite  zéro. 

Quand  cet  angle  sera  devenu  assez  petit  pour  que  les 
instruments  les  plus  parfaits  ne  puissent  faire  apercevoir  de 
différence  entre  les  directions  de  ses  côtés,  elles  seront  pour 
nous  comme  si  elles  se  confondaient,  ainsi  que  celles  qui 
joindraient  le  point  M  à  des  points  quelconques  de  l'arc  qui 
est  compris  entre  les  extrêmes.  On  pourrait  donc,  au  point 
de  vue  d'une  pratique  très-précise,  dire  que  le  mouvement 
du  point  est  dirigé  à  partir  de  M  suivant  la  droite  limite. 
Mais  dans  une  théorie  rigoureuse  on  ne  confond  jamais  l'arc 
indéfiniment  décroissant,  avec  sa  corde  ou  une  portion  de  la 
droite  limite  :  on  ne  dit  pas  que  cette  dernière  est  la  direc- 
tion suivant  laquelle  l'arc  est  décrit,  quelque  petit  qu'il  soit  ; 
mais  on  dit  qu'elle  est  la  direction  du  moui^ement  du  point 
qui  la  décrit,  lorsqu'il  passe  en  M,  ou  la  direction  de  la 
courbe  elle-même  en  ce  point.. 

Cette  droite  remarquable  se  nomme  la  tangente  à  la 
oourbe. 

303.  Aucune  droite  partant  du  point  de  contact,  ne  peut 
commencer  par  entrer  dans  lar  portion  dn  plan  qui  est  coin* 

'7 
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prise  entre  la  tangente  et  la  courbe.  Car  cette  droite  fixe 
faisant  un  angle  avec  la  tangente^  serait  nécessairement 
une  position  de  la  sécante  variable,  dont  Taugle  avec  la 
tangente  peut  devenir  moindre  que  tout  angle  donné.  Or, 
l'arc  partant  de  M  est  toujours  compris  entre  la  tangente  et 
la  droite  supposée  :  et,  par  conséquent,  cette  dernière  n'est 
pas  entre  Parc  et  la  tangente. 

Cette  propriété  de  la  tangente  a  quelquefois  été  prise 
comme  définition  générale. 

204.  Les  anciens  géomètres  envisageaient  autrement  les 
tangentes.  Ils  les  ont  considérées  d*abord  pour  le  cercle  et 
les  définissaient  par  la  propriété  de  n'avoir  qu'un  point 
commun  avec  la  courbe.  Cependant,  il  faut  ajouter  qu^Eu- 
clide  démontre  dans  ses  éléments  que,  par  le  point  de  con- 
tact, il  est  impossible  de  mener  une  droite  entre  la  tan* 
gente  et  le  cercle. 

Quand  ils  ont  considéré  d'autres  courbes  que  le  cercle, 
ils  n'ont  pas  donné  de  définitions  spéciales  pour  leurs  tan- 
gentes; ils  semblent  avoir  pris  pour  caractère  général  de 
ces  lignes,  qu'elles  ne  pénètrent  pas  dans  Tintérieur  des 
courbes. 

Mais,  qu^est-ceque  l'intérieur  de  la  parabole,  de  l'hyper- 
bole, et  de  toute  courbe  non  fermée? 

Et  même  pour  des  courbes  fermées  qui  auraient  des  sinuo- 
sités, il  y  a  des  tangentes  qui  pénètrent  dans  l'intérieur, 
d^autres  qui  n'y  pénètrent  pas.  Il  était  donc  bien  nécessaire 
de  donner  une  définition  plus  précise  du  contact. 

Il  n'aurait  même  pas  suffi  d'introduire  la  condition  qu*à 
partir  du  point  donné  les  points  de  la  courbe  pris  dans 
les  deux  sens,  commencent  par  se  trouver  d'un  même  côté 
de  la  droite.  Car,  dans  beaucoup  de  cas,  des  droites  satis- 
faisant à  cette  condition  ne  présenteraient  nullement  le 
caractère  que  l'on  attache  au  contact.  La  définition  que 
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nous  avons  doanéc  et  à  laquelle  on  s'est  arrêté  depuis  Des- 
cartes, n^ofire  aucun  de  ces  inconvénients. 

LA   DÉTERMINATIOKf    DE    LA    TANGENTE    SE    EAMENB    A    C£LLE 
DE   LA   LIMITE    DU    RAPPORT  DE   DEUX    INFINIMENT   PETITS. 

9(fô.  La  corde  qui  joint  le  point  de  contact  au  point 
de  la  courbe  qui  s'en  rapproche  infiniment,  étant  infini- 
ment petite,  peut,  de  bien  des  manières,  être  considérée 
comme  appartenant  i  des  triangles  infiniment  petits.  Or, 
dans  tout  triangle,  les  angles  sont  déterminés  par  les  rap- 
ports des  côtés,  et  Ton  conçoit  par  là  que  Tangle  de  la 
sécante  avec  une  direction  connue  peut  dépendre  des  rap- 
ports des  côtés  de  ces  triangles  ;  d*où  il  suit  que  la  direction 
de  la  tangente  dépendra  de  limites  de  rapports  d'infiniment 
petits.  C'est  ce  que  nous  allons  examiner  avec  détail,  dans 
divers  systèmes  de  coordonnées. 

Coordonnées  rectif ignés,  —  Soient  AX,  A  Y  {Jig-  42), 
deux  axes  quelconques  auxquels  la  courbe  est  rapportée  ; 


M  le  point  où  on  veut  lui  mener  une  tangente,  x  et  /  ses 
coordonnées  ;  M'  un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin 
de  M^  S  le  point  où  la  sécante  MM'  coupe  AX. 

La  direction  de  la  sécante  est  déterminée  par  le  rapport 

de  M'I  à  MI,  ou  par  son  égal  -^f  ou  encore  par  la  ligne SP, 

puisque  MP  est  Vy  donné  du  point  M.  D'où  il  suit  que  la 
limite  de  la  direction  de  la  sécante,  ou  celle  de  la  tangente, 
est  déterminée  par  la  limite  du  rapport  des  infiniment 

>7- 
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petits,  M'I,  MI  qui  sont  les  accroissements  correspondants 
de  X  et  y^  quand  on  passe  du  point  M  a  un  point  infini* 
ment  voisin  pris  sur  la  courbe. 

Lorsque  cette  limite  sera  connue,  la  tangente  se  construira 
facilement,  soit  en  prenant  à  partir  de  M  une  longueur  quel* 
conque  sur  une  parallèle  à  AX  et  menant  par  son  extré- 
mité une  parallèle  à  AY,  dont  le  rapport  avec  la  première 
soit  la  limite  trouvée;  soit  en  prenant  une  longueur  PR, 
telle  que  PM  ait  avec  elle  ce  même  rapport. 

Si  au  lieu  de  construire  la  tangente,  on  veut  calculer 
Tangle  a  qu'elle  fait  avec  Taxe  des  jr,  connaissant  l'exprès- 

m'i 

sîon  de  la  limite  du  rapport  -rrr»  on  désignera  par  m  cette 

limite  et  l'on  aura,  en  appelant  d  Tangle  des  axes, 

sîn  a  „   ^  /TisinO 

=:  iw,     d  où     tang  a  = 


sin  (0  —-a)  **  I  -h  m  cx)s9 

expression  qui  se  réduit  à  m  quand  Tangle  des  axes  est 
droit. 

206.    Coordonnées  polaires,  —  Soit    M  [fig*  43)  ^^ 
point  où  Ton  veut  mener  la  tangente,  M'  un  point  infini- 

Fig.  43. 
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ment  voisin,  pris  sur  la  courbe.  La  sécante  sera  déterminée 
si  on  connaît  Tangle  AMS;  et  la  tangente  le  sera  par  la 
limite  de  cet  angle.  C^est  cette  limite  qui  sera  Tobjet  de 
notre  recherche.  En  décrivant  du  pôle  A  comme  centre  un 
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arc  de  eercle  qui  rencontre  AM'  en  I,  ei  joignant  IM,  on 
aura  un  triaugle  infiniment  petit  MM'I  dont  les  angles  ont 
des  limites  qui  détermineront  la  limite  de  la  direction  MM', 
et  se  ramèneront  aux  limites  des  rapports  des  côtés  infini* 
ment  petits  de  ce  triangle. 

En  eflet^  Tangle  AM'M  ne  différant  de  AMS  que  de 
l'angle  infiniment  petit  M'AM,  a  la  même  limite,  qui  est 
Tangle  de  la  tangente  avec  AM^  Tangle  I  du  triangle  iso- 
cèle AIM  est  égal  à  AMI,  qui  a  pour  limite  un  angle  droit, 
puisque  la  sécante  MI  a  pour  limite  la  tangente  au  cercle 
en  M,  qui  est  perpendiculaire  à  AM.  Il  suit  de  là  que  la 
limite  de  Tangle  I  du  triangle  infinitésimal  MM^I  est  un 
angle  droit,  et  que  la  limite  de  son  angle  IMM'  sera  com- 
plément de  la  limite  de  TangleM',  c'est-à-dire  complément 
de  Fangle  cherché  que  la  tangente  fait  avec  AM. 

Or  on  a 

sinlM^M  _  m 

sinIMM'  ""  l\l'  ' 

d^où,  en  prenant  les  limites  des  deux  membres,  et  désignant 
par  |UL  l'angle  cherché, 

sinu       ,.      IM  ,.      IM 

~T^  =  ''™  ili:P  '      ^"      ^*°6/*  —  '^™  TUT'  ' 
cosft  IM  IM 

On  peut  modifier  cette  formule  et  y  introduire  seule- 
ment les  accroissements  infiniment  petits  des  coordonnées 
du  point  de  la  courbe.  Il  suiEt  pour  cela  de  remarquer  que 

la  limite  du  rapport --p  ne  sera  pas  altérée  si  on  remplace 

la  corde  IM  par  Tare  de  cercle,  dont  le  rapport  avec  elle  a 
pour  limite  Tunilé.  Or  cet  arc  est  égal  au  rayon  AM  mul- 
plié  par  Tangle  au  centre,  qui  est  l'accroissement  de  Tangle 
du  rayon  vecteur  avec  AX. 

On  aura  donc 

^„,.     M'AM 
langp=:AMlim--^,-, 
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ce  qui  ramène  encore  à  la  détermination  de  la  limite  du 
rapport  des  accroissements  infiniment  petits  des  coordon- 
nées. 

207.  Coordonnées  bipolaires,  — Supposons  maintenant 
que  les  points  soient  déterminés  par  leurs  distances  à  deux 
pôles. 

Soit  M  (figo  44)  "^  point  de  la  courbe  où  Ton  veut  me- 
ner la  tangente.  M'  un  point  infiniment  voisin  pris  sur  la 

Flg.  44. 
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courbe  et  correspondant  aux  yaleurs  AH,  BK  des  rayons 
,  vecteurs  :  ce  point  sera  à  la  rencontre  des  cercles  décrits  de 
A  et  B  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  AH  et  BK. 
Il  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  la  direction  de  la  sé- 
cante MM'  quand  MH  et  MK  tendent  vers  zéro.  Tirons  les 
cordes  M' H,  M'K  ;  prenons  MC  fini  et  constant,  et  menons 
par  C  une  parallèle  à  M'H,  puis  par  le  point  S,  où  elle 
coupe  MM',  une  parallèle  SX  à  M'K;  les  quadrilatères 
MHM'K  et  MCSX  seront  semblables,  et  la  limite  de  la  di- 
rection de  la  diagonale  MS  sera  la  tangente  cherchée.  Or, 
pour  avoir  le  quadrilatère  limite  dont  la  diagonale  est  la 
tangente,  il  suffit  de  connaître  la  limite  de  la  longueur  MX; 
car  les  angles  C  et  X  ont  pour  limite  Tangle  droit,  comme 
leurs  égaux  H  et  K.  Et  pour  connaître  la  limite  de  MX,  il 
suffit  de  connaître  la  limite  du  rapport  de  MK  i  MH,  lequel 
est  toujours  égal  au  rapport  de  MX  à  la  longueur  con- 
stante MC. 
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La  question  est  donc  encore  ramenée  à  déterminer  la 
limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  des 
coordonnées  ÂM,  MB.  On  prendra  ensuite  sur  les  rayons 
vecteurs,  à  partir  du  point  de  la  courbe,  deux  longueurs 
quelconques  proportionnelles  à  leurs  accroissements  posi- 
tifs ou  négatifs,  et  dans  le  sens  de  ces  accroissements; 
puis  par  les  extrémités  on  élèvera  des  perpendiculaires 
sur  les  deux  rayons,  et  Ton  joindra  leur  point  de  ren- 
contre au  point  de  la  courbe  :  cette  ligne  sera  la  tangente 
cherchée, 

208.  Autre  système  de  coordonnées,  —  Considérons 
encore  le  système  où  les  points  seraient  déterminés  par  leurs 
distances  à  un  pôle  et  à  un  axe  fixe. 

Soit  A  (Jig>  45)  le  pôle,  VZ  Taxe,  et  AU  la  direction, 
parallèlement  à  laquelle  sont  considérées  les  distances  à 

Fig  45. 
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Taxe;  M  le  point  de  la  courbe  où  Ton  veut  mener  la  tan- 
gente :  les  coordonnées  de  ce  point  seront  AM^  et  PM  paral- 
lèle k  AU.  Leurs  accroissements,  pour  passer  de  M  au  point 
infiniment  voisin  M',  seront  MK,  MH,  et  seront  portés 
dans  an  sens  ou  dans  l'autre  suivant  que  ces  coordonnées 
augmenteront  ou  diminueront  ;  il  s'agit  de  trouver  la  limite 
de  la  direction  MM\ 

Menons  la  corde  de  Tare  de  cercle  KM',  puis  prenons 
une  longueur  fixe  MC  sur  la  direction  MH,  et  construisons 
le  qnatrilatère  MCSX  semblable  à  MHM'K  ;  sa  diagonale 
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sera  dans  la  direction  MM',  et  aura  par  conséquent  pour 
limite  la  direction  de  la  tangente  en  M. 

Or,  Tangle  X  égal  à  K  a  pour  limite  un  angle  droit;  on 
connaîtra  donc  le  quadrilatère  limite  de  MCSX  si  on  con- 
nait  la  limite  du  côté  MX,  ou  du  rapport  MC  :  MX  qui  est 
égal  au  rapport  de  MH  à  MK. 

La  question  est  donc  encore  ramenée  à  trouver  la  limite 
du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  des  coor- 
données, en  passant  d'un  point  à  un  autre  de  la  courbe 
donnée. 

Quand  cette  limite  sera  déterminée,  on  connaîtra  la 
limite  du  point  X;  on  y  élèvera  un  perpendiculaire  à  AM; 
par  le  point  C  on  mènera  une  parallèle  à  ZV  :  en  joignant 
leur  point  de  rencontre  au  point  M,  on  aura  la  tangente 
demandée 

209.  Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  sup- 
posé les  points  des  courbes  déterminés  par  des  relations 
entre  leurs  coordonnées*,  et  les  infiniment  petits  au  moyen 
desquels  nous  avons  déterminé  la  sécante,  se  sont  trouvés 
naturellement  être  les  accroissements  subis  parles  coordon> 
nées  dans  le  passage  du  point  donné  à  un  point  infiniment 
voisin.  Lorsque  d'autres  infiniment  petits  se  sont  présentés 
d'abord,  nous  ne  nous  y  sommes  pas  arrêté,  et  nous  avons 
toujours  voulu  arriver  aux  accroissements  des  coordon- 
nées, parce  que  les  points  de  la  courbe  étant  supposés  dé* 
terminés  par  une  relation  entre  ces  coordonnées,  leurs 
accroissements  simultanés  dépendaient  l'un  de  l'autre  par 
cette  relation,  et  la  limite  de  leur  rapport  en  était  une  con- 
séquence. Et  comme  cette  relation  est  la  seule  donnée,  c^est 
à  elle  qu'il  faudra  toujours  avoir  recours  pour  déterminer 
les  rapports  de  tous  les  infiniment  petits  qu'où  voudra  con- 
sidérer. C'est  pour  cela  qu'il  était  convenable  de  les  rame- 
ner aux  accroissements  même  des  coordonnées. 
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Mais,  comme  des  courbes  peuvent  èlre  définies  autrement 
que  par  des  équations  entre  les  coordonnées  ordinaires  de 
leurs  points,  il  peut  très-bien  arriver  qu'on  détermine  leurs 
tangentes  par  des  limites  de  rapports  d'infiniment  petits 
dépendants  de  la  définition  même  de  ces  courbes,  sans 
chercher  préalablement  leurs  équations  dans  les  systèmes 
de  coordonnées  le  plus  ordinairement  admis. 

APPLICATION    BES    MÉTHODES    PHÉCÉDENTES    A  QUELQUES 

EXEMPLES. 

210.  Tangente  au  cercle.  —  Enjoignant  au  centre  le 
point  donné  du  cercle  et  un  point  infiniment  voisin,  ces 
deux  rayons  et  la  sécante  forment  un  triangle  isocèle  dont 
Sangle  au  centre  tendra  vers  zéro,  en  même  temps  que  la 
sécante  tendra  vers  la  tangente.  Les  deux  autres  angles  du 
triangle  ont  donc  chacun  pour  limite  un  angle  droit;  et  par 
conséquent  la  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au 
rayon  mené  au  point  de  contact, 

211.  Tangente  à  V hyperbole  et  à  V ellipse.  —  Suppo- 
sons les  points  de  ces  courbes  déterminés  par  leurs  dis- 
tances aux  deux  foyers. 

Dans  l'hyperbole  les  deux  distances  croîtront  d'une 
même  quantité,  en  passant  du  point  donné  à  un  point  infi- 
QÎment  voisin  ;  il  faudra  donc,  d'après  la  règle  donnée  pré- 
cédemment, porter,  à  partir  du  point  de  la  courbe,  sur  les 
deux  rayons  vecteurs  prolongés,  des  longueurs  égales  quel- 
conques, élever  à  leurs  extrémités  des  perpendiculaires  à 
ces  rayons  et  joindre  leur  point  de  rencontre  au  point 
donné.  Cette  droite,  qui  sera  la  tangente,  partagera  en  deux 
parties  égales  l'angle  des  rayons  vecteurs. 

Dans  l'ellipse  l'une  des  distances  diminuera  de  la  même 
<{uamité  que  l'autre. croîtra.  Il  faudra  donc  porter,  à  partir 
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du  poiot  de  la  courbe,  des  longueurs  égales,  sur  Tun  des 
rayons  vecteurs,  et  sur  le  prolongement  de  l'autre,  élever 
par  leurs  extrémités  des  perpendiculaires  à  ces  rayons,  et 
joindre  leur  point  de  rencontre  au  point  delà  courbe  :  on 
aura  ainsi  la  tangente,  qui  sera  la  bissectrice  de  Tangle 
formé  par  Tun  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolongement  de 
l'autre. 

212.  Tangente  à  la  parabole,  —  Supposons  les  points 
de  cette  courbe  déterminés  par  leurs  distances  au  foyer  et  à 
la  directrice.  Ces  distances  devant  toujours  être  égales,  leurs 
accroissements  seront  égaux  et  de  même  signe.  Il  faudra 
donc,  d'après  la  règle,  prendre  sur  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  et  sur  celui  de  la  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice une  même  longueur  quelconque,  et  élever  des  perpen- 
diculaires k  leurs  extrémités  respectives.  En  joignant  leur 
point  de  rencontre  au  point  de  la  courbe  on  aura  la  tan- 
gente demandée.  Il  est  évident  qu'elle  partagera  en  deux 
parties  égales  Tangle  du  rayon  vecteur  et  de  la  parallèle 
a  1  axe. 

213.  Tangente  à  la  cycloïde.  —  On  appelle  cycloïdc 
la  courbe  engendrée  par  un  point  d*un  cercle,  qui  roule 
sans  glisser  sur  une  ligne  droite  immobile. 

Soit  A  (^g-  46)  le  point  de  contact  du  cercle  et  de  la 

Fig.  46. 
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droite  XY  dans  une  quelconque  de  ses  positions,  M  le 
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point  correspondant    de  la  cycloïdc,    et  O  le  centre  du 
cercle. 

Pour  avoir  un  point  de  la  cycloïde  qui  soit  infiniment 
voisin  de  M,  on  prendra  un  arc  AN  infiniment  petit  sur  le 
cercle,  et  AN'  égal  h  AN  sur  la  droite  fixe.  Le  point  N,  par 
un  déplacement  infiniment  petit  du  cercle,  deviendra  le 
point  de  contact  en  N',  et  il  s*agii  de  déterminer  la  position 
correspondante  du  point  générateur  M.  Or,  on  pourra  ame- 
ner le  cercle  dans  cette  position  en  le  faisant  d^abord  tour- 
ner autour  du  point  O  immobile,  jusqu'à  ce  que  N  arrive 
en  A,  puis  faisant  mouvoir  tout  le  système  parallèlement  à 
la  droite  fixe  d'une  quantité  égale  à  AN\ 

Dans  le  premier  mouvement,  M  vient  en  M',  en  prenant 
Tare  MM'  =  NA;  et  dans  le  second  mouvement  M'  décrit 
une  droite  M'M"  parallèle  à  XY,  et  égale  à  AN',  et  par 
conséquent  à  Tare  MM'.  M" est  donc  un  point  de  la  cycloïde, 
et  il  faut  trouver  la  limite  de  la  direction  de  la  sécante  MM" 
quand  AN  tend  vers  zéro. 

Or,  si  l'on  joint  MM',  on  formera  un  triangle  MM'M% 
dont  l'angle  M'  aura  pour  limite  l'angle  de  la  tangente  MT' 
au  cercle  avec  la  parallèle  MV  à  XY  5  et  le  rapport  des 
deux  côtés  qui  comprennent  cet  angle  a  pour  limite  i, 
puisque  l'arc  MM'  est  égal  à  M' M",  et  que  le  côté  MM'  du 
triangle  est  la  corde  de  cet  arc.  Il  suit  de  là  que  la  limite  du 
rapport  des  sinus  des  deux  angles  M,  M"  du  triangle  est  i^ 
il  faut  donc  que  les  limites  de  ces  angles  soient  égales^ 
puisqu'elles  ne  peuvent  être  supplémentaires,  vu  que  le 
troisième  angle  est  fini. 

De  cette  égalité,  et  de  ce  que  l'angle  M"  est  égal  à  M"MV, 
et  que  la  limite  de  la  direction  MM'  est  celle  de  la  tangente 
MT'  au  cercle,  il  résulte  que  la  limite  de  la  sécante,  ou  la 
tangente  à  la  cycloïde,  partage  l'angle  T'MV  en  deux  par- 
ties égales  ;  et,  par  conséquent,  passe  à  l'extrémité  B  du 
diamètre  mené  par  A .  La  normale  est  par  suite  la  ligne  MA. 
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214.   Tangente  à  la  conchoide» 

Cette  courbe  est  le  lieu  des  points  M  {fig.  47)  que  Ton 

Fig.  47. 
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obtient  en  tirant  du  point  A  des  rayons  AN  à  tous  les 
points  d^une  droite  indéfinie  XY,  et  les  prolongeant  d*un(î 
quantité  constante. 

Le  point  C  situé  sur  la  perpendiculaire  A6  est  le  som- 
met de  la  courbe,  qui  est  symétrique  par  rapport  à  AC. 
Soit  M  le  point  où  l'on  veut  mener  la  tangente,  et  AN'M' 
une  sécante  infiniment  voisine  de  ANM. 

Du  point  A  comme  centre,  décrivons  les  arcs  de  cercle 
MH,  M,  on  aura  M'H  =  N'I,  puisque  M'N'  =  MN  =  IH. 
Dans  le  triangle  rectiligneMM'H,  Tangle  H  tend  indéfini- 
ment vers  un  angle  droit  ^  et  par  conséquent  les  limites  des 

deux  autres  sont  des  angles  complémentaires. 

MH 

Le  rapport  a  donc  pour  limite  la  tangente  de  Tangle 

limite  de  M',  ou  de  celui  que  forme  la  tangente  MT  aver 

le  rayon  MA. 

NI 
Dans  le  triangle  NN'I  le  rapport  — -  aura  de  même  pour 

limite  la  tangente  de  Fangle  limite  de  K'  ou  de   l'angle 

BNA. 

Mais,  en  divisant  Tun  par  Tautre  ces  deux  rapports,  on 

trouve 

MH 

m 

puisque  les  dénominateurs  sont  égaux.  Et  ce  dernîiT  est 
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égal  â  — -  qui  est  déterminé,  et  est  par  conséquent  la  limite 

du  rapport  des  deux  autres,  et  par  suite  le  rapport  des  tau- 

geotes  des  angles  TM A,  BNA.  Et  comme  ce  dernier  est 

connu,  Tautre  s^en  déduira  puisque  sa  tangente  sera  connue. 

La  construction  de  cet  angle  est  bien  facile  diaprés  la 

proportion 

tan?;  TMA       MA 

'  tang BINA  ~"  NÂ* 

Il  suffira,  en  eflet,  d'élever  la  perpendiculaire  AR  au 
rayon  vecteur  AM ,  et  de  la  couper  par  une  parallèle  menée 
da  point  M  à  XY;  la  droite  qui  joindra  leur  point  de  ren- 
contre R  au  point  N  sera  parallèle  à  la  tangente,  car  on 
aura 


tang  RNA  _  MA 
tang  RÂÏA  "^  NA 


-  y 


et  Tangle  RMA  étant  égal  à  BNA,  Fangle  RNA  le  sera  à 
TMA. 

215.  Tangente  à  une  courbe  dont  les  points  sont  dé^ 
terminés  par  deux  angles. 

Considérons  une  courbe  dont  tous  les  points  M  (fig-  éfi) 
sont  assujettis  à  la  condition  que   le  rapport  des  angles 

Fig.  48. 


MAB,  HBA  soit  constamment  égala  —;  le^  deux  points 
A  et  B  étant  fixes. 
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Si  Ton  prend  un  point  MMu  lieu,  infiniment  voisin  de  M, 
le  rapport  des  angles  M'AM,  M'BM  sera  —9  et  le  rapport 

de  leurs  sinus  aura  pour  limite—* 

Prenons  une  longueur  constante  arbitraire  MC  sur  le 
prolongement  de  AM,  et  construisons  le  quadrilatère 
MCSX  semblable  à  MIM'H.  Les  diagonales  de  ces  quadri- 
latères seront  sur  une  même  droite,  et  si  Ton  peut  con- 
struire le  quadrilatère  limite  de  MCSX,  sa  diagonale  sera 
la  tangente  cherchée  en  M. 

Or,  ses  angles  tendent  à  devenir  égaux  à  ceux  que  for- 
ment entre  elles  les  droites  AM,  BM;  il  ne  reste  donc  qu'à 
connaître  la  limite  du  rapport  des  deux  inflniment  petits 
HM,  MI,  qui  donnera  la  limite  de  la  longueur  MX.  Or, 
on  a 

HM  _  sîn  HAM 
MA"~     sinH     * 

MI  _  sin  IBM 
MB  "~     sin  I    ' 


MA  sin  HAM     MB  sin  IBM 
sm  U  sm  I 


d'où 

HM  :  MI 

et  par  conséquent 

,.     HM        MA  ,.     sin  HAM        MA  ,.     HAM 
MI        MB  sm  IBM        MB         IBM 

ou 

nM        m   MA 


Hm 


Ml         n    MB 


MIC 
On  connaît  donc  ainsi  la  limite  de  --— ,  et  par  conséquent 

la  limite  D  du  point  X,  il  suffira  donc  de  mener  par  C  etD 
des  parallèles  aux  droites  BM^  AM;  et  la  diagonale  dé  ce 
parallélogramme  sera  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M. 
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216.  Dernier  exemple.  On  donne  deux  points  A,  B 
[jig.  49)  et  une  droite  indéfinie  XY.  Deux  angles  de 
grandeurs  constantes  ont  leurs  sommets  en  A  etB,  et  deux 

Fîg.  49- 


de  leurs  côtés  se  rencontrent  en  un  même  point  deXY\ 
si  Von  suppose  que  ce  point  se  déplace  £une  manière 
continue,  le  point  de  rencontre  des  deux  autres  côtes  dé- 
crira une  courbe,  à  laquelle  on  propose  de  mener  la 
tangente. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  correspondant 
an  point  de  rencontre  N  des  deux  côiés  AN,  BN  des  angles 
donnés  NAM,  KBM.  Nous  regarderons  les  longueurs  AN, 
BN,  AM,  BM  comme  connues,  ainsi  que  tous  les  angles 
qui  en  dépendent,  parce  que  toutes  ces  grandeurs  sont 
déterminées  par  celle  de  CN. 

Le  point  N  passant  à  une  position  infiniment  voisine  N', 
le  point  correspondant  M'  de  la  courbe  sera  infiniment 
voisin  de  M,  et  il  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  la  direc- 
tion de  la  sécante  MM'.  Comme  dans  quelques-uns  des  pro- 
blèmes précédents,  la  question  revient  à  trouver  les  limites 
des  angles  du  quadrilatère  MIM'H,  et  du  rapport  des  deux 
côtés  contigus  MH,  ML 

Or,  les  angles  H  et  I  tendent  évidemment  vers  celui  que 
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forme  un  des   côtés  MA,  MB  avec  le  prolongement  de 
Tantre;  leurs  limites  sont  donc  connues,  et  il  ne  reste  plus 

MH 
qu'a  connaître  la  limite  du  rapport  -ttt-* 

MI 

Remarquons  d'abord  que,   d'après  les  conditions  de  la 

question,  les  angles  M'AM,  M'BM  seront  respectivement 

égaux  à  a  et  6.  Ou  aura  alors 


d'où 


MH 

sina 

MI 
MB 

sîn  6 

MA 

sinU 

*  > 
smi 

MH 

MA 

sinasin 

I 

MI  "~ 

MB 

sioS  sin 

U 

et  par  suite,  en   observant  que  sini  et  sin  H  ont  même 

limite 

,.     MH      MA,,     sina 
lim  —— -=  -— — -  iim  -.— _  • 
MI       MB        sm  S 

Le  Problème  est  donc  ramené  a   trouver  la  limite  de 

.       ;  et  il  suffira  pour  cela  de  faire  usage  des  deux  triangles 

ANN',  BNN',  qui  donneront 

sina  NN'  sin€  NN' 


> 


sinANK'        AN'  sinBNW  "~^  BN' 

et  par  suite 


sina_BN^smAN«^ 
sin 8  "~  AN'sinBNN'' 


d'où 


sina  _  BN^  sin  ANC 
''"sïnë""ÂrrsinBNC 

Le  Problème  est  donc  résolu. 


CHAPITRE  XIIL 

CALCUL  DES  TANGENTES  D'APRÈS  LES  ÉQUATIONS 

DES  COURBES. 


Nous  avons  démontré  que ,  lorsque  les  points  d'une 
courbe  sont  déterminés  par  une  équation  entre  leurs  coor- 
données dans  un  système  quelconque,  la  détermination  de 
la  tangente  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  était 
ramenée  à  celle  de  la  limite  du  rapport  des  accroissements 
infiniment  petits  de  ces  coordonnées.  C^est  donc  à  ce  der- 
nier problème  de  calcul  qu'est  ramenée  la  recherche,  soit  de 
Tëquation  de  la  tangente,  soit  de  l'expression  de  grandeurs 
qui  détermineraient  la  position  de  cette  tangente.  Cette 
question  résolue  pour  la  première  fois  par  Descartes,  est 
celle  qui  va  maintenant  nous  occuper. 

217.  Equation  delà  tangente  à  une  courbe ,  donnée  par 
une  équation  de  degré  quelconque  en  coordonnées  recti^ 
lignes. 

Soit  F{x^y)  =  o  Féqualion  de  la  courbe;  F(x,^)  dé- 
signant un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x  et  y,  Soien 
x\jr']es  coordonnées  du  point  où  Ton  veut  mener  la  tan- 
gente*, x'-i-  hj  jr'  -i-  k  celles  d'un  second  point  de  la  courbe 
s  la  sous-sécante.  On  aura 

(')  F(.r',/')  =  o, 

^     y  1        I       Ar'  , 

et  comme  -  =  "i— ,  on  pourra  remplacer  k  par comme  le 

fait  Descartes. 

i8 
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Développant  ensuite  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
les  termes  indépendants  de  h  se  détruiront,  puisque! s  ne 
seront  autre  chose  que  Y(x\y')  ;  on  pourra  donc  diviser 
par  la  puissance  de  A,  qui  sera  commune  à  tous  les  termes. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (a)  se  composera  alors 
d^une  partie  indépendante  de  A,  et  d'une  suite  de  termes 
où  h  sera  facteur  à  diverses  puissances. 

Cette  équation  ferait  connaître  s  d'après  A,  et  si  Ton  y 
fait  tendre  h  vers  zéro,  s  tendra  vers  une  limite  a,  cor- 
respondante à  la  limite  de  la  sécante,  ou  à  la  tangente. 
Cette  limite  de  s  se  nomme  la  sous-tangente.  Elle  déter- 
mine la  tangente,  puisqu'elle  donne  le  point  où  elle  coupe 

y'      , 
Taxe  des  x.  Mais  il  vaut  mieux  prendre  le  rapport  —  qui 

est  la  limite  de  -  et  donne  le  coefficient  d'inclinaison  de  la 

h 

tangente,  dont  l'équation  est  alors 

a 

Il  ne  reste  qu'à  effectuer  les  calculs  que  nous  venons  d'in- 
diquer d'après  Descartes.  Nous  développerons  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  par  deux  opérations  successives. 
Dans  la  première  nous  formerons  le  développement  de 
F(x'-|-  h^y)  qui  s'obtiendra  en  donnant  dans  F(x',^') 
à  la  seule  lettre  x*  un  accroissement  h\  puis  dans  le  ré- 
sultat nous  n'aurons  à  donner  qu'à  la  seule  lettre  y'  un 
accroissement  h.  De  cette  manière  l'opération  totale  est 
décomposée  en  deux  autres  plus  simples,  dans  chacune  des- 
quelles il  n'y  a  à  considérer  qu'une  seule  variable  •,  ce  qui 
ramène  à  une  question  traitée  précédemment. 

Désignons  par  F'(a:)  la  dérivée  de  F(a:,^)  par  rapport  à 
la  lettre  X,  et  par  F'(j^)  sa  dérivée  par  rapport  k  jr\  de 
telle  sorte  que  le  terme  général  Px"'j^"  fournirait  daos 
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F'(x)le  seul  terme  mPx'"~*j^",  et  dan»  F'{j)  le  seul 
terme  nVx"'j"~'\  Nous  pourrons  développer  F  ( a?' -f-  h^y') 
comme  il  suit 

(3)  F(jp'-hA,^')p=F(«',7')-hAF'(x')  -f.AA='-^BA^4-  ... 

A,B,...  représentant,  pour  abréger,  lés  dérivées  succes- 
sives par  rapport  à  a:  de  F  (00^  j) ,  divisées  par  des  nombres 
connus,  et  dans  lesquelles  on  remplace  x,  y  par  x\  y'. 

Changeant  maintenante^'  en^'  +  A  dans  les  deux  mem- 
bres, le  premier  terme  du  second  membre  deviendra 
Ffx',  j'-f-Ar)  et  se  développera  ainsi 

les  coefficients  A,,  B, ,...  représentant  les  dérivées  de 
F(x,y)  par  rapport  kj,  divisées  par  des  nombres  connus, 
et  dans  lesquelles  on  substituera  à  x  eiy  les  valeurs  x'^j  ' 
qui  peuvent  être  des  nombres  particuliers. 

Le  second  terme  AF'(j;')  de  la  formule  (3)  se  dévelop- 
pera d'une  manière  analogue,  parce  que  F'(x')  renferme^' 
qu'on  y  changera  enj^'  -|-  Ar ,  ce  qui  changera  F'(x')  en 

F(x')-f-A,A  -f-B^jfr'-h  .... 

11  en  sera  de  même  des  autres  termes  AA*,  BA^,.  .  .  de 
la  formule  (3),  puisque  les  coefficients  A,  B, .  . .  désignent 
des  polynômes  renfermant  x\  y'» 

On  voit  donc  que  le  développement  de  F  [x'  +  A,  r'  4-  A  ) 
aura  F(x',  j')  pour  terme  indépendant  de  h  et  Â;  les 
termes  qui  ne  renfermeront  qu'un  seul  facteur  h  ou  A, 
seront 

et  tous  les  autres  renfermeront  au  moins  deux  de  ces  fac- 
teurs, dont  le  nombre  le   plus  élevé  dépend,  d'une  ina- 

18. 
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nière  facile  à  aperceToir,  du  degré  du  polynôme  F (x,j) 
en  X  et  y. 

Si  maintenant  nous  remplaçons,  comme  nous  Tavonsdii, 

k  par-^»  le  développement  de  F(x'  -h  A,  j^'  H-  k)  pourra 

se  mettre  sous  la  forme  suivante 

i  F(y-f./',y-4-^) 

(^^  j       z=:r{x',r')-»-AF'(:r')-f.^'F'(/')  -h  MA», 

M  désignant  un  ensemble  de  termes  où  h  sera  en  facteur  à 
divers  degrés,  depuis  o  jusqu'à  une  valeur  dépendant 
du  degré  de  F(x,  y). 

Nous  avons  ainsi  effectué  le  calcul  primitivement  indi- 
qué ]  le  terme  indépendant  de  h  est,  comme  nous  l'avions 
prévu,  F(j:',j''),  et  est  nul  puisque  le  point  (x'^y)  est  sur 
la  courbe. 

Commele  point  dont  les  coordonnées  sont  x'-f-  A,  r'-H^ 
est  aussi  sur  la  courbe,  on  a 

et  Téquation  (4)  se  réduit  à 

o  =  /iF'(x')  -i-  ^  F'(r')  H-  MhK 

On  voit,  comme  nous  l'avions  encore  annoncé,  que  h  est 
facteur  à  tous  les  termes,  et  en  le  supprimant  on  aura 

(5),  o  =  F'(x')4-  ^F'(/')4-MA. 

Cette  équation  renfermant  h  et  5,  ferait  connaître  la  va- 
leur de  la  sous-sécante  s  pour  une  valeur  déterminée  de  h] 
ce  calcul  serait  sans  intérêt  et  offrirait  beaucoup  de  difficul- 
tés par  la  manière  dont  ^  entre  dans  M.  Mais  ce  serait  inu- 
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tilepoar  notre  objet,  qui  est  de  calculer  la  limite  de  5,  ou  de 

y' 

—  quand  h  tend  vers  zéro. 

Faisant  donc  tendre  h  vers  zéro  dans  (5  ),  et  a  désignant 
la  limite  de  s,  on  obtiendra,  d'après  le  principe  des  limites, 
réquation  exacte 

o  =  F'(x')-h^F'(y), 
d'où 

et  l'équation  de  la  tangente  sera 

ou 

7)         rF'(y)-4-xF'(x')  =/?'(/)  4- x'F'(x'). 

218.  Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  ren- 
ferme j^'  et  x'  au  degré  le  plus  élevé  où  ils  entrent  dans 
F(x',j^');  mais  on  peut  rabaisser  au  moyen  d'une  pro- 
priété des  polynômes  homogènes,  qui  sera  généralisée  plus 
tard. 

Considérons,  en  effets  tous  les  termes  de  ce  second  mem- 
bre qui  ont  le  degré  le  plus  élevé,  et  constituent  un  poly- 
nôme homogène  du  même  degré  m  que  F(x,y). 

Un  quelconque  d'entre  eux  sera  de  la  forme  P^^jc"*"". 
Ses  deux  dérivées,  par  rapport  à  a:  et  à  y,  seront 

/îPj— '.r*-«     et     (m  —  /ijPj» «"-"-'  ; 

multipliant  la  première  par  j^  et  la  seconde  par  x,  puis  les 
ajoutant^  on  aura  les  termes  de  j' F' (j^)  4-  x¥*(x)  qui  pro- 
viendront du  terme  Pj^"j: "•"'",  cette  somme  est  m P^"x""*. 
Tous  les  termes  de  degré  m  àe  y'Y'{y*)  -h  x'¥'[x')  ne 
seront  donc  autre  chose  que  les  termes  de  degré  m  de 
F(x',  j^')  multipliés  par  m. 
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Cette  propriété,  que  nous  venons  de  démontrer  pour  tous 
les  polynômes  homogènes  par  rapport  à  deux  variables, 
permettra  de  simplifier  Téquation  (7),  puisque  tous  les 
termes  du  degré  m  de  son  second  membre  pourront^  au 
moyen  de  Téquation  de  la  courbe,  s'exprimer  au  moyen  de 
termes  du  degré  m  — 1  au  plus. 

Cette  simplification  sera  particulièrement  utile  quand  les 
coordonnées  x\  jr'  du  point  de  contact,  seront  des  incon* 
nues  qu'il  s'agira  de  déterminer. 

219.  Équation  de  la  normale, 

La  normale  est  la  perpendiculaire  à  la  tangente  menée 
au  point  de  contact^  il  sera  donc  facile  de  calculer  son  coef- 
ficient d'inclinaison  d'après  celui  de  la  tangente,  quel  que 
soit  Tangle  des  axes. 

En  supposant  cet  angle  droit,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
ordinaire,  le  produit  de  ces  deux  coefficients  devra  être  — i , 
çt  par  conséquent  Téquation  de  la  normale  sera 

220.  Trouifer  V équation  de  la  tangente  menée  par  un 
point  donnée  non  sur  la  courbe. 

Soient  a,  6  les  coordonnées  du  point  donné,  et  J:^  y' 
celles  du  point  de  contact  inconnu;  Téquation  de  la  tan- 
gente sera  toujours  de  la  forme  générale  (7);  et  il  restera 
à  chercher  les  valeurs  de  x'^y. 

Les  deux  conditions  auxquelles  elles  doivent  satisfaire 
sont  quea;',j^'  satisfassent  à  Téquation  de  la  courbe,  et  a,  S 
à  celle  de  la  tangente.  On' aura  donc  pour  les  déterminer 
les  deux  équations  suivantes  : 

(8)  \  ^{y'y       ^' 
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La  première  ne  sera  que  du  degré  m  —  i  après  la  simpli- 
fication que  nous  ayons  indiquée,  la  seconde  étant  suppo- 
sée de  degré  m.  Si  on  peut  en  tirer  des  systèmes  de  solutions 
réelles,  chacun  d'eux  déterminera  un  point  de  contact,  et 
par  suite  Téquation  d'une  tangente  passant  par  le  point 
donné  a,  6. 

Remarque.  »-  La  résolution  des  deux  équations  (8)  cor- 
respond au  problème  géométrique  de  l'intersection  des 
deux  lieux  géométriques  représentés  par  chacune  de  ces 
équations,  dans  lesquelles  on  considérerait  x'  elj'  comme 
des  coordonnées  variables.  L'un  de  ces  lieux  serait  la  courbe 
même  \  l'autre  serait  une  ligne  d'un  degré  moindre  d'une 
unité. 

221.  Equation  d^une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Soit  a  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  droite  donnée,  on 
devra  avoir 

équations  qui  détermineront  x\jr\  et  par  suite  les  diverses 
tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée. 

La  première  de  ces  deux  équations  se  déduirait  de  l'é- 
quation (7)  en  supposant  que  le  point  donné  a,  S  s'éloigne 
indéfiniment  sur  une  droite  dont  le  coefficient  d'inclinai- 
son serait  a. 

Les  points  de  contact  pourraient  encore  être  construits 
par  Tintersection  de  la  courbe  donnée  et  du  lieu  de  Té- 
quation 

r{x)  _ 

ou 

flF'(r)-hF'(x)r=o, 

qui  sera  d'un  degré  moindre  d'une  unité  que  la  proposée. 
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On  pourrait  se  proposer  les  mêmes  questions  pour  les 
normales.  La  marche  serait  la  même  ;  mais  le  calcul  serait 
plus  compliqué,  dans  chaque  cas  particulier,  parce  que 
Tëquation  générale  des  normales  n'est  pas  susceptible  de  la 
même  simplification  que  celle  des  tangentes. 

22â.  application  aux  courbes  du  second  degfé. 
Soit  Téqualion  générale  du  second  degré 

(i)  û7»-h  bxx-^  cx'-f-  r//-f-  ex  -j-/=zo. 

L'équation  (6)  de  la  tangente  est  dans  ce  cas 

L'équation  (7),  qui  s'obtient  en  chassant  le  dénomina- 
teur, sera 

I       y  {lay' ^- hx' -^  d) -Ar  x\icx'  -^  hy  ^  e) 

Les  termes  du  second  degré  en  x' et j'  forment  le  tri- 
nôme 

et  d'après  l'équation  (i),  qui  est  satisfaite  parx^,^',  cette 
expression  se  réduira  a  la  suivante 

—  2(4r'-+-tfx'-+-/) 

qui  ne  renferme  plus  x\  y*  qu'au  premier  degré.  C'est  la 

simplification  que  nous  avons  démontrée  en  général,  n^2i  8. 

Le  second  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit  alors  à 

—  dy^  —  ex'  —  2/, 

de  sorte  que  l'équation  (3)  peut  s'écrire  ainsi 

,,.      iiayy'-h  b(xy-^yx')  -h  2cxx'  -h  d{y -{- y' ) 
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On  emploie  souvent  cette  forme  à  cause  de  la  symétrie 
des  termes,  qui  sont  ordoDuës  par  rapport  aux  coefficients 
de  Téquation  de  la  courbe. 

Si  on  Teut  l'ordonner  par  rapport  à  xet^,  comme  Vé- 
quation  (3),  on  obtiendra 

\  X [la/ -^  bx '\- d)  ^  x[zcx'  -{-  by  -^  e 
^       \  -f- ^/ -h  ^J?' -f- 2/=  o. 

223.  Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur. 
Soient  tf,  6,  les  coordonnées  du  point  par  lequel  il  faut 

mener  une  tangente  à  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
lion  (i).  Nous  prendrons  Téquation  (4)  pour  représenter 
la  tangente  au  point  inconnu  x\y\  Il  faudra  alors  expri- 
mer que  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  remplace 
Jes  coordonnés  courantes  Xy  y  par  a  et  S,  de  sorte  que  les 
inconnues  x\  y  devront  être  déterminées  par  les  deux 
équations  suivantes  : 

ar'»-h  ^^y-f.  cx^'-h  rf/-h  ea^  -+-/=  o, 

2fl6/-f-  6(ay  H-Sj:')  -h  2cax' H- 1/(6 -+-/') 

-h  e[ot.  -h  j:'  )  H-  2/=  o. 

En  éliminantj^',  on  aura  une  équation  du  second  degré, 
au  plus,  en  x\  qui  donnera  deux  racines,  qui  pourront  être 
réelles^  inégales  ou  égales,  ou  enfin  imaginaires.  Nous  n^en- 
trerons  pas  dans  celte  discussion  qui  n'offre  aucune  dif- 
ficulté. 

224.  La  remarque  que  nous  avons  faite  dans  le  cas  d'une 
équation  de  degré  quelconque,  offre  quelque  chose  d'inté- 
ressant dans  le  cas  des  courbes  du  second  degré.  Les  deux 
équations  précédentes  étant  séparément  construites,  en  y 
regardant  x\y*  comme  des  coordonnées  variables,  ces  deux 
lienx,  par  leur  intersection  donneront  les  points  dont  les 
coordonnées  sont  désignées  para?',j"',  c'est-à-dire  les  points 
de  contact  des  tangentes  cherchées. 
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Le  premier  de  ces  lieux  sera  la  courbe  proposée  ^  le  se- 
cond sera  une  droite  ayant  pour  équation 

Sa  forme  est  la  même  que  celle  de  Téquation  des  tan- 
gentes; seulement  les  coordonnées  a,  6  du  point  d'où  par- 
tent les  tangentes,  remplacent  celles  du  point  de  contact. 

L'équation  (6)  est  donc  celle  de  la  droite  qui  passe  par 
les  deux  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point 
a,  S,  lorsque  ces  tangentes  existent.  Si  ce  point  était  sur  la 
courbe  même,  la  droite  ne  serait  autre  chose  que  la  tan- 
gente en  ce  point.  S'il  était  dans  la  partie  du  plan  d'où  il 
est  impossible  de  mener  des  tangentes,  ce  qui  a  lieu  quand 
les  valeurs  àex\y  sont  imaginaires,  l'équation  (6)  n'en 
est  pas  moins  réelle  et  représente  encore  une  droite,  mais 
qui  ne  coupe  pas  la  courbe.  Cette  droite  est  ce  qu'on 
nomme  la  polaire  du  point  a,  6,  qui  en  est  dit  le  pôle. 

Dans  tous  les  cas  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires  offre 
beaucoup  d'intérêt  dans  l'étude  des  courbes  du  second  de- 
gré \  elle  fait  partie  essentielle  d'un  traité  spécial  de  ces 
courbes,  mais  elle  ne  peut  entrer  dans  le  cadre  que  nous 
nous  sommes  tracé. 

225.    Tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 
Soit  y  =?  mx  la  droite  à  laquelle  la  tangente  doit  être 
parallèle  \  on  devra  avoir 

2cx'  -^  by*  -he 
lay' -\-  hjf-\-d 
ou 

(7)  m^iaf  -Ar  hx*  -^-d)  -f-  2cx'-{-  6^-+-  ér.=:  o. 

Cette  éc[uation  représente  la  droite  qui  joint  les  points  de 
contact,  en  y  regardant  x\  y'  comme  variables.  On  voit 
qu'elle  passe  par  le  centre,  quand  il  existe,  parce  que  Té- 


m 
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qaation  est  satisfaite  quand  on  pose 

7,ax'  -h  bx' -f-  £/  =  o, 
2cx'  -h  ^j'  -f-  e  =  o, 

équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  quand 
elles  ne  sont  pas  incompatibles,  auquel  cas  la  courbe  n^a 
pas  de  centre. 

Dans  tous  les  cas,  Téquation  (7)  est  celle  du  diamètre  des 
cordes  parallèles  à  la  droite  donnée;  et  Ton  sait  que,  quand 
la  courbe  n'a  pas  de  centre,  les  diamètres  ne  la  rencontrent 
({u'en  un  seul  point  :  il  ne  peut  donc  y  avoir  dans  ce  cas 
qu'une  seule  tangente  parallèle  a  une  droite  donnée. 

226.  application  au  foïium  de  Descartes.  —  Dans  sa 
discussion  avec  Fermât,  Descartes  proposa  de  calculer  la 
tangente  à  la  courbe  ayant  pour  équation 

et  particulièrement  de  déterminer  l'abscisse  du  point  où  la 
tangente  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  égal  à  la  moitié  d'un 
droit. 

La  méthode  que  Fermât  avait  fait  connaître,  après  celle 
de  Descartes,  ne  réussissait  pas  dans  ce  cas. 

Pour  y  appliquer  la  méthode  que  nous  avons  donnée,  et 
qui  ne  diffère  pas  de  l'une  de  celles  que  Descartes  avait 
données,  nous  ferons  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre,  et  nous  aurons  alors 

et  l'équation  de  la  tangente  sera 

-       /ij'— 3.r'= 
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227.  Pour  trouver  le  point  où  U  tangente  fait  avec  Taie 
des  X  un  angle  égal  à  un  demi-droit,  dont  la  tangente  est 
égale  à  Tunité,  il  faut  poser 

ou 

qu'il  faut  joindre  à  celle  que  donne  la  courbe  entre  x'j'. 

En  supprimant  les  accents  on  a  pour  déterminer  les  coor- 
données  dupoint  de  contact,  les  deux  équations 

Le  calcul  peut  être  fait  plus  simplement  que  ne  l'a  fait 
Descartes,  en  remarquant  que  la  symétrie  de  ces  équations, 
par  rapport  à  j:  et  j^,  conduit  naturellement  à  prendre  pour 
inconnues  la  somme  et  la  différence  de  x  et^.  Posant 
donc 


d'où 

substituant  ces  expressions  à  x  al  j^  les  deux  équations 
deviennent 

_  ,  .  2/f 

Eliminant!^',  on  obtient  u*=  -^\  mais  comme  on  ne  peut 

prendre  pour  u  le  signe — ,  qui  donnerait  pour  v  une  valeur 
imaginaire,  on  n'aura  a  considérer  que  les  valeurs  sui- 
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Tantes  : 

n 

d*où  résulte 


les  signes  supérieurs  se  correspondant,  ainsi  que  les  signes 
inférieurs. 

On  voit  que  les  deux  valeurs  de  jt;  sont  les  mêmes  que  les 
deux  valeurs  àej\  et  c'est  ce  que  Ton  devait  prévoir  d'à* 
près  la  manière  symétrique  dont  ces  deux  inconnues  en- 
traient dans  les  équations. 

Ces  valeurs  sont  précisément  celles  que  Descartes  a  don- 
nées après  avoir  inutilement  demandé  à  ses  adversaires  de 
les  trouver.  Il  y  a  ajouté  l'expression  de  la  distance  des 
deux  tangentes,  ou  de  la  largeur  de  la  feuille  de  sa  courbe. 
On  l'obtient  en  prenant  d'abord  la  différence  des  deux 
valeurs  de  x,  qui  sera  la  projection  de  la  droite  qui  joint 
les  points  de  contact  des  deux  tangentes,  et  leur  est  perpen- 
diculaire, puis  la  divisant  par  le  cosinus  d*un  demi-droit 

qui  est  -=.  •  On  trouve  ainsi 


V3   V  V3 

228.  Si  l'on  voulait  connaître  le  point  de  cette  feuille 
qni  est  le  plus  élevé  au-dessus  de  Taxe  des  x,  il  faudrait 
exprimer  que  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  Taxe^ 
ce  qui  donnerait 

Sx*  —  njr=o. 

Cette  équation,  combinée  avec  celle  de  la  courbe,  donne 
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pour  valeurs  des  coordonnées  de  ce  point 

*=-T3-'   ^=-r' 

229.  Autre  exemple.  —   Considérons   maintenant  la 
courbe  dont  l'équation  est 


r=«^ 


X 

m 


a  et  m  étant  des  lignes  données. 

Si  Ton  donne  à  a:  un  accroissement  A,  et  qu'on  désigne 
par  h  Taccroissement  correspondant  de^,  on  aura 

X        h 

et  par  conséquent 

f  /  !l      \ 


d'où 


On  est  donc  ramené,  pour  avoir  la  limite  de  -ri  à  chercher 


celle  de  — 7 —  quand  h  tend  vers  zéro.  En  posant  —  =  «: 
cette  expression  devient 


m       a 


Or,  nous  avons  trouvé  précédemment  que,  quand  a  tend 

a« I 

vers  zéro, a  pour  limite  \a  ;  l'expression  précédente 
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a  donc  pour  limite —  le  ou  — ;  donc 


m  m 

k         a      — 
Hm  7-  =  — ff"*  ^ 
h        m 


et  par  consëquentle  coefBcient  d'inclinaison  de  la  tangente 


ao  point  x\  y\  est 


—  <?"»»     ou     — 
m  m 


230.  Si  Ton  désigne  par  d  Pangle  de  la  tangente  avec 
Taxe  des  x^  on  aura 

y 

UngG=  ~. 
tn 

Or,  la  sous- tangente  sur  Taxe  des  x  est  généralement  égale  à 

: — -\  elle  est  donc  dans  ce  cas  ée^ale  à  m. 
taDg  9  ° 

La  courbe  proposée,  qu'on  nomme  la  logarithmique  y 
jouit  donc  de  la  propriété  que  sa  sous-tangente  sur  Taxe 
des  X  est  constante. 

L*équation  de  cette  courbe  pourrait  être  mise  sous  la 

forme  x  =  ml -;  ou,  en  chans^eant  les  lettres,  r  =  ml  -  • 

a  ^  ^  a 


231.  Autre  exemple,  —  Prenons  encore  pour  exemple 
la  courbe  dont  Téquation  est 


y  ^=  a  sin  —  • 
m 


Le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  est  la  limite 
du  rapport  rr:  A  et  k  étant  les  accroissements  correspon- 
dants des  coordonnées,  à  partir  du  point  de  contact.  Or, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x  à  laquelle  on  donne  un  ac- 
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croissement  A,  on  aura 


,  ,     fx        h\  ,    X  .h  [x  h  \ 

^  =  a  sio  (  —  H 1  —  n  sin  —  =  afl  sin cosi h  —  | 

\m        m]  m  2/n         \m        %m  j 


Donc 

.      h 
,  .  .   .    sin  — 

k  f X         h  \         a/n 

-  m  a  fl  Gos 
h 


\m        a  m/ 


La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  la  limite  de 

.      h 


sin  — 
a/if 


Si   dans  cette  expression  on    pose =  a,  elle  devieni 


am 

I     sin  a 


am       a 


.              ,        sm  a  1  •     • 

et  comme  «  tend  vers  zéro,  a  pour  limite  i . 

.      h 
sm 


La  limite  de  — ; a  donc  pour  limite j  et  Ion  aurt 

h  ^  a  m 

..     k        a         X 
lim  -  =  —  cos  —  • 
n        m         m 

L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  x\  j\ 
sera  donc 

r  —  r'  =  —  cos  —  •  (  X  —  jc'), 
m         m   ^ 

il  existe  géréralemert   une  tangente  en   tout  point 

d'une  couhbb  quelconque. 

232.  La  considération  des  tangentes  est  tellement  utile 
dans  Tétude  des  courbes,  qu'il  y  a  intérêt  à  s*assui*cr  si  Ton 
peut  en  mener  une  en  tout  point  d'une  courbe  quelconque. 
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Et  comme  son  existence  dépend  entièrement  de  la  limite  du 
rapport  des  accroissements  infiniment  petits  des  coordon- 
nées, la  question  est  ramenée  à  celle-ci  : 

Le  rapport  des  accroissements  correspondants  d^une 
variable  et  d^  une  fonction  continue  quelconque  de  cette 
variable  a-t-il  généralement  une  limite Jinie^  quand  ces 
accroissements  tendent  vers  la  limite  zéro? 

233.  Soit  F(x)  une  fonction  continue  quelconque  dex, 
que  nous  désignerons  par  j^.  Considérons  un  intervalle  quel- 
conque dans  lequel  cette  fonction  varie  dans  le  même 
sens,  soit  en  croissant,  soit  en  décroissant,  quand  x  cioit 
d'une  manière  continue,  de  sa  plus  petite  valeur  Xo  à  sa 
plus  grande  X.  Les  valeurs  correspondantes  de  y  étant 
désignées  par  jtq  et  Y,  les  valeurs  de  j-  varieront  dans  le 
même  sens,  par  exemple  en  croissant,  dej^o  à  Y. 

Cela  posé,  partageons  Tintervalle  X  —  Xq  en  n  parties 
égales.  Désignons  par  h  une  de  ces  parties,  etparXri,  At, 
/T),.'-!  ^n  les  accroissements  positifs  successifs  dej,  corres- 
pondants aux  accroissements  successifs  h  donnés  à  x.  Nous 

aurons 

X  —  J?^  z=  nh,     Y  —  y ^-=2  kl  -I-  A3 ...  -I-  A*,,, 
d'où 

X  —  x^       n  \h         à     '  '        h  J 

c'est-à-dire  que  le  rapport   invariable  des  accroissements 

finis  de  x  et  dej^  quand  on  passe  de  Xo  à  X,  est  la  moyenne 

k     k  k 

arithmétique  des  rapports  y j  "T'*"'  7"»  4^^^  que  soit  le 

nombre  entier  n. 

Si  maintenant  on  fait  croître  n  indéfiniment,  les  termes 
de  ces  rapports  tendront  vers  zéro,  et  leur  moyenne  arith- 

métique  étant  toujours  égale  à  la  quantité  finie  — ^>  il 

est  impossible  quMls  tendent  tous  vers  zéro,  ou  qu  ils  crois- 
sent tous  indéfiniment. 

«9 
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Cette  conclusion  relative  à  Tintcrvalle  X  —  x^  pouvant 
être  appliquée  à  toute  partie  de  cet  intervalle,  il  s'ensuit 
qu'il  est  impossible  que,  dans  aucun  intervalle  fini,  la  valeur 

de  T  tende  vers  zéro,  ou  croisse  indéfiniment  pour  toutesles 

valeurs  de  x.  Ce  n Vst  donc  que  pour  des  valeurs  exception- 

nelles  et  en  nombre  limité  que  j  peut  ne   pas  avoir  une 

limite  finie;  ce  que  nous  voulions  tkablir. 

On  reconnaît  facilement  qu*on  aurait  pu  supposer  iné- 
gaux les  accroissements  indéfiniment  décroissants  de  x, 
en  se  fondant  sur  ce  que  la  somme  des  numérateurs  de 
plusieurs  fractions  divisée  par  la  somme  des  dénominateurs 
est  une  moyenne  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de 
ces  fractions. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  raisonnement  que  Y  — j« 

avait  une  valeur  différente  de  zéro.  En  ne  s'assujettissant 

pas  à  cette  condition,  voyons  s'il  est  possible  que  toutes  les 

/'    . 
valeurs  de  j  aient  zéro  pour  limite. 

Or,  si  tous  ces  rapports  tendent  vers  zéro,  leur  moyenne 

y  tendra  aussi;  et  comme  sa  valeur— -'est  constante. 

elle  ne  pourra  être  que  zéro.  On  aura  donc  Y=^o-  El 
comme  il  en  sera  de  même  si  Ton  considère  l'intervalle 
entre  Xo  et  toute  autre  valeur  choisie  entre  Xo  et  X,  il  en 
résulte  que  toutesles  valeurs  de  y  correspondantes  aux  va- 
leurs de  X  comprises  entre  Xq  et  X  sont  égales  à  Xo-  La 
fonction  désignée  par  j-  ne  serait  donc  autre  chose  qu'une 

constante;  et  Ton  voit  qu'alors   non-seulement  -  tendra 

vers  zéro,  mais  qu'il  sera  toujours  rigoureusement  nul.  Le 
lieu  dont  l'ordonnée  serait  désignée  par  j%  serait  donc  une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  x. 
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234.  Si  Ton  vent  examiner  lliypothèse  où  tous  les  rap- 
ports -  croîtraient  indéfiniment,  il  suffira  de  remarquer 

qa'alors   tous  les  rapports  réciproques  -7  tendraient  vers 

zéro  et,  par  conséquent,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on 
devrait  avoir  X=  jr©  pour  toutes  les  valeurs  àey  comprises 
entre  y^  et  Y5  il  n'y  aurait  donc  pas  lieu  de  donner  des  ac- 
croissements à  a:  qui  serait  constant;  et  le  lieu  serait  une 
droite  parallèle  à  Taxe  des  j^. 

Les  cas  exceptionnels  pour  lesquels  la  limite  de  -r  serait 

nulle  ou  infinie,  c'est-à-dire  pour  lesquels  -r  tendrait  vers 

zéro  ou  croîtrait  indéfiniment,  correspondraient,  dans  un 
système  de  coordonnées  reclilignes,  aux  points  où  les  tan- 
gentes seraient  parallèles  à  l'un  ou  l'autre  des  axes .  cela 

k 
résulte  de  la  signification  géométrique  de  la  limite  de  j 

dans  un  pareil  système. 

On  peut  donc  regarder  comme  établie  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  co/reS' 
pondants  d^  une  fonction  continue  et  de  la  variable  dont 
elle  dépend,  a  généralement  une  limite  finie  i  ou,  en  d^ au- 
tres termes,  les  accroissements  infiniment  petits  corres- 
pondants d^une  variable  et  d\ine  fonction  continue  de 
cette  variable,  sont  du  même  ordre.  Et,  par  conséquent, 
il  existe  généralement  une  tangente  en  tout  point  d^une 
courbe  dont  l'une  des  coordonnées  est  une  fonction  con- 
tinue de  l^ autre. 

235.  Cette  limite  de  rapport  qui  détermine  la  direction 
delà  tangente  est  une  fonction  de  x  qui  pourrait  avoir  des 
discontinuités.  Si  Ton  considère  deux  valeurs  de  x  eulre 
lesquelles  elle  reste  continue,  il  en  résulte  d'abord  que  la  di- 

'9- 
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rection  de  la  tangente  variera  d'une  manière  continue  dans 
cet  intervalle  ;  mais  il  y  a  une  autre  conséquence  qu'il  im- 
porte de  signaler. 

Soient  x  et  x-hh  deux  valeurs  très- voisines  et  F  (x), 
F  (x)  -f-Ar  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  ;  les  déri- 
vées F' (x)  et  ^(x -h- /i)  auront  une  très-petite  différence, qui 
tendra  vers  zéro,  en  même  temps  que  A.  Mais  F'  (x)  diffère 

d'autant    moins    de  t»  que  h  est  plus  petit-,   donc  aussi 

F'  (x  4-  A)  diffère  très-peu  de  -r  ou  de  — ^i  et  comme  — /r, 

—  h  sont  des  accroissements  correspondants  de  la  fonction 
et  de  la  variable  à  partir  de  x  -4-  A9  il  s'ensuit  que  la  dé- 
nuée de  la  fonction  pour  une  valeur  quelconque  x-hh  de 
la  variable  peut  être  regardée  comme  limite  du  rapport 
des  accroissements,  soit  quon  donne  à  la  variable  un 
accroissement  positifs  soit  qu^on  le  donne  négatif. 

Ce  raisonnement  supposant  que  F' (x)  et  F'(x-4-A) 
aient  une  différence  infiniment  petite  en  même  temps 
que  hy  la  conséquence  ne  subsisterait  plus  si  F'  (x)  n'était 
pas  continue. 

ASYMPTOTES    DES    BRAITCHES    HiFlNlES   DES    COURBES. 

236.  On  appelle  asymptote  d'une  branche  de  courbe 
infinie,  une  droite  telle,  que  les  points  de  la  courbe  s'en 
approchent  indéfiniment  sans  jamais  la  rencontrer,  à  me- 
sure qu'ils  s'avancent  indéfiniment  sur  la  branche  quel'oo 
considère. 

Si  une  branche  infinie  a  une  asymptote,  Féquation  de 
cette  droite  sera  de  la  forme 

jr  =z  kx  -^  /, 

en  exceptant  le  cas  particulier  où  elle  serait  parallèle  à  l'axe 
desjr. 
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Or  pour  tout  point  de  cette  droite  le  rapport  de^  à  x 
tend  vers  A:,  à  mesure  que  x  augmente  indéfiniment;  il  en 
sera  donc  de  même  ici  du  rapport  dej^  à  x  pour  les  points 
de  la  branche  de  courbe^  puisque  leur^  diflère  de  celui  de 
la  droite  d'une  quantité  qui  tend  vers  zéro. 
Cette  remarque  conduit  à  la  proposition  suivante  : 
Lorsqu'une  branche  de  courbe  infinie  a  une  asymptote^ 
on  aura  le  coefficient  d^ inclinaison  de  cette  droite  en  cher- 

chant  la   limite  du   rapport  —  pour  les  points  de  cette 

branche  lorsque  x  croît  indéfiniment. 

Et  il  est  évident  que  cette  proposition  subsisterait  encore 
pour  les  asymptotes  parallèles  h  Taxe  des j)^;  mais  nous  les 
examinerons  à  part  tout  à  l'heure. 

S37.  Le  coefficient  k  étant  connu^  si  Ton  mène  par  l'o- 
rigine A  (fig' 5o)  des  axes,  obliques  ou  rectangulaires, 
une  droite  AU  qui  ait  A  pour  coefficient  d'inclinaison,  elle 

Fig.  5o. 


/ 


/  / 
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sera  parallèle  à  Tasymplote  qu'on  suppose  exister,  et  les 
points  M  de  la  branche  devant  s'approcher  indéfiniment  de 
cette  dernière,  leur  distance  MI  à  AU  estimée  parallèle- 
ment à  l'axe  desj)^,  aura  pour  limite  la  distance  de  l'asymp- 
tote à  AU,  et  comme  MI  est  égal  à  MP — IP  ou  à  l'ordonnée 
de  la  courbe  diminuée  de  Aor,  on  obtient  cette  seconde 
proposition  : 

Quand  on  a  déterminé  le  coefficient  d'' inclinaison  h  de 
V asymptote,  on aurason  ordonnée  à  Vorigineen  cherchant 
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la  limite  dey  —  hx  pour  les  points  de  la  même  branche, 
dont  on  fait  croître  l'x  indéfiniment. 

Réciproquement  y  si  pour  les  points  d^ane  branche  infinie 
de  courbe  la  différence  y  —  Xrx  a  une  limite  /,  h  étant  une 
constante  trouvée  ou  choisie,  n'importe  comment,  cette 
branche  aura  une  asymptote  dont  l'équation  sera 

y  ^=  kx-^ly 

puisque  la  différence  entre  les  ordonnées  des  points  de  la 
courbe  et  celles  des  points  de  cette  droite,  tendra  vers 
zéro^ 

Pour  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  x,  on  aura 
Ar=  o,  y — Jix  se  réduira  à  j^  et  il  faudra  calculer  la  li- 
mite de  j. 

Pour  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  àesj^  userait  infini, 
et  ce  n'est  plusj^ —  hx  que  Ton  considérera.  Mais  on  fera 
pour  Taxe  des  y  ce  que  l'on  vient  d'indiquer  pour  Taxe 
des  x\  et  la  limite  de  x  quand  j*  croîtra  indéfiniment,  fera 
connaître,  si  elle  existe,  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe 
desj^. 

238.  Remarque.  —  Il  est  très-important  de  s'assurer, 
comme  nous  l'avons  recommandé,  qu'il  existe  réellement 
une  branche  de  courbe,  ou  que  les  valeurs  de^  tirées  de  Té- 
quation  de  la  courbe  sont  réelles  :  car  on  ne  serait  pas 

assuré  qu'elle  existe  par  cela  seul  que  les  limites  de  -  et  en- 
suite de  j*  —  kx  seraient  réelles.  Il  pourrait  se  faire  en  effet 
que  les  expressions  àe'^  e\y  —  Ajc  renfermassent,  outre  des 

termes  réels^  une  partie  imaginaire  tendant  vers  zéro, 
quand  x  croit  indéfiniment.  Alors  les  limites  seraient  réelles 
et  cependant,  j^  étant  imaginaire^  la  branche  de  courbe 
n'existerait  pas. 
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S39.  Détermination  des  asymptotes  dans  un  système 
de  coordonnées  polaires, 

SoiiA{Jig.  5 1)  le  pôle,  AX  Taxe)  BU  une  asymptote,  M  un 
point  quelconque  de  la  branche  de  courbe,  r  et  f  ses  coor- 

Fig.  5i. 


données;  a  Tangle  UBX  et^  la  perpendiculaire  AI  abaissée 
du  pèle  sur  l'asymptote. 

Menons  par  le  pôle  AY  parallèle  à  BU,  et  par  M  une  per- 
pendiculaire HMP  à  ces  lignes. 

Puisque  BU  est  asymptote,  MH  tendra  vers  zéro,  et  MP 
vers  AI  ou.  p.  La  limite  de  la  direction  AM  sera  donc  la 
même  que  celle  de  la  droite  AH,  et  sera,  par  conséquent,  AV. 
D  où  Ton  conclut  les  propositions  suivantes  : 

i^  Si  une  branche  infinie  a  une  asymptote^  on  connaîtra 
V  angle  a  quelle  fait  av^ec  Vaxe  polaire^  en  cherchant  la 
limite  de  la  direction  du  rayon  vecteur  mené  à  un  point 
de  cette  branche,  qui  s^ éloigne  indéfiniment  du  pôle. 

2^  On  aura  la  distance  de  cette  asymptote  au  pôle^  en 
cherchant  la  limite  du  produit  rsin  (f  —  a)  ou  encore 
rfe  r  (y  —  a),  puisque  f  —  «  tend  vers  zéro. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  le  principe 
de  la  substitution  des  infiniment  petits  démontré  dans  le 
cas  des  limites  de  rapports  s'applique  aux  produits  dont 
on  des  facteurs  est  infiniment  petit  et  T autre  infiniment 
grand.  Et,  en  effet,  le  facteur  indéfiniment  croissant  est  égal 
à  Tunité divisée  par  une  quantité  indéfiniment  décroissante, 
et  Ton  retombe  ainsi  dans  le  cas  du  rapport  de  deux  infini- 
ment petits. 
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Réciproquement  y  si  l'on  trouve  que,  pour  une  certaine 
valeur  d'un  angle  a,  le  produit  rsin  (9  —  a)  tend  vers 
une  limite  p  lorsque  le  rayon  vecteur  réel  r  des  points  de 
la  courbe  croit  indéfîniment,  il  existe  évidemment  une 
asymptote  faisant  l'angle  a  avec  l'axe,  et  sîluée  à  la  dis- 
tance p  du  pôle. 

Application  à  des  courbes  de  degré  quelconque  dans  un 
système  de  coordonnées  rectilignes. 

240.  Considérons  une  équation  dont  le  premier  membre 
est  un  polynôme  entier  d'un  degré  quelconque  m  entre  les 
coordonnées  rectilignes  x^y^  et  partageons-la  en  groupes 
de  termes  de  même  degré.  En  mettant  dans  chacun  d'eux 
en  facteur,  la  puissance  de  a:  de  même  degré  que  le  groupe, 
l'équation  pourra  s'écrire  ainsi 


(0      x-f(^)-Hx-./(J)+x-.-.,(5) 


-f-  .  .  .  =0. 


$'il  manquait  quelques  groupes,  il  suffirait  de  remplacer 
par  zéro  les  fonctions  qui  multiplient  les  puissances  cor- 
respondantes de  X. 

Cherchons  d'abord  les  limites  finies  du  rapport -que 

nous  désignerons  par   p^    et  pour  cela,  divisons  l'équa- 
tion (i)  par  x'",  elle  deviendra 

A  mesure  que  x  augmente,  tous  les  termes  qui  renfer- 
ment X  en  diviseur  tendent  vers  zéro,  puisque  nous  ne  nous 
occupons  que  des  valeurs  finies  de  p  ;  et  il  en  résulte  que 
pour  toutes  les  branches  infinies  qui  satisfont  à  cette  con- 
dition, p  tend  indéfiniment  vers  les  racines  réelles  de  l'é- 
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qnation 

Ce  n'est  donc  que  parmi  ces  racines  qu'il  faut  chercher 
les  coefficients  d'inclinaison  de  toutes  les  asymptotes  non 
parallèles  à  Taxe  desj^. 

Soit  k  la  valeur  de  Tune  d'elles  -,  il  ne  reste  plus  qu'à  cher- 
cher si  ^ —  kx  a  une  limite  quand  x  croît  indéfiniment^ 
j  étant  Tordonnée  de  la  branche  correspondante  h  la  ra- 
cine ^,  et  qui  est  Tune  des  valeurs  dey  qui  satisfont  à  l'é- 
quation (i);  posons 

Y—hxz=zt^     d*où      -  =  A-+--, 

X  X 

et  substituons  celte  expression  à  -  dans  Téquation  (i);  elle 
deviendra, 

.r"-2^  |A-4-  -)  -h  .  .  .  =  0. 

Or  les  fonctions  F, y,  y,.  • .  étant  entières  et  rationnelles, 
et  la  valeur  que  nous  considérons  pour  la  variable  étant 

*4--»  on  pourra,  comme  nous  Tavons  vu,  les  développer 

X 

suivant  les  puissaces  de  -9  et  Ton  aura 

F(.-^£)=F(*)4-F'W^-f-?::i^i;-H.... 

\  x)  '    '  '       .r  1.2*' 

\  X )       "  ^     '       "     ^    '  a:  1 .2    .r' 


Jx-<-l)=ç(*)  +  ç'{X)l  + 


1.2     .r' 


Substituant  ces  développements  dans  l'équation  (3)  et  ob- 
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servant  qu^on  a  F  (A)  =  o,  on  obtiendra 


(4)  I  ''^ 

+  j:— »  7  (X-)  +  X"-»  ç'  (A)  r  +  . . .  =  o. 

Divisant  le  premier  membre  par  x^"',  les  termes  indé- 
pendants de  X  seront 

les  autres  ayant  x  en  dénominateur  auront  zéro  pour 
limite  quand  x  croîtra  indéfini  ment,  et  par  conséquent  la 
limite  l  de  t  satisfera  à  la  condition 

(5)  F'(*)/+/(X-)==o 

qui  donne  /  =  —  /  ^  ■  On  aura  donc  une  asymptote  dont 
Véquation  sera 

(6)  r  =  A.-i(^)- 


F(X) 


241 .  Si  A:= o,  Téquation  se  réduit  ^y  =  —  pTT"^ ^* ^^ 

présente  une  parallèle  à  Taxe  des  x,  et  par  un  procédé 
analogue  on  trouverait  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe 
des  y. 

Si  on  Sif(k)  =  o,  Péquation  de  Pasymptote  sera  j^  =  Ax 
et  représentera  une  droite  passant  par  Torigine. 

Si  F' (A)  =o  sans  qu'on  ait /(A)  =  o,  Téquation  (5) 
est  impossible,  et  il  n'y  a  pas  d'asymptote  correspondante 
à  cette  valeur  de  k. 

Si  l'on  avait  en  même  temps  F'(/r)  =  o,  f(h)=Oj 
Téquation  (6)  ne  déterminerait  pas  L  Pour  en  trouver  la 
valeur,  il  faut  introduire  ces  deux  conditions  dans  Téqua- 
tion  (4),  qui,  divisée  par  x~~*,  donne  pour  termes  indé- 
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pendants  de  x 

F"(*)-^+/'(*)'4-T(*). 

Les  autres  renfermant  x  au  dénominateur  auront  zéro  pour 
limite,  et  la  valeur  limite  /  de  ^  satisfera  à  l'équation 

F'^(X)-^-h/'{*)/  +  f(^)=o 

qui  peut  présenter  encore  divers  cas  particuliers,  dont  la 
discussion  ne  peut  offrir  de  difficulté. 

242.  Nous  avons  vu  que  les  équations  des  asymptotes 
parallèles  à  Taxe  des  x,  étaient  renfermées  dans  la  formule 
générale  (6).  Mais  il  est  plus  simple  de  les  trouver  directe- 
ment, et  le  même  procédé  s'appliquera  aux  asymptotes  pa- 
rallèles à  l'axe  des^. 

En  ordonnant  Péquation  de  la  courbe  par  rapport  à  x^ 
on  la  mettra  sous  la  forme 

Si  Ton  divise  par  x^  et  qu'on  fasse  croître  x  indéfiniment, 
et  que  les  valeurs  de  y  restent  finies,  elles  tendront  à 
rendre  F  (jr)  égal  à  zéro. 

Si  donc  on  désigne  par  /,  /',  /", . . . ,  les  racines  réelles 
de  Téquation 

les  équations  d'asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x  seront 

Pour  avoir  les  asymptotes,  parallèles  à  Taxe  des  x,  on  or- 
donnerait l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  ^  ^  et  si 
F  (x)  désigne  le  coefficient  de  la  plus  forte  puissance  de  7, 

il  suffira  de  poser 

F(.r)=o; 

et  si  a,  a\  a" ^. . .  sont  les  racines  réelles  de  cette  équation, 
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les  équations  des  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y  seront 

Exemples  dwers, 

243.  Prenons  d^abord  pour  exemple  Téquation  da  se- 
cond degré 

«r*  +  b.Ty  ^can^^  dy  J^  ex -^  f  =l  o. 

On  a  dans  ce  cas 

F  (p)  =  ap^  ^  l,p-^c  =  o, 
F'(p)  =iap-\^b, 
/[p)=zdp-irc. 

Les  valeurs  de  h  seront  donc  les  racines  de  Téquation 

ak^  -i-  ^^-h  c  =  o; 

elles  seront  imaginaires  si  Ton  a  b^  —  J^ac<!^o,  ce  qni est 
le  cas  de  Tellipse,  qui  en  effet  ne  peut  avoir  d'asymptote 
puisqu'elle  n'a  pas  de  branche  infinie. 

Si  l'on  a  i*  —  ^ac<^o^ce  qui  est  le  cas  de  l'hyperbole, 

on  aura  h  =  — ^ — Zliff  valeurs  réelles ,  inégales  et 


différentes  de  — 

2a 


2a 

b 


Les  deuij^  asymptotes  seront  renfermées  dans  l'écpation 


,  dk-ire 

2  OA  +  6 


et  il    n'y  aura  aucun   cas   d'impossibilité,  puisque  Ion 
ne  pourra  avoir   2ai-+-i=:o,  vu  qu'il   en    résulterait 


2a 


Mais  si  i*  —  Aac  r=  o,  on  a  /r= >  2 aA' -h  é  =  0,  et 

'  2a 

le  terme  tout  connu  de  l'équation  (6)  serait  infini.  Aiusi 
dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  parabole,  les  branches  infi- 
nies n'ont  pas  d'asymptote. 
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244.  Considérons  maintenant  la  courbe  qu'on  appelle 
\tfoIium  de  Descartes^  et  dont  Téquation  est 

j^*  -h  Jc^  —  3  axy  =  o  ; 

il  n'y  a  pas  d'asymptotes  parallèles  aux  axes,  puisqu'on  ne 
peut  égaler  à  zéro  le  coeHicient  de  la  plus  haute  puissance 
de  j  ou  de  x. 
Les  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 

^{P),     F'(i').    f{p) 
sont  dans  le  cas  actuel 

p^  +  I,     3/>%     ^Zap. 

La  valeur  de  h  est  la  racine  réelle  unique  de  l'équation 

A'  +  I  zir  o, 

laquelle  est  —  i .  L'équation  de  Tasymptote  unique  de  cette 
courbe  sera  donc 

245.  Exemple  ou  V équation  (6)  ne  représente  pas  une 
asjmptote.  —  Nous  avons  dit  qu'il  ne  suffisait  pas  que  les 

limites  de  —  et  de  j^  —  kx  fussent  réelles  et  finies  pour  que 

Téquation  (6)  représentât  une  asymptote^  mais  qu'il  fal- 
lait en  outre  que  les  valeurs  de  jr  fussent  réelles  quand  x 
croit  indéfiniment,  c'est-à-dire  qu'il  y  eût  une  branche 
infinie  réelle.  Nous  allons  montrer  par  uu  exemple  la  né- 
cessité de  s'assurer  dans  chaque  cas  qu'il  en  est  ainsi.  Soit 
Féquation 

X*  ijr  —  ay  —  bx^  —  €  =  o. 

En  appliquant  la  règle  pour  trouver  les  asymptotes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  x^  on  posera 

(j^  — fl)'  =  o,     ou     jr=a. 
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Maintenant  il  faut  s'assurer  si  y  reste  rëel  quand  x  croit 
indéfiniment.  Or  Téquation  donne 


=.±1/ 


c 


et  cette  valeur  est  rëellci  quelque  grand  que  soit  x  h\h  est 
positif;  mais  elle  est  imaginaire  depuis  une  certaine  valeur 
de  X,  si  h  est  négatif.  Dans  le  premier  cas  Téquation  y^=^a 
est  celle  d'une  asymptote  \  elle  ne  Test  pas  dans  le  second. 

DIVERS    ORDRES   D'iNFIllIlCEirT    PETITS. 

246.  Dans  toutes  les  questions  où  l'on  considère  des 
limites  de  rapports  ou  de  sommes  d'infiniment  petits,  on 
peut  altérer  ceux-ci  de  quantités  infiniment  petites  par  rap- 
port à  eux-mêmes,  sans  que  les  limites,  et  par  conséquent 
les  solutions,  soient  en  erreur.  Il  importe  donc  de  faire  un 
classement  régulier  des  infiniment  petits,  et  de  poser  à  cet 
égard  quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  des  cas  sim- 
ples qui  se  présentent  fréquemment. 

Nous  dirons  d'abord  que  deux  infiniment  petits  sont  de 
même  ordre,  lorsque  leur  rapport  a  une  limite  finie.  Et  en 
ne  considérant  d'abord  que  les  questions  où  il  n'y  a  qu'une 
seule  variable  indépendante,  et  où  la  valeur  d'un  infini- 
ment petit  entraine  celle  de  tous  les  autres,  le  premier 
ordre  infinitésimal  comprend  tous  les  infiniment  petits 
du  même  ordre  que  celui  que  l'on  a  choisi  pour  indépen- 
dant. 

Le  second  ordre  comprend  tous  ceux  dont  le  rapport  & 
Tinfiniment  petit  indépendant,  ou  à  tout  autre  du  même 
ordre,  est  un  infiniment  petit  du  premier. 

Le  troisième  ordre  comprend  tous  ceux  dont  le  rapport 
à  un  infiniment  petit  du  second  est  un  infiniment  petit  du 
premier. 
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El  généralement  le  «**'"'  ordre  comprend  tous  ceux  dont 
le  rapport  à  un  infiniment  petit  du  (n  —  i^<«"*«  est  infini- 
menl  petit  du  premier. 

D'après  cela,  il  est  facile  d'exprimer  par  des  formules 
générales  les  infiniment  petits  de  tous  les  ordres^  en  fonc- 
tion de  celui  qui  a  été  choisi  comme  indépendant. 

Eu  effet,  si  l'on  désigne  ce  dernier  par  a,  et  par  h  la 
limite  du  rapport  d^un  autre  infiniment  petit  à  celui-là, 
a(A:  +  ci>)  exprimera  la  valeur  du  second,  eo  étant  infi- 
niment petit.  Ainsi  Texpression  générale  des  infiniment 
petits  du  second  ordre  sera 

Maintenant  tout  infiniment  petit  du  second  ordre  ayant 
im  rapport  du  premier  ordre  avec  tout  infiniment  petit 
du  premier,  par  exemple  avec  a,  sera  le  produit  de  a  par 
c((A-|-ci)),  h  étant  un  nombre  fini  quelconque,  et  a  infi- 
niment petit.  La  formule  de  tous  les  infiniment  petits  du 
second  ordre  sera  donc 

a»(X-  +  w). 

En  continuant  ainsi  on  arrivera  pour  tous  les  infiniment 
petits  de  Tordre  n  à  Texpression  générale 

«"(X--I- w). 

Les  divers  ordres  d'infiniment  petits  sont  donc  propor- 
tionnels aux  puissances  de  Tinfiniment  petit  indépendant. 
Entre  deux  ordres  entiers  consécutifs  il  y  a  une  infinité 
d'ordres  fractionnaires,  correspondants  aux  exposants  in- 
termédiaires entre  les  deux  entiers  consécutifs;  mais  ils 
se  rencontrent  moins  souvent. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  géométriques 
simples  d'infiniment  petits  de  divers  ordres,  et  quelques 
propositions  qui  sont  d'une  application  fréquente. 
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TRIANGLES    inFINIMENT    PETITS. 

247.  1°  Supposons  un  triangle  ABC  dont  les  trois  an- 
gles tendent  vers  les  limites  a,  S,  y  et  les  trois  côtés 
a,  i,  c  vers  zéro.  Les  rapports  des  côtés  auront  pour  limites 
les  rapports  des  sinus  des  angles  cr,  S,  y. 

Ainsi,  par  exemple,  on  a  les  équations  exactes 

a      .sin  A       r     ^       sîn  a 
^       sin  B  o       sm  6 

Mais  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  écrire 

a       sxnoL  ,  sin  a 

T=-r-3-       ou      a=6-:— T-ï 

6       sin  6  sin  6 


si  a  est  un  terme  d*un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on 
cherche  la  limite;  car  t  ayant  pour  limite-: — r  en  diflire 

d^une  quantité  in  Animent  petite  co  et  l'on  a 

/i       sin  a  b  sin  a       , 

0»        ou       a  "=.  — : — -z — h  vw. 


b       sin  6  sin  6 

A  -     .  1-11  •    ^  sîn  tt 

Amsi  en  prenant,  au  lieu  de  a,  la  partie  ■  i  on  né- 

glige une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  a,  ce 
qui,  dans  la  question  supposée,  ne  donnera  aucune  erreur 
dans  les  résultats. 

Or  il  y  a  souvent  beaucoup  d'avantage  à  substituer  ^insi 
les  angles  limites  aux  angles  variables,  comme  nous  le  ver- 
rons par  quelques  exemples. 

ii?  Dans  un  triangle  ABC  dont  l'angle  A  tend  vers  un 

angle  droit  et  les  côtés  vers  zéro,  on  peut  calculer  le  coté  a 

par  la  formule 

fl»  =  ^'  +  c^, 

au  lieu  de  la  formule  exacte 

«*  =:  ^*  -<-  c"  — ^  2  ^c  cos  A. 


CHAPITRE   XIII.  3o5 

Car  cosA  tend  vers  zéro;  donc  aie  cos  A  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  aie,  et,  à  plus  forte  raison,  par  rap- 
port à  fc*  4-  c',  qui  est  toujours  plus  grand  que  a  bc. 
Ainsi  a*  diffère  de  i* -+- c*  d'une  quantité  infiniment 

petite  par  rapport  à  lui-même  \  ou  encore  j- -^  a  pour 

limite  Tunité. 

D'où  il  suit  que    .  a  aussi  pour  limite  Tunilé,  ainsi 


que  toutes  les  puissances  de  ce  rapport. 

On  pourra  donc  substituer  ^h*  +  c^  à  a  toutes  les  fois 
que  cette  quantité  sera  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une 
somme,  dont  on  n'a  a  considérer  que  la  limite. 

248.  Ordre  injinitésimal  de  disperses  lignes  qu^on  a 
souvent  à  considérer  dans  un  triangle  rectangle  infini^ 
ment  petit.  —  Soient  A  [fig*  5a)  Tangle  droit  du  triangle 


u  I   H   c 


ABC,  dont  le  côté  AB  ou  c  est  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  ainsi  que  l'angle  B;  Al  la  perpendiculaire 
abaissée  de  A  sur  l'hypoténuse.  On  aura 

AC  =  c  tang B,     AI  =  c  sin  B,     CI  =  r  sinB  tangB, 

et  comme  sinB  et  tangB  sont  du  même  ordre  que  B, 
puisque  leur  rapport  à  B  a  une  limite  non-seulement  finie, 
mais  encore  égale  à  Tunité^  il  en  résulte  que  AC  et  AI  sont 
infiniment  petits  du  second  ordre,  et  IC  du  troisième. 
Calculons  maintenant  la  différence  de  l'hypoténuse  au 

ao 
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côté  adjacent  à  Tangle  infiniment  petit, 

2c  sin*  — 

BC  -  BA  ==  -^  —  c  = ?, 

008  B  cosB 

et  comme  sîn  —  est  du  premier  ordre,  ainsi  que  c,  il  s'en- 

suit  que  BC  —  BA  est  du  troisième. 

Le  segment  CI  étant  aussi  du  troisième,  on  peut  se  propo- 
ser de  trouver  la  limite  de  son  rapport  h  BC  —  BA.  D'après 

les  formules  précédentes,  ce  rapport  a  pour  valeur ^' 

2,  sin*  - 

Mais  la  limite  ne  sera  pas  changée  en  substituant  à  chacun 
de  ces  sinus  Tare  correspondant  dont  le  rapport  à  ce  sinus 

est  l'unité;  on  trouve  ainsi  a  pour  limite  de :  de 

CB  —  AB 

CH 
sorte  que  si  Ton  décrit  de  B  comme  centre  Tare  AH,  -r^ 

tend  indéfiniment  vers  -;  et  le  point  H  peut  être  regardé 

comme  le  milieu  de  CI,  à  une  quantité  près  infiniment 
petite  par  rapport  à  CI.  On  peut  donc  regarder  CI  comme 
double  de  la  différence  BC  —  BA. 

Mais  si  l'angle  A  n^était  pas  droit,  ou  ne  tendait  pas 
vers  un  angle  droit,  IH  serait  infiniment  petit  par  rapport 
à  CI,  qui  pourrait  par  conséquent  être  pris  pour  la  diffé- 
rence BC  —  BA. 

249.  Triangle  infiniment  petit  ayant  un  côté  infini- 
ment  petit  par  rapport  à  un  autre. 


Soit  BC  (Jig*  53)  infiniment  petit  par  rapport  à  AB; 
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BI 
eu  abaissant   BI   perpendiculaire  sur   AC,  —  ou  sîn  A 

BC 

sera  plus  petit  que  —  qui,  par  hypothèse,  est  inGniment 

petit;  il  en  sera  donc  de  même  de  sin  A,  et  par  suite  de 

l'angle  A,  qui  est  aigu  d*après  Thypothèse. 

AC 
Quant  au  rapport— 9  il  a  nécessairement  pour  limite 

l'unité,  puisque  la  différence  de  ces  deux  termes  est  moin- 
dre que  le  troisième  côte  BC,  et  que,  par  hypothèse,  ce 
dernier  est  infiniment  petit  par  rapport  à  l'un  des  deux. 

Corollaire.  —  L'angle  CAB  ayant  pour  limite  zéro,  il 
s'ensuit  que  si  l'un  de  ses  côtés  tend  vers  une  direction 
limite,  soit  que  A  reste  fixe,  soit  qu'il  se  déplace,  l'autre 
aura  pour  limite  la  même  direction. 

Et  plus  généralement,  si  par  un  mouTcment  quelconque 
deux  points  A  et  B  (Jig*  54)  se  rapprochent  indéfiniment 

Fig.  64. 


l'un  de  l'autre,  de  manière  que  la  direction  AB  tende  à 

être  parallèle  à  une  certaine  droite  fixe;  que  l'on  considère 

deux  points  A',  B'  dont  les  distances  respectives  à  A  et  B 

soient  infiniment  petites  par  rapport  à   AB  :  la  direction 

A'B'  tendra  vers  la  même  limite  que  AB.  En  effet,  il  a  été 

B'B 
prouvé  que  l'angle  B'AB  a  pour  limite  zéro,  puisque  -— 

AD 

a  nniir  lîmîtp.  Fnn 
AB 


AB' 
est  infiniment  petit;  que, de  plus,  -—-a  pour  limite  l'unité. 


De  la  résulte  que  -r^  est  infiniment  petit,  puisque,   par 


AB' 

20. 
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A' A 
hypothèse, -r^  Test 5  donc  Tangle  A'B'A  est  infiniment 

petit;  donc,  enfin,  les  droites  A'B',  AB  font  entre  elles  un 
angle  dont  la  limite  est  zéro,  et  par  conséquent  leurs  direc- 
tions ont  la  même  limite.  Cette  proposition  a  des  appli- 
cations assez  fréquentes. 

250.    Triangle  ayant  deux  angles  infiniment  petits  du 
premier  ordre. 

Soient  A  et  B  [fig^  55)   les  deux  angles  infinimeni 


petits;  abaissons  CI  perpendiculaire  sur  AB;  et  cherchons 
d'abord  quelle  serait  la  limite  de  la  position  du  point  C, 
qui  est  la  même  évidemment  que  celle  du  point  I,  si  on 
laissait  AB  invariable  pendant  que  les  angles  tendraient 
vers  zéro. 


Or  on  a 


donc 


AI  __  tang  B 
ÏB  "~UngA 


"Oï  T^  =  "Kl r  =  UID  —  • 

IB  tang  A  A 


Si  donc  on  connaît  la  limite  du  rapport  des  deux  angles 
infiniment  petits  du  même  ordre,  on  aura  la  limite  du 
sommet  C,  en  partageant  AB  dans  un  rapport  inverse  de 
cette  limite. 

Supposons  maintenant  que  le  côté  AB  soit  lui-même 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  proposons -nous 
d'évaluer  la  différence  entre  sa  longueur  et  la  somme  des 
deux  autres  côtés. 
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Or  on  a 

2  AI  sin*  —  2  Bl  sin'  - 

AC  — AI  = -^     et     BC— BI  = — ^, 

cos  A  cos  B 

et  la  somme  de  ces  deux  différences  est  la  différence  cher- 
chée. Mais  chacune  d'elles  est  un  infiniment  petit  du  troi- 
sième ordre  au  moins,  puisque  AI  et  BI  sont  moindres  que 

A  B 

AB  qui  est  du  premier  ordre,  et  que  sin*  -  et  sin*  -  sont 

<iu  second  ordre.  On  peut  même  dire  qu'elles  sont  précisé- 
ment du  troisième  ordre  toutes  deux,  dans  le  cas  supposé 
où  A  et  B  sont  du  même  ordre;  car  alors  les  deux  seg- 
ments AI  et  IB  sont  dans  un  rapport  fini  avec  AB,  et  sont 
par  conséquent  du  premier  ordre.  //  résulte  de  là  que  la 
différence  entre  AB  et  AC  4-  CB  est  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre  au  moins. 

Oa,  en  d^ autres  termes,  cette  différence  est  du  même 
ordre  que  le  cube  de  AB. 

L'ordre  de  cette  différence  s'élèverait  si  les  angles  étaient 
d'au  ordre  plus  élevé  que  le  côté;  il  s'abaisserait  dans  le 
cas  contraire. 

2ol .  Triangle  ayant  un  angle  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordrcy  compris  entre  deux  côtés  infiniment  petits  du 
premier  ordre. 

Soit  A   {fig-  56)  Tangle  donné;  la  somme  des  deux 

Fîg.  56. 


autres  a  pour  limite  deux  droits.  On  peut  maintenant  faire 
plusieurs  suppositions  sur  les  deux  côtés  donnés. 
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Si  la  limite  finie  de  leur  rapport  est  difTërente  de  Tunité, 
la  somme  des  deux  angles  opposés  ayant  pour  limite  deux 
droits,  Tun  de  ces  angles  tendra  nécessairement  vers  zéro, 
Tautre  vers  deux  droits.  Car,  sans  cela,  le  rapport  limite 
de  leurs  sinus  serait  nécessairement  Tunité,  contrairement 
à  la  supposition. 

Supposons  maintenant  que  la  limite  de  leur  rapport  soii 
l'unité.  Il  peut  alors  se  présenter  trois  cas. 

1^  Si  leur  différence  est  du  second  ordre,  prenons 
AB'=  AB;  B'C  sera  du  second  ordre.  Mais  BB'  est  du 

second  ordre  à  cause  du  triangle  isocèle  ABB'  qui  donne 

A 

BB'  =  A  AB  sin  -  ;  ainsi  BC  opposé  i  Tangle  obtus  B'  sera 

B'C 
du  même  ordre,  et  le  rapport -^t;- a  une  limite  finie  quel- 

conque.  Or  Fangle  B'  tend  vers  un  angle  droit  ;  donc  Tan- 
gle  B'BC,  et  par  suite  C,  a  une  limite  finie  qui  peut  être 
quelconque,  et  dépend  du  rapport  de  CB'  à  BB'. 

2^  Supposons  que  leur  différence  soit  d'un  ordre  com- 
pris entre  i  et  a.  Alors  BB'  étant  du  second  ordre,  B'C 
d'un  ordre  moindre,  et  BG  le  plus  grand  côté  du  triangle 
BB'C,  comme  opposé  à  Tangle  obtus  B';  il  s'ensuit  d'abord 
que  BG  est  du  même  ordre  que  B'G,  et  même  que  leur  rap- 
port a  pour  limite  l'unité,  puisque  leur  différence,  étant 
moindre  que  BB',  qui  est  du  second  ordre,  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  ces  lignes  mêmes.  De  plus  le  rapport 

BB' 

^7-^  ayant  zéro  pour  limite,  Tangle  G  tendra  vers  zéro,  et, 

par  suite,  l'angle  ABG  vers  deux  droits. 

B'C 
3®  Soit  la  différence,  d'un  ordre  supérieur  à  a.  Alors  ^ 

a  pour  limite  zéro^  donc  l'angle  B'BC  a  zéro  pour  limite, 
et  l'augle  ABG  a  la  même  limite  que  ABB',  ou  un  droit  :  il 
en  est  de  même  par  suite  de  l'angle  G. 

Si  l'angle  A  était  d'un  ordre  quelconque  m  au  lieu  d'être 
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du  premier  comme  les  côtés,  il  faudrait,  dans  ce  qui  pré- 
cède, substituer  i  +  m  k  n. 

Remarque,  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  ces 
trois  cas,  c^est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  rapport  des 
deux  côtés  donnés  a  pour  limite  Vunitéy  le  troisième  est 
infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres,  quel  que 
soit  m. 


ihfinimeut  petits  considéhés  dans  les  courbes. 

252.  Soit  M  (y?^.  57)  un  point  quelconque  d^une  courbe 
rapportée  à  des  axes  rectangulaires  AX,  AY  \  AP  et  MP  les 


FiB. 

57. 
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coordonnées  a:,  j^  de  M;  PP'  un  accroissement  inGniment 
petit  h  donné  à  x*,IMn'accroissemcnt  correspondant  A' de j^; 
MT  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  ;  S  son  point  de  ren- 
contre avec  AX^  O  le  point  de  la  courbe  à  partir  duquel  on 
estimera  les  longueurs  des  arcs. 

Ayant  fait  croître  x  de  la  quantité  infiniment  petite  ar- 
bitraire PP'=:  A,  qui  déterminera  le  premier  ordre  infini- 
tésimal, toutes  les  variables  qui  dépendent  de  x  prendront 
des  accroissements  du  premier  ordre.  Ainsi,  en  prenant 
pour  ces  fonctions  l'ordonnée,  la  longueur  de  Tare,  rînclî- 
naison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  x,  et  menant  eu  M 
la  tangente,  qui  coupe  la  première  en  R,  leurs  accroisse- 
ments respectifs,  M'I,  MM',  TRM',  seront  du  premier 
ordre. 

Cela  posé,  Tangle  TRM',  extérieur  au  triangle  MRM', 
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sera  égal  à  la  somme  des  angles  i  la  base  MM'-,  d^on  il  ré- 
sultera que,  s'ils  sont  du  même  ordre  entre  eux,  ils  seront 
du  premier  ordre  comme  leur  somme  :  et  si  Ton  supposait 
que  Tun  d'eux  fût  infiniment  petit  par  rapport  à  Tautre  (ce 
qu'on  verra  plus  tard  ne  pas  être),  le  plus  grand  des  deux 
sera  encore  du  premier  ordre. 

La  corde  MM'  et  la  tangente  MT  seront  encore  des  infini- 
ment petits  du  premier  ordre,  puisque  la  limite  du  rapport 
de  MM'  à  MI,  ou  PP',  est  la  sécante  finie  de  Tangle  TMI,  et 
que  le  rapport  de  MT  à  MI  est  cette  sécante  même. 

253.  Ordi^  de  la  différence  de  V ordonnée  de  la  courbe 
et  de  celle  de  la  tangente. 

TM'        sinTMM'  , 
La  proportion  —,  =  -^^^  donne 

^.„       MM' sinTMM' 

TM'  = r-= 

sinT 

Or  MM'  est  du  premier  ordre;  et  le  sinus  étant  du  même 
ordre  que  l'arc  puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  i, 
sin  TMM'  sera  du  premier  ordre  comme  l'angle  TMM';  il 
en  résulte  donc  que  TM'  est  du  second  ordre. 

Mais  si  on  menait  de  M'  une  droite  faisant  un  angle  fini 
quelconque  avec  la  tangente,  la  partie  interceptée  aurait 
un  rapport  fini  avec  TM'*,  de  là  résulte  cette  proposition  : 

Si  par  une  extrémité  d 'un  arc  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre  on  mène  une  tangente^  et  par  Vautre  extré- 
mité une  sécante  faisant  un  angle  fini  quelconque  avec 
cette  tangente,  la  partie  interceptée  entre  la  courbe  et  la 
tangente  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 

254-.  Différence  dUm  arc  infiniment  petit  à  sa  corde 
ou  à  ses  tangentes , 

La  longueur  d'un  arc  MM"  est  comprise  entre  la  corde 
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MM'  et  la  somme  des  tangentes  qui  l'enveloppent, 

MR  -h  M' R. 

Or  cette  corde  est  du  premier  ordre,  et  les  angles  adja- 
cents sont  du  premier  ordre  au  moins;  la  difTérence  entre 
le  côté  MM'  du  triangle  MRM'  et  la  somme  des  deux  autres 
est  donc  du  troisième  ordre,  diaprés  un  théorème  précé- 
dent* Donc,  puisque  Tare  est  compris  entre  ces  deux  gran- 
deurs, il  s'ensuit  que  : 

La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde, 
ou  la  somme  des  tangentes  à  ses  extrémités ^  est  du  troi- 
sième  ordre. 

255.  Considérons  maintenant  la  tangente  MT  qui  fait 
on  angle  aigu  avec  la  direction  TP'. 

La  corde  MM'  est  moindre  queMT;  et  si  Ton  décrit  un 
arc  de  cercle  M' N  du  centre  M  avec  le  rayon  MM',  NT  sera 
la  différence  deMT  avec  Tare  MM',  à  un  infiniment  petit 
près  du  troisième  ordre.  Mais  les  côtés  du  triangle  recii- 
ligne  M' NT  étant  de  môme  ordre,  puisque  tousses  angles 
ont  des  limites  finies,  il  s'ensuit  que  NT  est  du  second  ordre 
comme  TM'.  Et  comme  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 
plus  ou  moins  un  du  troisième,  est  encore  un  infiniment 
petit  du  second,  il  s'ensuit  que  : 

La  tangente  MT  est  plus  grande  que  l'arc  MM',  et  que 
la  différence  est  du  second  ordre. 

L'autre  tangente  est  moindre  que  l'arc  et  la  difl'érence  est 
encore  du  second  ordre. 

Nous  avions  déjà  reconnu  que  Tare  est  plus  grand  que 
l'une  des  tangentes,  et  plus  petit  que  l'aulre. 


CHAPITRE  XIV. 

COMMENT  LA  CONSIDÉRATION  DES  LIMITES  DE  RAPPORTS 
D  INFINIMENT  PETITS  RAMÈNE  TOUTES  LES  VARUTIONS 
A  L'UNIFORMITÉ. 


256.  Nous  avons  établi  cette  proposition,  que  : 

Quelle  que  soit  la  nature  de  deux  grandeurs  qui  dépen- 
dent Vune  de  Vautre  par  une  liaison  quelconque,  il  y  a 
généralement  une  limite  finie  pour  le  rapport  de  leurs 
accroissements  infiniment  petits . 

Quand  on  a  choisi  l'une  des  grandeurs  pour  variable  in- 
dépendante,  Tautre  en  est  une  fonction  \  son  accroissement 
dépend  de  Paccroissement  de  la  première,  et  en  même  temps 
delà  valeur  de  la  variable,  à  partir  de  laquelle  cet  accrois- 
sement a  lieu  ;  le  rapport  de  Taccroissemeat  de  la  fonc- 
tion à  celui  de  la  variable  indépendante  est  aussi  fonction 
de  ces  deux  quantités  :  mais  la  limite  de  ce  rapport  ne  dé» 
pend  plus  que  de  la  valeur  de  la  variable.  On  lui  donne  le 
nom  de  fonction  déris^ée,  ou  simplement  dérivée,  de  la 
fonction  proposée. 

C'est,  comme  on  voit,  une  extension  de  la  notion  de  dé- 
rivées que  nous  avions  donnée  dans  la  théorie  des  fonctions 
entières.  Elle  se  rapportera  maintenant  à  des  fonctions  con- 
tinues quelconques.  Nous  la  désignerons  toujours  par  le 
même  signe  :  ainsi  x  désignant  la  variable  indépendante, 
et  F  (x)  la  fonction,  sa  dérivée  sera  représentée  par  F'  (x); 
de  sorte  que  si  h  désigne  l'accroissement  infiniment  petit 
que  Ton  donne  à  x,  on  aura 
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et  l'on  a  démontré  (n^  235)  qu'on  trouve  la  même  limite 
pour  ce  rapport,  quel  que  soit  le  signe  de  A,  pourvu  que 
la  fonction  désignée  par  F'(x)  soit  continue  par  rap- 
port â  X. 

257.  La  proposition  générale  exprimée  par  la  formule  (i) 
conduit  à  des  conséquences  importantes. 

En  effet,  puisque  le  rapport  variable  a  pour  limite  F'  (x), 
il  est  égal  à  F'  (x)  augmenté  d'une  quantité,  positive  ou 
négative,  dont  la  limite  est  zéro.  Si  on  la  désigne  par  co, 
on  aura 

îi^-:t^l=Iif)  =  F  (X)  H- «, 

ou 

U)  F  (x  -4-  A)  —  F  (or)  z^/i[F'  (x)  -h  «]. 

Cette  formule  permet  de  généraliser  une  proposition  pré- 
cédemment établie  dans  le  cas  des  fonctions  entières.  On 
▼oit,  en  effet,  que  si  F'(x)  n*est  pas  nul,  w  ayant  pour 
limite  zéro,  finira  par  devenir  et  rester  moindre  que  F'  (x), 
de  sorte  que  le  signe  F'  (x)  -f-  w  restera  constamment  le 
même  que  celui  de  F'(x)',  d'où  se  conclut  la  proposition 
suivante  : 

V  accroissement  d^  une  fonction  quelconque  est  de  même 
signe  que  celui  de  la  variable  si  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion est  positive;  il  est  de  signe  contraire  si  elle  est  néga- 
tive, 

258.  Il  résulte  de  la  formule  (2)  que  Taccroissement  de 
toute  fonction  peut  être  considéré  comme  composé  de  deux 
parties  dont  Tune,  F'  (x)  h  est  proportionnelle  à  Taccrois- 
sement  de  la  variable  indépendante,  et  Tautre,  Aco,  est  infi- 
niment petite  par  rapport  à  la  première.  On  pourra  donc, 
dans  toutes  les  questions  qui  ne  dépendront  que  des  limites 
de  rapports  ou  de  sommes  d*infiniment  petits  de  même  ordre 
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que  ces  accroissements,  négliger  la  partie  hw^  et  rempla- 
cer F  (x  -h  A)  —  F  [x)  par  F'  (x)  //,  sans  qu'il  en  résulte 
aucune  erreur  dans  les  équations  obtenues  en  passant  aux 
limites. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  peut  être  considérée  comme  cmissani 
uniformément  en  même  temps  que  la  variable  indépen^ 
dante,  poun^u  que  ce  soit  dans  un  interx^alle  infiniment 
petit. 

Eh,  par  conséquent,  si  on  partage  un  intervalle  fini  quel- 
conque en  intervalles  infiniment  petits,  Taccroissement  fini 
de  la  fonction  pourra  être  considéré  comme  composé  d'une 
suite  d'accroissements  infiniment  petits,  variant  tous  uni- 
formément dans  leurs  intervalles  respectifs,  avec  des  coeffi- 
cients différents,  qui  sont  les  valeurs  F' (x)  correspondantes 
aux  commencements  de  ces  intervalles. 

On  voit  ainsi  comment  par  la  considération  des  infini- 
ment petits,  les  variations  les  plus  complexes  sont  rame-' 
nées  à  des  variations  uniformes;  ce  qui  est  le  plus  grand 
degré  de  simplicité  qu'on  puisse  désirer. 

Dans  bien  des  circonstances  on  donne  le  nom  de  coefficient 
ilaconstanteparlaquelleilfautmultipiierlesaccroissements 
d'une  variable  indépendante,  pour  obtenir  ceux  d'une  fonc- 
tion qui  varie  uniformément  entre  certaines  limites.  11  serait 
donc  naturel  de  donner  cette  dénomination  a  la  quantité 
constante  F'  [x)  par  laquelle  il  faut  multiplier  h  pour 
avoir  l'accroissement  de  F  (x),  entre  des  limites  infiniment 
petites.  Nous  pensons  donc  qu'on  pourrait  appeler  la  dé- 
rivée le  coefficient  d^ accroissement  de  la  fonction.  On  l'a 
désignée  quelquefois  sous  le  nom  de  coefficient  différentiel 
de  la  fonction  \  la  dénomination  que  nous  proposons  nous 
parait  indiquer  d'une  manière  plus  nette  le  rôle  qu'elle  joue 
dans  l'expression  de  l'accroissement  de  la  fonction. 
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Exemples  de  variations  uniformes  substituées  à  des 

variations  complexes. 

259.  Si  Toii  considère  la  courbe  ayant  pour  équation 

raccroissement  inGniment  petit  de  l'ordonnëe  correspon- 
dant à  raccroissement  h  de  Fabscisse,  sera  considéré  comme 
étant  F' (x)  A,  qui  est  raccroissement  de  Tordonnée  de  la 
tangente  au  point  dont  Tabscisse  est  x.  Ce  sera  donc  rem- 
placer la  courbe  par  sa  tangente  dans  un  intervalle  infini- 
ment petit,  et  substituer  ainsi  une  variation  uniforme  à 
la  variation  compliquée  de  Vordonnée. 

260.  Dérivées  des  aires  des  courbes  planes.  —  En  con- 
sidérant d*abord  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires, et  Taire  comprise  entre  une  ordonnée  fixe  et 
1  ordonnée  variable  correspondante  à  Tabscisse  x,  rac- 
croissement que  prendra  cette  aire  quand  x  prendra  un 
accroissement  infiniment  petit  hj  ne  différera  du  rectangle 
construit  sur  h  et  sur  lordonnée  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  cet  accroissement  :  cela  a  été 
démontré  précédemment;  d'où  il  résulte  que  la  limite  du 
rapport  de  raccroissement  de  Taire  à  h  sera  Tordonnée 
même  F  (x). 

On  pourra  donc  prendre  V  (x)h  comme  Taccroissement 
de  Taire,  dans  un  intervalle  infiniment  petit. 

En  coordonnées  polaires,  Taccroissement  de  Taire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  r,  et  correspondant  à  un  accroissement 
h  de  Tangle,  ne  diffère  du  secteur  circulaire  dont  Tangle  au 
centra  serait  /i,  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  ce  secteur.  La  limite  du  rapport  des  accroisse- 
ments, ou  la  dérivée  de  Taire  par  rapport  â  Tangle,  sera 

donc  égale  à  — 
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Il  en  résalte  que,  h  restant  infiniment  petit,  l'accroisse- 

ment  de  Taire  peut  être  représenté  par  l'expression  —  A 
dont  la  variation  est  uniforme. 

261.  Dériv^ée  d'un  arc  de  courbe  plane. 
Soit  O  Torigine  des  arcs  5,  M  un  point  quelconque  de  la 

Fîg.  58. 
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courbe,  MM'  son  accroissement  correspondant  à  raccrois- 
sement  PP'  de  Tabscisse  [^fig-  58). 

La  dérivée  de  l'arc  étant  la  limite  du  rapport -p^  sera 

égale  au  rapport  rrrr;»  puisque  la  limite  du  rapport  de  MT 
à  MM'  est  Tunité.  Et  comme  l'angle  TMI  a  pour  lan- 
gente  F'  (x),  le  rapport  -jrr-  sera  égal  à  y^\  -H  F'  (Jtr)'« 
La  dérivée  de  l'axe  par  rapport  à  l'abscisse  est  donc 

« 

Et,  si  l'on  désigne  par  h  Taccroissement  infiniment  petit 
de  l'abscisse,  celui  de  Tare  pourra  être  représenté  par  Fex- 
pression  simple 

262.  Dérivée  d'un  solide  ou  d'une  surface  de  révolution. 
L'aire  comprise  entre  une  ordonnée  fixe.  Taxe  des  x,  l'arc 
et  une  ordonnée  variable  d'une  courbe  quelconque,  en- 
gendre en  tournant  autour  de  Taxe  des  x  un  solide  qui, 
lorsque  Vx  extrême  croît  de  &,  augmente  d'un  volume  com- 
pris entre  deux  cylindres,  dont  la  limite  du  rapport  est 
l'unité.  L'un  d'eux  a  pour  mesure  wj'  A  ou  tt  F  (x)  '  A;  et, 
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par  conséquent  la  limite  du  rapport  de  Taccroissement  du 
Yolume  à  A,  ou  la  dérivée  du  volume,  est  tt  F  (x)  *. 

L'accroissement  infiniment  petit  du  volume,  dont  l'ex- 
pression eicacte  pourrait  être  très-compliquée,  peut  donc 
èlre  remplacé,  dans  les  cas  où  on  ne  calcule  que  des  résul- 
tats dépendant  des  limites,  par  Fexprcssion  simple 

ïrF(.r)'A. 
DE   LA.    COUEBDAE   DAHS    LES    LIGNES    PLANES. 

S63.  On  appelle  courbure  d'un  arc  fini  Tangle  des  tan- 
gentes extrêmes.  C'est  la  quantité  dont  la  direction  de  la 
courbe  dévie  en  passant  d'une  extrémité  à  l'autre  *,  elle  peut 
être  regardée  comme  l'accroissement  de  l'angle  formé  par 
la  tangente  avec  un  axe  fixe,  quand  le  point  de  contact  passe 
d'une  extrémité  à  l'autre. 

Dans  an  même  cercle  la  courbure  varie  proportionnelle- 
ment à  l'arc;  dans  toute  autre  courbe  cette  proportion  n'a 
plus  lieu.  Mais  quelque  compliquée  que  soit  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  courbure  d'arcs,  considérés  comme  crois* 
saut  uniformément  à  partir  d'un  point  d'une  courbure  quel- 
conque, on  peut  obtenir  la  loi  simple  de  l'uniformité  comme 
dans  le  cercle,  en  ne  considérant  que  des  arcs  infiniment 
petits. 

En  effet,  désignons  par  5  les  arcs  comptés  à  partir  d'un 
point  Ode  la  courbe  (Jig*  Sp);  on  pourra  considérer  l'in- 

Fig.  59. 
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/ 
cliniison  <f  de  la   tangente  sur  l'axe  des  x,  par  exemple 
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comme  étant  une  fonction   de  s   que  nous  désignerons 
parF(5). 

Soit  OM  une  valeur  quelconque  de  s,  et  MM'  un  ac- 
croissement infiniment  petit,  que  nous  désignerons  par /i; 
Paccroissement  correspondant  de  (f  sera  l'angle  TIT'  des 
deux  tangentes  MT,  M'T',  ou  la  courbure  de  l'arc  MM'; 

TIT' 

et  la  limite  du  rapport —-7  sera  la  dérivée  de  F{s)  par 

rapport  à  s. 

Donc,  d'après  le  théorème  général  sur  les  accroissements 
infiniment  petits  des  fonctions,  on  aura 

TIT'  =  MM'[F(5)-f.w], 

et  par  conséquent,  en  négligeant  le  second  terme  MM'.o), 
qui  est  infiniment  petit  par  rapport  au  premier,  on  pourra 
prendre  F'(5).M!VI'  comme  égal  à  la  courbure  de  l'arc, 
sans  qu'il  puisse  en  résulter  aucune  erreur  dans  les  résultats 
qui  ne  dépendront  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 
De  cette  manière  la  courbure  de  Tare  infiniment  petit 
MM'  sera  regardée  comme  variant  proportionnellement  à 
cet  arc.  On  se  trouve  donc  dans  les  mêmes  conditions  que 
si  MM'  était  uu  arc  d'un  cercle  qui,  pour  une  unité  de  lon- 
gueur, donnerait  une  courbure  égale  à  F' (s)  :  et  la  consi- 
dération des  infiniment  petits  ramène  encore  la  variabilité 
k  l'uniformité. 

S64.  Cercle  de  courbure.  —  Il  était  donc  très*nalurel 
d'appeler  F' (5)  la  courbure  au  point  M,  rapportée  à  Tunité 
de  longueur,  et  de  prendre,  pour  la  faire  connaître,  le  rayon 
du  cercle  qui  donnerait  la  même  courbure  F'(j)MM'que 
la  courbure  proposée  pour  la  même  longueur  MM';  ou 
encore  qui  donnerait  V[s)  pour  courbure  de  l'arc  à  l'unité. 

Ce  cercle  s'appelle  le  cercle  de  courbure  de  la  courbe 
au  point  M.  Son  rayon  étant  le  rapport  d'un  arc  quelconque 
a  l'angle  des  rayons  extrêmes,  qui  est  égal  à  la  courbure  de 
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cet  arc,  sera  égal  à  l'arc  égal  à  Tunîté,  divisé  par  sa  cour- 
kare,  qui  est  F'  (5) .  Le  rayon  du  cercle  de  courbure  sera  donc 


F'(.) 


265.  Centre  de  courbure.  —  Si  on  place  le  cercle  de 
courbure  tangentîellemenl  à  la  courbe  au  point  M,  de  ma- 
nière que  sa  concavité  soit  du  même  côté  de  la  tangente,  la 
position  occupée  alors  par  son  centre  est  ce  qu^on  nomme 
centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point.  Or  nous 
allons  démontrer  que  ce  point,  qui  est  à  la  rencontre  delà 
normale  commune  en  M,  et  d'une  autre  normale  quelcon- 
que du  cercle  de  courbure^  peut  être  considéré  comme  la 
limite  de  la  rencontre  de  la  normale  en  M,  et  d*unc  nor- 
male in6niment  voisine  à  la  courbe  proposée. 

Soient,  en  effet,  M'  {fig*  ^^)  ^^  point  infiniment  voisin 

Fig.  60. 


de  M  -,  MS,  M'S  les  normales  à  la  courbe  en  M  et  M' 5  MI, 
M'I  les  tangentes.  Décrivons  un  cercle  sur  SI  comme  dia- 
mètre -,  il  passera  par  M  et  M',  et  son  arc  MM'  ayant  même 
eorde  que  l'arc  MM'  de  la  courbe,  ces  deux  arcs  auront 
pour  limite  de  leur  rapport  l'unité.  Or,  l'augle  MSM' étant 
inscrit  dans  le  cercle,  on  aura 

21 
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d\)Ù 


et  par  suite 


arcMIM^ 
~~     MSM'    ' 

MM' 


lim  IS  =  lim 


TIM' 


Or  cette  dernière  limite  est  le  rayon  du  cercle  de  cour- 
bure. Donc  IS  a  pour  limite  le  rayon  de  courbure  en  M*,  et 
la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  et  d'une 
autre  normale  infiniment  voisine,  est  le  centre  de  cour- 
bure. 

Exemptes  tirés  du  moui^ement  rectiligne  varié, 

266.  Le  mouvement  uniforme  d'un  point  est  celui  dans 
lequel  les  espaces  qu^il  parcourt  dans  des  temps  quelconques, 
sont  proportionnels  à  ces  temps.  L'espace  parcouru  pen- 
dant l'unité  de  temps  se  nomme  la  vitesse  du  point  dans  ce 
riiouvement. 

Tout  mouvement  qui  n'est  ni  uniforme  ni  composé  d'une 
suite  de  mouvements  uniformes,  de  durée  finie,  se  nomme 
mouvement  varié  continu. 

ê 

Soit  dans  un  pareil  mouvement 

la  relation  entre  le  temps  et  la  distance  à  une  origine  fixe, 
prise  sur  la  droite  suivant  laquelle  se  meut  le  point. 

L'accroissement  de  x,  ou  l'espace  parcouru  par  le  poiat 
lorsque  le  temps  t  croit  de  A,  sera  égale  a  F'(t)  A,  plus  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  Taccroissement 
même:  On  pourra  donc,  dans  tous  les  cas  où  il  ne  s'agit 
que  de  limites,  prendre  pour  l'espace  parcouru  dans  le 
temps  h  l'expression 

c'est-à-dire  substituer  au  mouvement  varié  un  mouvement 
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uniforme,  dans  lequel  la  vitesse  serait 

F'(0. 

On  a  donc  été  naturellement  conduit  à  appeler  F'(t)  la 
vitesse  du  mobile  à  Tinstant  déterminé  par  f ,  quelle  que 
soit  la  loi  du  mouvement  varié. 

267.  accélération,  —  Dans  un  mouvement  varié  quel- 
conque, la  vitesse,  telle  que  nous  venons  de  la  définir,  varie 
à  cbaque  instant.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  elle  varie 
uniformément  avec  le  temps.  Dans  un  pareil  mouvement 
on  nomme  accélération  la  quantité  constante  dont  elle 
croit  dans  chaque  unité  de  temps,  et  ce  mouvement  est  dit 
unijormément  accéléré.  On  y  comprend  le  cas  du  mouve- 
ment uniformément  retardé^  c'est-à-dire  dans  lequel  la 
vitesse  décroîtrait  uniformément  quand  le  temps  croîtrait 
nniformément,  en  regardant  alors  l'accélération  comme 
négative.  Dans  un  mouvement  de  ce  genre,  Taccroissement 
de  la  vitesse  dans  un  temps  quelconque,  est  égal  au  pro- 
duit de  ce  temps  par  Taccélération. 

Cela  posé,  considérons  un  mouvement  rectiligne  quel- 
conque, représenté  par  Téquation 

*  =  F(r), 

et  proposons-nous  de  calculer  Taccroissement  que  prend  la 
\itesse  quand  le  temps  augmente  de  A. 

Or,  la  vitesse  étant  représentée  par  la  dérivée  F'(r),  son 
accroissement  pourra  être  considéré,  d'après  le  théorème 
général,  comme  composé  de  deux  parties,  la  première  égale 
au  produit  de  h  par  la  dérivée  de  F'  (f),  que  nous  désigne- 
rons par  Y'^[t)y  plus  une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  ce  produit. 

Donc,  dans  toutes  les  questions  où  Ton  n'a  en  vue  que  les 
limites  de  rapports  ou  de  sommes  dMnfîniment  petits,  on 
pourra  considérer  T  accroissement  de  la  vitesse  dans  le 

ai. 
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temps  h  comme  e^gal  à 

D*où  ron  voit  que  Ton  peut  considérer  le  mouvement 
varié  quelconque  comme  remplacé  dans  un  temps  infini- 
ment petit  par  un  mouvement  uniformément  variée  dans  le- 
quel l'accélération  serait  F"(/),  ou  la  dérivée  de  la  vitesse 
par  rapport  au  temps. 

On  a  donné  naturellement  le  nom  à^ accélération  dans  le 
mouvement  varié,  à  cette  quantité  F"(/),  qui  est  réellement 
celle  du  mouvement  qui  peut  remplacer  le  proposé  à  Vin* 
stant  donné,  pendant  un  temps  infiniment  petit. 

268.  Observation,  —  Ces  exemples  suffisent  pour  bien 
faire  comprendre  comment,  et  à  quelle  condition,  les  infini- 
ment petits  ramènent  les  variations  les  plus  complexes  à  la 
considération  de  l'uniformité.  Il  suffit  pour  cela  de  décom- 
poser la  grandeur  en  parties  infiniment  petites^  mais  la 
partie  négligée  pour  obtenir  l'uniformité  n^estsans  influence 
sur  les  résultats,  que  lorsqu*ils  dépendent  seulement  des 
limites  des  rapports  ou  des  sommes  de  ces  éléments  infini- 
ment petits. 
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PROBLÈME  INVERSE,  OU  DÉTERMINATION  DES  COURBES 

PAR  LEURS  TANGENTES. 


269.  Dans  iSe  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  tous 
les  points  d'une  courbe  étaient  donnés,  soit  par  une  équa- 
tion,-soit  par  un  mode  quelconque  de  génération,  et  nous 
nous  proposions  de  trouver  la  tangente  en  un  quelconque 
de  ses  points.  On  pourrait  réciproquement  se  donner  Téqua- 
tion  générale,  ou  un  mode  de  génération  de  toutes  les 
tangentes  à  une  courbe  inconnue,  et  se  proposer  de  déter- 
miner le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  quel- 
conque de  ces  tangentes.  Ce  problème  inverse  se  résoudra 
au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Le  point  de  contact  d^une  tangente  à  une  courbe  quel^ 
conque,  est  la  limite  de  son  point  de  rencontre  aç'ec  une 
tangente  infiniment  voisine. 

Pour  le  prouver,  soit  TMT'  [fig,  6i)  une  tangente  fixe, 


Fig.  6i. 

t  ,^- 
•    --  ...JI' 

^0 


M  son  point  de  contact,  M'  un  point  de  la  courbe  infini- 
ment voisin  de  M,  UM'  la  tangente  en  M',  et  I  son  point 
de  rencontre  avec  T'T.  La  corde  MM'  tend  vers  zéro  lors- 
que M' tend  vers  sa  limite  M,  et  c'est  le  plus  grand  côté  du 
triangle  MIM'^  car^  d'après  la  définition  delà  tangente,  la 
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sécante  MM',  tendant  vers  zéro,  fait  avec  la  tangente  en  M 
ou  M'  un  angle  dont  la  limite  est  zéro;  Tangle  I,  opposé 
à  MM',  tend  donc  vers  deux  droits  ;  et  le  côté  MM',  op- 
posé au  plus  grand  angle,  est  le  plus  grand  du  triangle.  La 
distance  IM,  plus  petite  que  MM',  tend  donc  vers  zéro,  et 
par  conséquent  le  point  fixe  M  est  la  limite  du  point  de 
rencontre  I  de  la  tangente  en  M  avec  une  tangente  infini- 
ment voisine. 

De  là  résulte  la  solution  du  problème  qui  consiste  à  dé- 
duire tous  les  points  d*une  courbe  de  la  connaissance  de  ses 
tangentes.  Pour  cela  on  considérera  l'une  quelconque  de  ces 
dernières,  et  Ton  cherchera  sa  rencontre  avec  une  tangente 
voisine,  d'après  les  équations  connues  de  ces  lignes,  ou 
d'après  la  loi  donnée  de  leur  construction  :  on  déterminera 
la  limite  de  ce  point  lorsque  la  seconde  tangente  s^approche 
indéfiniment  de  la  première;  on  connaîtra  ainsi  le  point  de 
la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  tangente  quelconque  :  le 
problème  revient  alors  à  une  recherche  ordinaire  de  lieu 
géométrique. 

Obsers^ation.  — Il  est  bien  certain  que,  si  l'on  admet  qu*il 
y  ait  une  courbe  tangente  au  système  des  lignes  données,  on 
la  trouvera  par  le  procédé  que  nous  venons  d^indiquer.  Mais 
si  l'existence  de  cette  courbe  n'était  pas  admise,  il  est  facile 
de  reconnaître  que  celle  que  Ton  obtient  ainsi  sera  effec- 
tivement ta[ngente  à  toutes  les  droites  du  système  qui  auront 
des  points  communs  avec  elle.  En  effet,  considérons  deui 
de  ces  droites  telles  que,  dans  le  passage  continu  de  Tune  à 
l'autre,  chacune  rencontre  toujours  celle  qui  suit,  et  faisons 
passer  une  courbe  par  tous  les  points  de  rencontre  succes- 
sifs de  chacune  d'elles  et  de  celle  qui  la  suit,  ce  qui  peut  se 
faire  d'une  infinité  de  manières.  Chaque  droite  sera  coupée 
par  celle  qui  la  précède  et  par  celle  qui  la  suit,  en  deux 
points  qui  seront  d'autant  plus  près  du  lieu  de  limite,  que 
les  droites  sont  plus  voisines;  la  distance  de  ces  deux  points 
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OU  U  corde  interceptée  par  la  droite  dans  la  courbe  variable 
peut  donc  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée; 
et,  par  conséquent,  les  droites  du  système  sont  aussi  près 
qu'on  voudra  d'être  tangentes  à  la  courbe  variable.  Donc, 
enfin,  la  limitQ  de  celte  dernière,  ou  le  lieu  des  points  li- 
mites, est  tangent  à  toutes  les  droites. 

270.  Cette  proposition  est  un  ras  particulier  d'une  plus 
générale  dont  nous  ne  nous  occuperons  pas  en  ce  moment. 
Nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer,  en  passant,  que  les 
centres  de  courbure  étant  les  limites  des  points  de  rencontre 
des  normales  successives,  ces  droites  sont  tangentes  au  lieu 
des  centres  de  courbure. 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  exemples  de  la 
détermination  des  courbes  par  leurs  tangentes. 

271.  On  donne  deux  points  fixes  B,  C  [fig-  62)  sur 
deux  droites  indéfinies  AX,  AY.  Une  droite  MN  se  meut 

Fig.  63. 


W^  c  X 


de  manière  que  Von  ait  constamment  la  proportion 
BM  :  MA  :  :  AN  :  NC.  Trouver  la  courbe  à  laquelle  elle  est 
constamment  tangente. 

Pour  cela  on  cherchera  : 

1^  La  limite  du  point  de  rencontre  d'une  quelconque  de 
ces  droites  avec  les  droites  infiniment  voisines; 

oP  Le  lieu  de  ces  points  limites,  pour  toutes  les  positions 
deMN. 
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I**  Soient 

AC=:/7,       AB=:^,       A^=U,      AM=P, 

on  aura,  pour  toutes  les  positions  de  MN, 

b  —  f»  :  p  :  :  a  :  «t  —  «,     d'où     ^^  +  ^11  =  ab, 

et  pour  la  position  M'N',  on  aura 

fl  (p  —  M'M)  +  *  («4-  NN')  =  ab; 

d^où  résulte 

M'M        b 
ô.NN'  — iiM'M=o,     ou    :--i-=-, 

et  le  point  Cy,  limite  de  O,  sera  déterminé  par  la  limite  do 

MO 
rapport—. 

Si  par  M'  on  mène  une  droite  M'I  parallèle  à  ÂX,  la 

limite  de  -^  sera  précisément  la  même  que  celle  de  jrrr  >  ou 

jr^  ',  et  Ton  aura  cette  suite  d'égalités 


Donc 


10 
ON 

M'I        M'I     M'M 

""  NN'^M'M     NN' 

MO'       bu 
NO'  ~  ao 

u    b 

~~~  .«  •  —  ■ 

p    a 

2^  Les  coordonnées  or,  j^  du  point  O^  ainsi  détermiBe 
satisferont  aux  proportions  suivantes  : 

xiu  —  xilbuifiv 

et 

p  —  y\y\\x\H  —  X,     ou  ojr -4-  px  =  «p. 

Éliminant  1/  et  (^  entre  ces  deux  équations  et  la  première 
au  -h  bu  =  aby  on  trouve  pour  équation  du  lieu 

(ay —  bx  —  abY=:  ^ab^x^ 
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oa 

(af —  bxy  —  2a^  by —  2ab^x-\-  a^b^=z  o, 

ce  qui  détermine  une  parabole  tangente  en  B  et  C  aux  deux 
droites  A  Y,  AX. 

272.  Une  droite  mobile  NM  coupant  les  deux  droites 
fixes  AU  j  A  Y  de  telle  sorte  que  AM  +  AN  soU  égale  à 
une  constante  a,  trouver  la  courbe  à  laquelle  elle  est 
constamment  tangente. 

Si  l'on  pose  AN  =  u,  AM  =  i',  la  condition  donnée  sera 
exprimée  par  Téquation 

tt  -f-  •»  =  «. 

La  droite  MN  est  donc  déterminée  par  une  équation  qui 
n^est  qu'un  cas  particulier  de  là  précédente,  et  correspond 
à  6  =  a. 

La  solution  de  la  question  proposée  s'obtiendra  donc  en 
faisant  b  =  a  dans  celle  de  la  précédente,  ce  qui  donnera 

273.  La  droite  MN  (  fig.  63  )  se  meut  de  telle  sorte,  que 

Fiç.  63. 


M'^ 


/  W- 


le  triangle  AMN  qu^elle  détermine  par  ses  intersections 
avec  les  lignes  données  AX,  A  Y,  ait  une  aire  constante, 
on  demande  la  courbe  à  laquelle  elle  est  constamment 
tangente. 

Pour  cela,  il  faudra  d*abord  déterminer  la  limite  I  du 
point  où  cette  droite,  dans  une  quelconque  de  ses  positions 
est  rencontrée  par  une  droite  qui  s'en  approche  indéfini- 
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ment,  en  satisfaisant  constamment  à  la  condition  de  Taire 
invariable;  et  ce  point  I  étant  connu,  pour  une  position 
quelconque  de  MN,  on  cherchera  le  lieu  de  ces  points, 
pour  toutes  les  positions  de  cette  droite. 

1°  Soit  O  Tintersection  de  la  droite  MN  parime  auire 
infiniment  voisine  M'N^ 

Les  deux  triangles  MOM',  NON'  seront  équivalents,  et 
comme  ils  ont  Tangle  égal  à  O,  on  aura 

MO.M'0  =  NO.N'0, 
et  passant  à  la  limite, 

Le  point  I  est  donc  le  milieu  de  AIN. 

2**  Pour  avoir  le  lieu  des  points  I  relatifs  à  toutes  les  po- 
sitions que  prend  MN,  en  supposant  que  le  triangle  AMN 
soit  constant,  ou  que  Ton  ait  AM.AN  =  m^\  soient  jr,/ 
les  coordonnées  de  I,  on  aura 

AM  =:  2  J  ,      AN  =:  2  X, 

et  par  suite 

,  m' 

4a:7  =  /w»,     ou     xy=  Y' 

Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  asymptoies 
AX,  AY. 

274.   Une  droite  MN  {Jig.  64),  qui  a  une  longueur 

Fig.  64. 
1 


A  N        V        1 

constante  m,  se  ment  de  manière  que  ses  extrémités  res- 
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tentsur  les  côtés  d^un  angle  droit  YAX;  on  demande  la 
courbe  à  laquelle  elle  est  toujours  tangente. 

Soit  M!N'  une  position  infiniment  voisine  de  MN,  ces 
lignes  se  coupent  en  O,  et  il  s^agit  de  trouver  la  limite  I  de 
ce  point.  On  la  connaîtra  si  Ton  détermine  la  limite  du 

MO  Ml 

rapport  rr— •»  qui  ne  sera  autre  que  —  • 

Si  de  O,  comme  centre,  on  décrit  les  arcs  de  cercle 
M'H,NK,  onauraMH  =  K]N',  puisque  M']N'  =  MN:  et 

MO 

comme  le  rapport  j—-  a  évidemment  la  même  limite  que 

— >  il  suffit  de  connaître  cette  dernière  qui  est  la  même, 

d'après  les  triangles  semblables,  que  celle  du  rapport  des 

cordes  M'B,  NK.  Or  ce  dernier  est  facile  à  obtenir  au  moyen 

des  triangles  rectilîgnes  inGniment  petits  MM' H,  NN'K. 

Si  Ton  désigne  leurs  angles  par  la  lettre  du  sommet,  on 

aura 

M' H        sinM        KN        sinN' 


tfoù 


MH 

sinM'' 

KN' 

sinN 

M' H 

:nk:: 

sinM 

• 

sinN' 

Mais  les  angles  H  et  K  ayant  pour  limite  des  angles  droits, 
les  limites  des  angles  aigus  dans  chacun  des  triangles  sont 
complémentaires.  Ainsi  la  limite  de  M'  est  le  complément 
de  M;  d^ ailleurs  la  limite  de  M'  est  MNA;  donc  la  limite 
de  N  sera  complément  de  MNA.  De  sorte  qu  en  égalant  les 
limites  des  rapports  de  la  dernière  proportion,  on  aura 


doii< 


INK         tangMNA  ** 


MI  _AN 
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Ceci  donne  une  construction  facile  du  point  I;  car  si  on 
abaisse  de  A  une  perpendiculaire  AP  sur  MN,  le  rapport 

des  deux  segments  NP,  PM  étant ;  sera  égal  à  r^r  et ,  par 

A  M  *" 

conséquent,  NI  =  MP5  le  point  P  détermine  donc  immé- 
diatement le  point  Idu  lieu  cherché. 

L'équation    précédente    donne,  en    remarquant   que 

AnVÂM  =  m*  et  xMI  4-  IN  =  m, 


3 


^^       AN         „_       AM 

MI=: '       M= j 


m  m 


d'où  il  est  facile  de  déduire  les  coordonnées  x^jr  du  point 
M,  car  on  a 


a: 


donc 


an"  ""  m  '     AM  "~  /If  ' 


AN  *  AM ' 

m  m* 


et  l'on  aura  Téquation  entre  x,  y  en  éliminant  AM,  A^ 

entre  ces  deux  équations  et  la  suivante  AM  -h  AN  =  ni . 
On  trouve  immédiatement 

2         2  ? 

qui  est  Téquation  du  lieu  demandé. 

27o.  Il  peut  se  faire  que  les  considérations  géométriques 
soient  moins  commodes  que  le  calcul  algébrique,  et  voici 
la  marche  qu'il  faut  suivre  alors. 

L'équation  générale  des  droites  données  renferme  un  pa- 
ramètre qui  change  de  l'une  à  l'autre.  Soit  a  ce  paramètre; 
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cette  équation  sera  donc  de  la  forme 

F  ety  désignant  des  fonctions  connues. 

Changeant  a  en  a  +  /',  on  aura  Téquation  d^une  droite 
voisine,  qui  sera 

jr  =  xF(a  H-  h)  -+•/(«  -+■  h)  ; 

Tabscisse  du  point  de  rencontre  sera  donc  donnée  par  Té- 
quation  suivante  : 

.r[F{fl  -f-  A)  -  F(fl)]  -\-f[a  -^  h)  ~-/{a)=o. 

n  faut  maintenant  faire  tendre  h  vers  zéro,  et  chercher  la 
limite  de  x^  ce  sera  Tabscisse  du  point  cherché,  et  l'équa- 
tion de  la  droite  fera  connaître  par  suite  l'ordonnée. 

Mais  si  on  laissait  Téquation  sous  cette  forme,  elle  n'ap- 
prendrait rien  en  prenant  les  limites  de  ses  deux  membres, 
puisqu'on  ne  trouverait  autre  chose  que  0  =  0.  Le  plus 
ordinairement  il  est  facile  de  voiries  réductions  qui  s'opè- 
rent par  les  soustractions  indiquées,  et  on  reconnaît  un 
facteur  commun  h  h  tous  les  termes^  en  le  supprimant  et 
passant  aux  limites  des  deux  membres,  on  obtient  alors  la 
valeur  limite  de  x. 

Mais  rien  n'est  plus  facile  que  de  formuler  le  résultat 
en  général.  En  effet,  si  l'on  divise  par  h  tous  les  termes 
de  la  dernière  équation^  et  qu'on  prenne  ensuite  les  limites, 
on  trouvera,  d'après  la  définition  et  la  notation  des  déri- 
vées des  fonctions, 

Cette  équation,  jointe  à  la  première  j^=  xF(a)  -+-/(«)» 
détermine  les  deux  coordonnées  du  point  du  lieu,  et  l'équa- 
tion du  lieu  lui-même  résultera  de  Télimination  de  a  entre 
ces  deux  équations.  Si,  pour  la  facilité  des  calculs,  on  ne 
réduisait  pas  à  l'unité  le  coefficient  de/,  on  aurait  trois 
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fonctions  de  a  au  lieu  de  deux,  et  Ton  procéderait  d^une 
manière  tout  à  fait  semblable. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  traité  précédemment,  où 
les  droites  mobiles  jouissent  de  la  propriété  de  déterminer 
sur  les  côtés  d*un  triangle  YAX  des  segments  dont  la  somme 
soit  égale  à  une  constante  a. 

Si  Ton  désigne  par  a  le  segment  de  l'axe  des  x,  Tautre 
sera  a  —  a,  et  l'équation  générale  des  droites 

0Ly-\-  [a  — ol)x=z  a(fl  —  a); 

changeant  a  en  a  -h  ^,  il  vient,  en  retranchant  les  deax 
équations  membre  à  membre, 

y  h  —  xh:=.ah  —  2aA  —  h^  ^ 

ou,  en  divisant  par  A, 

y  —  .r  =  a  —  2a  —  A. 

Cette  équation,  conjointement  avec  la  première ,  déter- 
mine le  point  de  rencontre,  qui  varie  avec  A.  On  aura  sa 
limite  en  supposant  /i  =  o;  ce  qui  réduit  la  seconde  équa- 
tion à 

y  —  x=za  —  2«, 

et  l'on  voit  que  c'est  comme  si  l'on  avait  pris  les  dérivées 
par  rapport  à  cr  de  tous  les  termes  de  la  première. 

L'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  deux  équations 
donne  l'équation  suivante  : 

et  qui  est  celle  du  lieu,  et  coincïde  avec  celle  qui  a  été  trou- 
vée dans  le  second  exemple.  Nous  généraliserons  ces  théo- 
ries par  la  suite  ^  nous  nous  écarterions  de  noire  objet  en 
nous  7  arrêtant  plus  longtemps. 
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Caustique  par  réflexion. 

276.  Soit  F  [fig*  65  )  un  point  d^oîi  émanent  des  rayons 
de  chaleur  ou  de  lunnère,  qui  viennent  se  réfléchir  sur  une 

Fig.  65. 


courbe  donnée,  de  telle  sorte  que  le  rayon  réjléchi  fasse 
avec  la  normale  le  même  angle  que  le  rayon  incident  : 
on  demande  la  courbe  à  laquelle  tous  les  rayons  réfléchis 
sont  tangents. 

Cette  courbe,  en  tous  les  points  de  laquelle  il  se  fait 
nue  plus  grande  concentration  de  chaleur,  ou  de  lumière, 
qu'aux  autres  points  du  plan,  se  nomme  caustique.  Pour  en 
déterminer  un  point  quelconque ,  il  faut  considérer  deux 
rayons  infiniment  voisins  FM,  FM',  et  chercher  la  limite 
du  point  de  rencontre  F'  des  rayons  réfléchis. 

Les  deux  normales  en  IVI  et  M'  à  la  courbe  donnée  se 
rencontrent  en  un  point  O,  dont  la  limite  est  le  centre  de 
courbure  en  M  ;  et  le  rayon  de  courbure  R  en  ce  point,  sera 
la  limite  de  MO  et  de  M^O.  Posons 

FM  =  n ,     FMO  =zà»  =  OMF',     FM'  O  =  «'  =  OM'  F, 

il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura 

F  4-  »  =  O  -f-  «',     F'  -f-  «'  =  O  -h  », 
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d'où,  en  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre, 

(i)  F-i-F'  =  20. 

Nous  allons  maintenant  substituer  dans  cette  équation, 
à  F,  F',  O  des  quantités,  non  pas  égales,  mais  ayant  avec 
ces  angles  des  rapports  dont  la  limite  soit  i,  Téquation  (i) 
dont  on  peut  supposer  qu'on  ait  divisé  les  deux  membres 
par  Tundes  trois  angles,  ou  par  tout  autre  infiniment 
petit  du  même  ordre,  conduira  ainsi  à  une  équation  exacte 
entre.Ies  limites  des  rapports.  Abaissons  MI,  MT  perpen- 
diculaires sur  FM',  F'M.  Nous  remplacerons  : 

,,       ,     ^                     .             MI                MM'sinMM'F 
1  angle  r  par  son  sinus      —      ou     •, 

„       ,     „,                              M'I                MM'sinM'MF 
I  angle  F'  par  son  sinus  jj^^     ou     ^^, 5 

l'angle  O  par  l'arc  de  cercle  de  rayon  OM^  terminé  à  la  droite 

MM' 
M'O,  divisé  par  MO,  ou  par  •  Car  l'arc  de  cercle  peut 

être  remplacé  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur 
M'O,  puisque  leur  rapport  a  pour  limite  i,  et  cette  perpen- 
diculaire peut  être  remplacée  par  la  corde  MM'  par  la 
même  raison. 

Faisant  la  substitution  de  ces  expressions  à  F,  F',  O  qui 
ne  seront  altérés  que  de  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  eux-mêmes ,  supprimant  le  facteur  commun  MM', 
et  passant  aux  limites  des  rapports;  nous  aurons  une  équa- 
tion exacte  entre  des  quantités  finies. 

Soit  S  la  limite  de  F',  ou  le  point  de  la  caustique,  la 
limite  de  M'F'  sera  MS  que  nous  désignerons  par  z  ;  la 
limite  de  l'un  et  de  l'autre  des  angles  MM'F,  M'MF'  sera 
l'angle  de  FM  avec  la  tangente  en  M,  ou  le  complément 
de  co. 
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La  limite  de  MO  sera  le  rayon  de  courbure  R,  el  Ton 
arriyera  ainsi  à  l'équation 


ces  a>  COS  AI  2 


OU 

I        I 


z       a       K  cosft» 

La  valeur  de  z  étant  connue,  la  position  du  point  S  de  la 
caustique  le  sera,  et  la  question  rentre  dans  les  problèmes 
ordinaires  de  lieux  géométriques. 

• 

277.  Si  le  point  F  s'éloignait  indéfiniment  de  la  courbe 
réfléchissante,  restant  sur  la  même  droite  MF,  les  rayons 

incidents,  à  la  limite,  seraient  parallèles  entre  eux^  -  de- 
viendrait zéro,  et  l'équation  (2)  se  réduirait  à 

I  2  B  coso» 

-  =  - ou     z-=z • 

z        Rcosw  2 

Le  point  S  de  la  caustique  serait  donc  la  projection  du 
milieu  du  rayon  de  courbure,  sur  le  rayon  réfléchi. 

Si  le  rayon  FM  était  normal  à  la  courbe,  on  aurait 
cos(Az=z  i,  et  Téquation  (2)  deviendrait 

I        I 2 

Les  deux  points  F  et  S  se  nomment  alors  foyers  con- 
jugués. 

Si  de  plus  les  rayons  incidents  sont  parallèles,  on  a  z  =  — 

et  le  point  ainsi  déterminé  se  nomme  le  foyer  principal. 

Dans  les  cours  ordinaires  de  physique  les  expériences 
el  le  calcul  se  font  en  supposant  que  la  courbe  donnée  soit 
un  cercle. 


22 


CHAPITRE  XVI. 

DE  rAPPUCÂTION  DE  LA  GÉOMÉTRIE  A  LA 

DES  NOMBRES. 


.miucm; 


278.  Toutes  les  quantités  géométriques  de  même  espèce 
comparées  entre  elles^  pouvant  donner  lieu  à  des  rapports 
numériques,  il  était  naturel  de  chercher  à  faire  servir  les 
connaissances  acquises  sur  les  nombres  à  la  résolution  des 
questions  de  géométrie. 

Réciproquement,  les  nombres  pouvant  être  considérés 
comme  des  rapports  de  quantités  géométriques  de  même 
espèce,  soit  lignes,  soit  surfaces,  solides  ou  angles,  il  a  été 
possible,  quoique  peut-être  moins  naturel,  de  chercher  à 
faire  servir  les  connaissances  acquises  en  géométrie  i  la 
résolution  de  questions  de  nombres,  soit  qu'il  s'agisse  delà 
démonstration  d'une  propriété,  ou  de  la  détermination  de 
la  valeur  d*un  nombre. 

Les  opérations  sur  les  nombres  étant  susceptibles  de  plus 
de  précision  que  les  constructions,  on  cherche  le  plus  sou- 
vent à  y  ramener  ces  dernières  ]  mais  souvent  elles  offrent 
des  difficultés  telles,  que  l'on  est  presque  forcé  d'y  substi- 
tuer  des  constructions  qui  donnent  facilement  une  approxi- 
mation insuffisante,  laquelle  peut  servir  de  point  de  départ 
k  des  calculs  de  correction  plus  faciles  que  n'auraient  été 
les  premiers. 

Pour  cela  on  commencera  par  choisir  une  unité  de  lon- 
gueur, et  déterminer  par  suite  les  lignes  dont  les  nombres 
donnés  seront  l'expression  :  on  exécutera  sur  ces  lignes  les 
constructions  qui  pourront  conduire  i  la  connaissance  des 
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lignes  qui  auraient  pour  expressions  namëriques  les  nom- 
bres que  Ton  se  proposait  de  calculer^  et  pour  connaître 
ces  nombres  il  suffira  de  mesurer  ces  lignes  au  moyen 
de  Tunitë  choisie. 

Nous  allons  faire  Tapplicatiou  de  ces  considérations  gé- 
nérales &  divers  genres  de  questions. 

DBS  PREMIÈEES  OPtalTIOUS  SUE  LES  NOMBRES. 

S79.  \J addition  et  la  soustraction  de  nombres  connus  ne 
peuvent  être  ramenées  à  des  procédés  plus  simples  que 
ceux  qu'indique  Tarithmëtique  élémentaire;  et  Tinterven- 
tion  de  la  géométrie,  non-soulement  introduirait  les  erreurs 
inévitables  des  mesures,  mais  augmenterait  beaucoup  le 
travail  :  c^est  pourquoi  nous  passerons  de  suite  à  la  multi- 
plication. 

Multiplication.  —  Soit  proposé  de  former  le  produit  de 
deux  nombres  connus  aet  &.  En  le  désignant  par  or,  on  aura 
la  proportion 

\\a:\b:x. 

Choisissant  une  longueur  pour  représenter  l'unité  et  for- 
mant par  suite  les  longueurs  représentées  par  les  nombres 
connus  a  et  6,  la  ligne  représentée  par  le  nombre  inconnu  x 
sera  la  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes  connues,  et 
se  construira  facilement  :  on  la  mesurera  ensuite  avec  l'u- 
nité choisie  et  on  connaîtra  le  nombre  x^  c'est-à-dire  le  pro- 
duit demandé  ab. 

Division.  —  Soit  proposé  maintenant  de  trouver  le  quo- 
tient de  a  par  &.  En  le  désignant  par  x,  on  aura 

b:a\:i:x. 

X  étant  encore  la  quatrième  proportionnelle  à  trois  nombres 
connus,  on  procédera  comme  dans  le  cas  précédent. 
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*  Et  gënëralement  si  l'on  a  à  calculer  le  résultat  d'opéra- 
tions quelconques  indiquées  par  une  expression  rationnelle 
fractionnaire,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
seront  polynômes,  on  commencera  encore  par  remplacer 
les  nombres  par  des  lignes  ;  on  rendra  homogène  les  termes 
ajoutés,  en  introduisant  des  facteurs  ou  diviseurs  égaux  à 
Funité  et  de  telle  sorte  que  le  degré  du  numérateur  surpasse 
d'une  unité  celui  du  dénominateur.  Cela  fait,  on  procédera 
comme  nous  l'avons  indiqué  précédemment  pour  la  con- 
struction des  lignes  dont  Texpression  est  rationnelle.  Mais 
comme  dans  le  cas  actuel  c'est  un  nombre  que  Ton  cherche 
et  non  une  ligne,  quand  cette  dernière  aura  été  construite 
on  la  réduira  en  nombre  au  moyen  de  l'unité  choisie*,  et  le 
résultat  demandé  des  opérations  numériques  indiquées,  se 
trouvera  déterminé. 

Extraction  de  la  racine  carrée.  —  Pour  extraire  par 
le  moyen  des  constructions  la  racine  carrée  d'une  ex- 
pression rationnelle,  on  commencera  par  ramener  cette 
expression  à  un  monôme,  par  les  procédés  que  nous  venons 
de  rappeler  ;  puis  par  des  facteurs  égaux  à  l'unité  on  fera 
en  sorte  que  ce  monôme,  ait  deux  facteurs  linéaires  de  plas 
au  numérateur  qu'au  dénominateur.  On  pourra  alors  ré- 
duire l'expression  à  la  forme 

La  désignant  par  or,  on  aura 

x*=iabf     ou     alx  y,  xl  b* 

La  ligne  représentée  par  x  est  donc  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  lignes  a  et  b,  et  se  construira  facilemoit.  Sa 
mesure  au  moyen  de  l'unité  choisie,  fera  connaître  le  ré- 
sultat des  opérations  numériques  indiquées.  Et  l'on  voit 
que  l'on  pourrait  par  l'application  successive  de  ce  procédé 
calculer  les  racines  de  degré  2"*. 
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On  aura  de  celte  manière  la  construction  des  racines 
réelles  de  toute  équation  du  second  degré,  dont  les  coeffi- 
cients seront  des  nombres  connus^  car  leur  expression  ne 
renfermera  que  la  racine  carrée  d*un  nombre  connu. 

Si  le  degré  de  la  racine  à  extraire  n'était  pas  une  puis- 
sance de  2,  les  procédés  que  nons  venons  d'indiquer  ne 
pourraient  s* appliquer.  La  question  rentrerait  dans  une 
plus  générale,  dont  nous  allons  nous  occuper  et  qui  con- 
siste à  obtenir  par  des  constructions  les  racines  réelles  d'é- 
quations de  degré  quelconque  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  connus. 

COBSTRUCTIOn    nES    alCINES    RÉELLES   OES    ÉQUATIONS. 

280.  Lorsque  l'on  a  les  équations  de  deux  lieux  géomé- 
triques, on  obtient  les  coordonnées  de  leurs  points  com- 
muns en  cherchant  les  solutions  communes  réelles  de  ces 
deux  équations. 

Mais  si  Ton  ne  demande  que  les  abscisses  de  ces  points, 
il  ne  sufiira  pas  d'éliminer  jr  entre  les  deux  équations  et  de 
chercher  les  racines  réelles  de  l'équation  finale  en  x,  même 
lorsqu'on  se  serait  assuré  qu'on  n'a  supprimé  aucune  solu- 
tion et  qu'on  n'en  a  pas  introduit  d'étrangères.  Il  faudra 
encore  qu'à  ces  valeurs  réelles  de  x  correspondent  des  va- 
leurs réelles  de  j^;  sans  quoi  elles  ne  construiraient  aucun 
point,  et  par  conséquent  ne  fourniraient  pas  de  points 
communs  aux  deux  courbes. 

Réciproquement,  lorsque  l'on  voudra  connaître  les  racines 
réelles  d'une  équation  à  une  inconnue 

F(x)  =  o, 

on  pourra  former  deux  équations  en  x  et  y  telles,  que  le  ré- 
sultat de  l'élimination  de  y  entre  elles  soit  F  (x)  =:  o,  dans 
laquelle  nous  supposerons  qu'il  ne  manque  aucune  solu- 
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tion  du  syslème  et  qu^il  n*y  en  ail  aucune  étrangère  (ces 
circonstances  doivent  toujours  être  l'objet  d^une  discos* 
sion).  On  construira  ensuite  les  lieux  représentés  par 
chacune  de  ces  équations  ;  on  cherchera  leurs  points  d'in- 
tersection; on  évaluera  au  moyen  de  Tunité  choisie  les 
abscisses  de  ces  points,  et  les  nombres  ainsi  obtenus  seront 
des  racines  réelles  de  Téquation  F  (x)  =  o. 

Mais  il  est  de  la  plus  grande  importance  de  remarquer 
qu'il  n'est  pas  sûr  que  les  nombres  ainsi  obtenus,  et  qui  sont 
bien  des  racines  de  Téquation  proposée,  soient  les  seules} 
parce  que,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  tout  à  Theure, 
les  racines  réelles  de  cette  équation  finale  pourraient  bien 
correspondre  k  des  valeurs  imaginaires  dej^  :  et  dans  ce  cas 
les  points  de  rencontre  des  deux  courbes  ne  pourraient  les 
faire  connaître. 

281.  Il  est  facile  de  donner  des  exemples  où  cette  der- 
nière circonstance  se  rencontre. 
Soit  en  effet 

(1)  F(*)  =  o 

l'équation  proposée,  et 

(2)  ^{x,x)=o 

une  équation   choisie  arbitrairement.  Joignons-y  la  sui- 
vante, dans  laquelle  A  désigne  une  constante  quelconque, 

(3)  ç(;r,7)H-AF(x)  =  o. 

Cela  posé,  pour  que  les  équations  (a),  (3)  aient  lieu  en 
même  temps,  il  faut  que  l'on  ait  F  (x)  =:  o;  et  réciproque- 
ment si  on  prend  une  racine  quelconque  de  cette  dernière, 
et  qu'on  la  porte  dans  (a),  les  valeurs  de  ^  qu'on  en  tirera, 
conjointement  avec  la  valeur  de  x,  formeront  des  solutions 
des  équations  (a),  (3).  Donc  d'abord  l'équation  F  (x)  =s  o 
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donne  tontes  les  valeurs  de  x  qui  conviennent  au  sys- 
tème (a),  (3)  et  n'en  renferme  pas  d'étrangères. 

On  peut  former  ainsi  une  infinité  de  systèmes  de  deux 
équations  dont  les  solutions  communes  correspondent  à 
toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  et  à  aucune  autre^  Et 
bien  d'autres  formes  d'équations  pourraient  satisfaire  à  ces 
conditions. 

Or  on  peut  prendre  l'équation  arbitraire  (a)  telle,  que 
pour  certaines  racines  réelles  de  (1)  elle  donne  des  valeurs 
imaginaires  pourj^.  H  suffirait  en  effet  que  la  courbe  qu'elle 
représenterait  n'eût  aucun  point  dans  la  partie  du  plan 
comprise  entre  deux  parallèles  à  Taxedesj',  correspondantes 
à  deux  valeurs  de  j:  entre  lesquelles  se  trouveraient  les 
racines  en  question. 

Si,  par  exemple,  on  avait 

et  qu'on  prit  pour  (2)  l'équation  d'un  cercle  situé  tout  en- 
tier au  delà  de  la  parallèle  à  l'axe  des  j^,  dont  la  dislance  à 
^origine  serait  plus  grande  que  (4)9  les  deux  courbes  ayant 
pour  équations 

?(*>r)  =  o     et     î»(.r,^)  -+-(x— i)(.r— 3)(x  — 4)  =  o 

ne  se  couperaient  pas  et,  cependant,  en  éliminant  j^  entre 
leurs  équations,  on  obtiendrait  l'équation  proposée 

(a:  —  i)  (a:  —  3)  (*  —  4)  =  o> 

dont  les  trois  racines  sont  réelles. 

282.  Remarque,  —  D'après  les  observations  précédentes, 
on  voit  qu'il  serait  avantageux  de  prendre  pour  l'un  des 
lieux  par  le  moyen  desquels  on  veut  construire  les  racines 
réelles  d'une  équation,  une  courbe  qui  s'étendit  indéfini- 
ment dans  le  sens  des  a?,  sans  aucune  discontinuité,  et  dont 
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Téquation,  pour  aucune  valeur  de  x,  ne  donne  des  valeurs 
imaginaires  dey.  Prenons  pour  exemple  Téquation 

(i)  tangx  —  axz=zOf 

et  pour  équation  du  premier  lieu 

(a)  y-~ax  =  Oy 

m 

qui  représente  une  ligne  droite,  qui  s*étend  îndéGniment 
du  côté  des  X  positifs  et  négatifs,  et  n'offre  aucune  discon- 
tinuité. 

Prenons  maintenant  pour  premier  membre  de  la  seconde 
équation  celui  de  l'équation  (a)  diminué  de  celui  de  l'é- 
quation (i),  le  terme  ax  disparaîtra,  et  Ton  aura 

(3)  X  —  tang*  =  o. 

Les  solutions  communes  aux  équations  (2),  (3)  seront  les 
racines  de  Féquation  (i);  et  les  valeurs  de  y  correspon- 
dantes aux  racines  réelles  de  (i)  étant  tirées  de  (a)  seront 
nécessairement  réelles  et  uniques.  Elles  correspondront 
donc  à  des  points  de  rencontre  des  deux  lieux;  et,  par  con- 
séquent, leur  intersection  fera  connaître  toutes  les  racines 
réelles  de  la  proposée. 

CONSTRUGTIOir    DES    RÀCIlfES    RÉELLES    DES    ÉQUATIONS   DU 
TROISIÈME    ET    DU    QUATRIEME    DEGRÉ. 

283.  Il  suffira  de  considérer  l'équation  du  quatrième  de- 
gré, puisqu'elle  renferme  celle  du  troisième  ;  et  la  manière 
la  plus  simple  d'y  faire  rentrer  cette  dernière  'consiste  à 
multiplier  ses  deux  membres  par  x\  on  introduit  ainsi  la 
racine  zéro,  dont  on  ne  tiendra  aucun  compte. 

Occupons-nous  donc  de  Téquation  du  quatrième  degré, 
dont  les  racines  peuvent  se  construire  au  moyen  de-courbes 
très-simples.  On  pourra,  dans  tous  les  cas,  en  faisant  dis- 
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paraître  le  second  terme,  lui  donner  la  forme  suivante  : 

(i)  jc* -^px^-^  qx -\- rz=o. 

Si  nous  posons 
(2)  *»=  kjr, 

et  que  nous  combinions  cette  équation  avec  la  proposée, 
nous  trouverons 

^iji  ^_  p^jr  H-  ^x  H-  r, 

ou,  en  divisant  par  A*, 

f^'  ^'-^T-^lî  +  7^  =  °' 

et  il  est  évident  que  cette  dernière  reproduirait  (i)  si  l'on 
remettait  x*  au  lieu  de  ky^  puisque  c'est  en  remplaçant  a:* 
par  jr  qu'on  a  eu  (3).  Le  résultat  de  Télimination  dej^  entre 
(a)  et  (3)  est  donc  la  proposée^  et  il  n'y  a  ni  solutions 
étrangères,  ni  solutions  perdues.  On  voit  de  plus  que  toutes 
les  solutions  réelles  de  (i)  portées  dans  (2)  donneront  cha- 
cune une  valeur  réelle  et  unique  pourj^,  d'où  résultera  un 
point  d'intersection  des  deux  lieux  (a),  (3).  La  recherche 
des  racines  réelles  de  l'équation  (i)  est  donc  entièrement 
ramenée  à  celle  des  abscisses  des  points  de  rencontre  de  ces 
lieux. 

L'équation  (2)  représente  une  parabole  dont  le  sommet 
est  à  l'origine ,  qui  a  pour  axe  Taxe  desj^  positifs  et  k  pour 
paramètre. 

L'équation  (3)  en  représente  une  autre  dont  l'axe  est 
parallèle  à  l'axe  des  x;  les  coordonnées  de  son  sommet  ont 
pour  valeurs 

P  P*^^^ 

Le  sens  de  Taxe  est  celui  des  x  positifs  si  q  est  négatif,  et 
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des  X  négatifs  si  q  est  positif  :  son  paramètre  est  la  valeur 
absolue  de  -^  • 

Mais  cette  seconde  parabole  peut  être  remplacée  par  un 
cercle  ^  ce  qui  conduira  à  une  construction  plus  facile.  Eu 
effet,  si  on  ajoute  les  équations  (a)  et  (3),  celle  que  Ton 
obtiendra  pourra  remplacer  identiquement  la  dernière;  et 
l'on  trouvera  ainsi  la  suivante  : 

(4)        j,.4_*.+  ^|_a)  j.  +  -|j*+^  =  o, 

équation  d'un  cercle  qui,  par  son  intersection  avec  la  para- 
bole  (a),  fera  connaître  toutes  les  racines  réelles  de  la 
proposée  (i). 

C'est  ainsi  que  Ton  construira  les  problèmes  célèbres  de 
la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  deTangle,  des  deux 
moyennes  proportionnelles,  etc.  D^ autres  constructions 
pourraient  encore  y  être  appliquées. 

On  simplifiera  Téquation  (i)  en  choisissant  Tindéter* 

rainée  h  de  manière  que  Ton  ait  j  — Ar  =  o  ou  k=  ^] 

mais  cela  ne  sera  possible  que  si  p  est  positif.  Dans  ce 
cas  Téqualion  (4)  ^  réduit  à 

g           r 
r*  4-  X»  -h  -  X  H =10. 

P  P 

Le  centre  du  cercle  sera  sur  l'axe  des  x,  et  aura  pour 

abscisse ^  •  La  valeur  du   rayon  sera  ^^ ^  »  et 

serait  imaginaire  si  Ton  avait  y*  —  ^pr<^o\  mais  alors 
l'équation  proposée  n'aurait  pas  de  racine  réelle;  car, 
d'après  les  conditions  p^o  y*  —  ^pr<C.o^  px^-^qx-^-r 
serait  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  et  le  premier 
membre  de  (i)  ne  pourrait  être  nul  pour  aucune  valeur 
réelle  de  x. 
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284.  Forme  particulière  des  équations  des  deux  lieux. 
—  L'équalion  proposée  étant 

(0  F(a:)  =  o,        . 

il  est  souvent  avantageux  de  prendre  pour  les  équations  des 
deux  lieux 

La  première  construit  une  courbe  dont  les  points  d'in- 
tersection avec  Taxe  des  x  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  la  proposée. 

En  nous  bornant  au  cas  où  Ton  a 

la  courbe  (2)  s^étend  d'une  manière  continue  depuis 
X  =  —  QO  jusqu'à  x=  co\et  k  chaque  abscisse  il  ne  cor- 
respond qu'une  seule  ordonnée. 

La  considération  de  cette  courbe  a  conduit  Fourier  à 
des  procédés  très-ingénieux  pour  la  séparation  ou  Ta pproxi- 
matioQ  des  racines  réelles.  On  pourrait  sans  doute  se  pas- 
ser de  ces  secours  de  la  géométrie,  mais  ils  font  souvent 
découvrir,  à  la  seule  inspection  de  la  figure,  des  rapports 
qu'on  aurait  difficilement  aperçus  en  restant  dans  l'abs- 
traction pure.  * 

Ainsi,  par  exemple,  la  simple  vue  de  la  courbe  (a) 
montrant  qu'entre  deux  points  consécutifs  de  rencontre 
avec  Taxe  des  x,  l'ordonnée  part  de  zéro  pour  revenir  d'une 
manière  continue  à  zéro,  on  conclut  facilement  qu*elle 
passe  par  une  valeur  absolue  plus  grande  que  toutes  les 
autres;  que,  par  conséquent,  si  on  mène  une  parallèle  à  Taxe 
des  X  par  l'extrémité  de  cette  ordonnée,  la  partie  de  la  courbe 
que  l'on  considère  est  tout  entière  comprise  entre  l'axe 
des X  et  cette  parallèle  qui,  par  conséquent,  lui  est  tan- 
gente. On  conclut  de  là  qu'en  ce  point  on  a  F'(x)  =  o, 
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puisque  V{x)  est  la  tangente  trigonométrîque  de  Tîncli- 
naison  dé  la  tangente.  Or  cette  conséquence  n'est  aatre 
chose  que  le  théorème  de  RoUe  qui  s'énonce  ainsi  : 

^  Entre  deux  racines  réelles  consécutiues  d^une  équa- 
tion, il  y  a  toujours  une  racine  réelle  de  sa  dénuée,  — 
Je  n'entrerai  pas  dans  plus  de  détails  à  ce  sujet,  et  je  me 
bornerai  à  recommander  Tétude  des  ouvrages  spéciaux,  sur^ 
tout  de  ceux  de  Fourier. 

S85.  Démontrons  maintenant  un  théorème  général,  dont 
les  applications  sont  innombrables,  et  qui  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Soit  F  (  x)  une  fonction  quelconque,  continue  entre  x=a 
etx  =  i,  &  étant  la  plus  grande  des  deux  limites.  Si  Ton 
partage  l'intervalle  b  —  a  en  subdivisions  h  qui  décrois- 
sent indé6niment  suivant  une  loi  quelconque,  puis  que  ron 
multiplie  chacune  des  valeurs  de  F(j:)  correspondantes 
par  la  subdivision  qui  la  précède  ou  par  celle  qui  la  suit  : 

1°  La  somme  de  ces  produits,  ou,  d'après  une  notatioa 

b 

déjà  employée^ ^  F  {x)  A,  tend  vers   une  limite   unique, 


a 


quelle  que  soit  la  loi  des  subdivisions  ] 

iÀ°  Cette  limite,  considérée  comme  fonction  de  &,  a  pour 
dérivée  F(i);  et  considérée  comme  fonction  de  a,  elle  a 
pour  dérivée  —  F (  a ) . 

La  vérité  de  ces  diverses  propositions  s'aperçoit  înimé- 
diatement  en  considérant  la  courbe  qui  a  pour  équation 

r  =  F(a:), 

et  qui  est  continue  entre  les  abscisses  a  et  b. 

En  effet,  les  produits  indéfiniment  décroissants  dont  il 
s'agit,  seront  la  mesure  de  rectangles  ayant  pour  bases  les 
subdivisions  de  b  —  a,  et  pour  hauteurs  les  ordonnées 
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correspondantes  de  la  courbe.  Or  nous  avons  démontré 
dans  la  géométrie  que  la  somme  de  ces  produits  a  pour 
limite  Taire  comprise  entre  Taxe  des  x^  les  ordonnées 
extrêmes  et  Tare  de  la  courbe,  quelle  que  soit  la  loi  des 
subdivisions  de  &  —  a,  pourvu  qu'elles  décroissent  toutes 
indéGniment.  La  première  partie  du  tbéorème  est  donc 
démontrée. 

Si  maintenant  on  considère  la  plus  petite  limite  a  comme 
constante,  et  b  comme  variable,  et  qu'on  fasse  croître  b 
d^ane quantité  infiniment  petite  A,  l'accroissement  de  l'aire 
sera  comprise  entre  deux  rectangles  dont  le  rapporta  pour 
limite  i  ;  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  Taire 
à  h  est  donc  la  même  que  de  Tun  quelconque  de  ces  rec- 
tangles à  h\  elle  est  donc  F(i),  comme  il  fallait  le  dé- 
montrer. 

Enfin,  si  on  regarde  b  comme  constant  et  a  comme  va- 
riable, l'accroissement  de  Taire  sera  négatif,  et  par  les 
mêmes  raisonnements  on  trouvera  —  ^(f^)  pour  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  de  Taire  k  celui  de  a  :  ce  qui 
démontre  la  dernière  partie  du  théorème. 

288.  Application  de  la  géométrie  à  la  détermination 
de  la  limite  de  la  somme 

—  00 

Cette  limite  très-importante  peut  être  obtenue  par  des 
considérations  purement  algébriques  ;  mais  la  géométrie  en 
facilite  beaucoup  la  recherche. 

Nous  ne  la  considérerons  pas  comme  mesurant  Taire  de 
la  courbe  dont  Téquation  serait 


y  —  e 


-X» 
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mais  comme  servant  à  mesurer  le  volume  compris  entre 
le  plan  des  x  et  jr^  et  la  surface  de*r^volution  ayant  pour 
équation 

On  remarquera  pour  cela  que,  si  on  conçoit  les  limites 
des  deux  sommes  identiques 

et  qu'on  les  multiplie,  on  aura  la  limite  du  produit  de  ces 
deux  sommes.  Or  les  produits  des  éléments  qui  les  com- 
posent, mesurent  des  parallélépipèdes  qui  peuvent  être 
considérés  comme  les  éléments  du  volume  indéfini  dans 
tous  les  sens,  qui  est  compris  entre  le  plan  YX  et  la  «uiface 
ayant  pour  équation 

Le  produit  des  limites  des  deux  sommes,  ou  le  carré  de 
la  quantité  cherchée,  est  donc  la  mesure  de  ce  volume,  et, 
par  conséquent,  c'est  à  cette  dernière  recherche  que  la 
question  est  ramenée. 

Or  la  forme  de  la  surface  qui  le  termine  permet  une  dé- 
composition plus  commode  que  la  première;  et  c'esl  en  cela 
que  consistera  l'avantage  que  procurera  la  géométrie. 

Le  plus  ordinairement  on  décompose  le  solide  de  révolu- 
tion qu'on  veut  mesurer,  par  des  plans  infiniment  voisins, 
perpendiculaires  à  son  axe  \  mais  on  peut  aussi  le  décompo- 
ser par  des  surfaces  cylindriques  infiniment  voisines,  ayant 
même  axe  de  révolution  que  le  solide;  et  c'est  ce  dernier 
mode  qui  sera  le  pins  avantageux  dans  la  question  actuelle. 

En  effet,  si  on  désigne  par  r  et  r  +  A  les  rayons  de  deux 
de  ces  surfaces,  le  volume  compris  entre  elles  aura  pour 

mesure  airr/ie'^'^ ,  en  négligeant  une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  celle-ci. 
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Or,  si  Ton  pose  r*  =  u,  on  observera  que,  quand  r 
croit  de  A,  l'accroissement  de  r'  ou  de  u  est  arA,  en  négli- 
geant une  quantité  infiniment  petite  relativement  à  lui. 
Prenant  donc  arA  pour  Taccroissement  que  prend  m,  quand 
on  passe  d^ une  surface  cylindrique  à  la  suivante,  et,  le  dési- 
gnant par  A*,  on  pourra  regarder  le  volume  cherché  comme 
la  limite  de  la  somme 

la  dernière  variable  u  partant  de  zéro  et  croissant  indéfi- 
niment. 

00 

Mais  on  sait  que  la  limite  de  ^g"""/:  est  l'unité^  le  vo- 

o 

lame  a  donc  pour  mesure  7r«  Or  cette  mesure  est  le  carré 
de  la  quantité   cherchée  :  cette  dernière    est  donc  égale 

Et  il  est  évident  que  si  on  demandait  la  limite  de  la  somme 
en  faisant  passer  a:  de  zéro  à  Finfinî,  au  lieu  de  le  prendre 
de  —  00  à   +  OD  ,  on  aurait  un  résultat  moitié  moindre, 

287.  jiutre  application,  —  Considérons  la  limite  de  la 
somme 

X 

(I)  ^Y{x,a)h, 


'o 


a  désignant  une  quantité  indépendante  àe  x\h  la  diffé- 
rence de  deux  valeurs  consécutives  de  x^  Xo  et  X,  les 
limites  entre  lesquelles  x  varie;  et  ¥  [x^  a)  une  fonction 
continue  arbitraire  de  x  et  de  la  constante  a, 

La  limite  de  l'expression  (i)  dépend  de  a  et  des  limitesxo 
et  X,  mais  la  variable  désignée  par  x  n'y  entre  évidemment 
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plus.  Quant  aux  limites  Xo  et  X,  elles  peuvent  dépendre 
de  a,  ou  en  être  indépendantes. 

Cela  posé,  la  limite  de  (i)  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  de  a  que  nous  désignerons  par  y*  (a)  ;  et  Ton 
peut  se  proposer  de  trouver  sa  dérivée  par  rapport  à  a,  con- 
sidéré comme  variable,  et  regardant  comme  constantes 
toutes  les  autres  quantités  qu^elIe  renferme,  et  qui  ne  dé- 
pendent pas  de  a. 

Il  faudra  pour  cela  supposer  que  a  croisse  de  A*,  cher- 
cher Taccroissement  correspondant  de  y  (a),  puis  la  limite 
de  son  rapport  à  k.  Nous  commencerons  par  examiner  le 
cas  où  Xq  et  X  ne  dépendent  pas  de  a ,  et  en  second  lieu  le 
cas  où  elles  en  sont  des  fonctions  quelconques. 

1°  Les  quantités  Xo,  X  sont  des  constantes  données;  ei 
f(a)  peut  être  considérée  comme  Taire  comprise  entre  la 
courbe,  dont  Téquation  serait 

l'axe  des  x  et  les  ordonnées  correspondantes  aux  ab- 
scisses Xo,  X. 

Soit   {fig.  66)  Xo=AB,  X  =  AC,  f(a)  sera  l'aire 

Fig.  66. 


BMM/C.  Supposons  maintenant  qu'on  donne  è  a  un  ac- 
croissement déterminé  k^f(a-^k)  sera  Taire  comprise 
entre  les  mêmes  ordonnées  indéfinies,  la  même  base  BC,  et 
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une  nouvelle  courbe  dont  l'équation  serait 

soit  celte  aire  B/n  m'C. 

La  différence  Mm/n'M'  de  ces  deux  aires  sera  TaccrGis- 
sement  de/'(a) -,  et  la  dérivée  cherchée  sera  la  limite  du 
rapport 


M/w  m' M' 

k 

Evaluons  maintenant  l'aire  Mm'm'M'  pour  une  valeur 
déterminée  quelconque  de  Âr.  En  la  décomposant  par  une 
suite  dWdonnées  infiniment  voisines,  on  pourra  la  consi- 
dérer comme  la  limite  d'une  somme  de  rectangles  ayant 
pour  bases  les  subdivisions  PQ  de  BC,  et  pour  hauteurs 
les  différences  RS  des  ordonnées  correspondantes  ou 
F(a:,a  -I-  A)  —  F(j:,fl).  Ces  rectangles  auront  pour  expres- 
sion générale,  en  désignant  PQ  par  a, 

[F(x,  a  +  A')  — F{ar,  û)]a. 

Mais,  d'après  la  formule  donnée  précédemment  pour 
l'expression  de  Taccroissement  d'une  fonction  d'une  quan- 
tité a,  à  laquelle  on  donne  un  accroissement  A,  nous  aurons, 
en  désignant  par  F'(a)  la  dérivée  de  V[x^a)  par  rap- 
port à  a, 

F(x,  fl-h  ^)  — F(.r,  a)zz:/[F'(fl)-|-w], 

<i)  étant  une  quantité  qui  tendrait  vers  zéro  avec  A. 
L'expression  générale  des  rectangles  RS  sera  donc 

et  Faire  M/w  m'M'  sera  la  limite  de  leur  somme 

son  rapport  à  A"  sera  donc  la  limite  de 

2a[F'(«)+o.]. 

a3 
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Si  maintenant  on  suppose  que  k  tende  vers  zéro,  il  en 
sera  de  même  de  &>,  et  d'après  le  principe  fondamental  des 
infiniment  petits,  on  n'altérera  pas  celte  limite  en  suppri- 
mant a  o)  qui  est  infiniment  petit  par  rapport  à  dcF(â). 

D*ou  il  suit  que  la  limite  du  rapport 7 >  ou  la  déri- 
vée par  rapport  à  a  de  la  limite  de 

X 

est 

X 


On  obtient  donc  la  dérivée  par  rapport  à  a  de  la  limite 

de  la  somme  en  substituant  à  la  fonction  sous  le  sigoeT 

sa  dérivée  par  rapport  à  a,  et  faisant  la  sommation  entre  les 
mêmes  limites, 

a^  Supposons  maintenant  que  les  limites  x«,  X  dépen- 
dent de  a,  et  que  Ton  ait 

f  et  <f/  désignant  des  fonctions  données. 

Soit  BMM'  C  (fig*  67  )  la  limite  que  nous  avons  désignée 


Fig.  67. 


,    m'_ 


pary^(a).  Lorsque  a  variera  de  ft,  Tordonnée  F(x,  0]  de- 
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viendra 

mais  les  limites  Xo  et  X  varieront  elles-mêmes,  et  la  fonc- 
tion y*(a  +  k)  sera  représentée  par  Faire 

B'  m  w'  C, 

BB'  et  ce  étant  respectivement  les  accroissements  de  x^ 
et  X  quand  on  y  change  a  en  a  +  A:. 

La  dérivée  de  la  fonction  /*  (a),  par  rapport  à  a  sera 
donc  la  limite  du  rapport 

B'  m  lïi'  C  —  BMM'  C               Dmm'CCM'—  BMDB' 
ou • 

Mais  sans  changer  la  limite  de  ce  rapport,  on  peut  ajou- 
ter ou  retrancher  au  numérateur  des  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  k.  Si  donc  nous  prolongeons  les  or- 
données BM,  CM'  jusqu'à  la  rencontre  de  la  seconde  courbe 
enfA,  [i\  nous  pourrons  ajouter  l'aire  MfimD]  et  si  Af  est 
le  point  de  rencontre  de  m'C  avec  la  première  courbe  MM' 
prolongée,  nous  pourrons  ajouter  Taire  M'/ji'm'M'^  Le 
dernier  rapport  se  trouvera  ainsi  remplacé  par 

M  f*  f*'  M'  4-  CM'  M^  C  —  BMDB' 
J ' 

et  sa  limite  sera  la  dérivée  cherchée. 
Or  elle  peut  se  décomposer  en  trois  autres. 
La  première, 


n'est  autre  chose  que  celle  que  Ton  obtiendrait  en  suppo- 
sant qu'on  ne  fit  pas  varier  0:09  X,  et  que  nous  venons  de 
calculer. 

La  seconde, 

,.     CM'M^C 

lim ; ï 

A' 

23. 
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est  égale  à 

lim ; > 

ce 

M'M  '  étant  menée  parallèle  à  AX,  ou  à  CM'  lim  —9  ou 

enfin  à 

F(X,a)f(a). 

De  même  la  troisième , 

lim  BMDB', 

sera  égale  à 

Y(x.,a)^'(a). 

La  dérivée  de  la  fonction  proposée  par  rapport  i  a  sera 

donc 

X 

lim  2  ^'(«)^  -♦-  P(X,  «)f  (fl)  —  F(x.,  a)  ff'(a). 


'. 


288.  Nous  pourrions  multiplier  indéfiniment  les  exem- 
ples de  l'utilité  dont  la  géométrie  peut  être  à  la  science  des 
nombres.  En  étudiant  les  ouvrages  remarquables  qui  ont 
paru  depuis  le  commencement  de  ce  siècle  sur  la  géométrie 
pure,  on  reconnaîtra  combien  les  beaux  théorèmes  qu'ils 
renferment^  traduits  en  formules,  ont  pu  et  pourront  encore 
donner  des  résultats  utiles  à  la  science  pure  des  nombres, 
résultats  qui,  une  fois  trouvés  par  cette  voie,  pourraient 
ensuite  être  établis  directement,  sans  le  secours  de  la  géo- 
métrie. Mais  nous  craindrions  de  fatiguer  le  lecteur  en  en- 
trant dans  trop  de  détails  dans  un  ouvrage  qui  a  surtout  en 
vue  les  généralités  et  la  liaison  des  théories. 

Nous  terminerons  cette  seconde  Partie  de  l'ouvrage,  par 
l'application  réciproque  de  la  science  des  nombres  et  de  la 
trigonométrie  par  l'intermédiaire  des  imaginaires. 


CHAPITRE  XVIL 

INTRODUCTION  DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES  DANS  LES 
FORMULES  TRIGONOMÉTWQUKS. 


289.  Noas  avons  vu  précédemment  comment  s'étaient 
présentées  d'abord  les  expression^  imaginaires  comme  so- 
lutions d'équations,  de  quelle  manière  ^Ues  y  satisfai- 
saient, et  comment  elles  pouvaient  servir  à  la  généralisa- 
tion des  théorèmes  relatifs  aux  racines  des  équations  et  à 
la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs.  Nous  allons 
voir  maintenant  quels  avantages  ces  expressions  peuvent 
offrir  dans  des  transformations  dépendant  des  lignes  trigo- 
nométriques. 

290.  Si  Ton  fait  le  produit  de  deux  expressions  de  la 

forme  cosa  -+-  y— i  sina  et  cosi  H-  ^ —  i  sine,  aeib  dé- 
signant des  arcs  quelconques  positifs  ou  négatifs,  et  les 

opérations  sur  ^ —  i  s 'effectuant  comme  nous  savons,  on 
trouve  pour  résultat 


cosiicos^  —  sinn  sin^  +  ^ — i  {sïnacosb  +  sinàcosa), 

dont  la  partie  réelle  est  cos  (a  +  &),  et  la  partie  imaginaire 

^ —  I  sin  [a  4-4). 
On  peut  donc  écrire  la  formule  générale 

{cosa  4-  ^ — I  sin«)  ( cos  b  •+■  ^ — i  sin  b  ) 
=  cos(«  -h  ^)  -♦-  ^—i  sin(fl  -f-  b), 

puisque  nous  venons  de  reconnaître  que  les  parties  réelles 
des  deux  membres  étaient  identiques,  ainsi  que  les  parties 
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imaginaires  ;  et  nous  n^aurions  pas  pu  Técrire  sans  cela, 
puisque  nous  avons  posé  en  principe  qu^on  n'écrivait  ja- 
mais une  équation  A  4-  B  ^—  i  =  A'  4-  B'  ^ —  i  qu'après 
avoir  reconnu  qu'on  avait  Acs  A'  et  B  =  B'* 

Si  maintenant  on  multiplie  le  produit  obtenu  par  un 

troisième  facteur  semblable  cosc  +  ^ — i  sin  c,  on  aura 
pour  produit  une  expression  de  même  forme,  dans  laquelle 
l'arc  sera  la  somme  des  deux  arcs  a+  &  et  c,  de  sorte  que 
Ton  peut  écrire  cette  nouvelle  formule 

(cosa-f-y^ — I  sina)  {cosb  -f-  ^^  sin  A)  (cosc  4-^—1  sine) 
=  ces  {a -{- b  -^  c) -¥-  ^ — I  dn  (fl  4-  ft  4-  c), 

parce  qu'il  est  démontré  d*avance  que  la  partie  réelle  est  la 
même  que  dans  les  deux  membres,  ainsi  que  la  partie  ima- 
ginaire. Et  il  est  indifférent  de  quelle  manière  on  eiïec- 
tuftra  le  produit  des  facteurs  binômes  du  premier  membre, 
et  qu'on  réduise  les  termes  réels  en  cos  (a4-  &)  ou  qu'on 
les  laisse  tels  que  la  multiplication  les  donne,  c'est-à-dire 
sous  la  forme  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  i  ;  et  de  même  pour 

les  termes  imaginaires.  Le  nombre  des  facteurs  v^ —  i  qui 
entreront  dans  les  termes  du  produit  définitif  sera  toujours 
le  même*,  ces  termes  seront  donc  les  mêmes:  il  pourra  seu- 
lement y  avoir  avantage  à  les  grouper  d'une  certaine  ma- 
nière^ qui  permettra  des  réductions  ou  transformations 
propres  à  donner  une  forme  plus  simple  au  résultat. 

En  reproduisant  des  calculs  analogues  sur  un  nombre 
quelconque  de  binômes  de  même  forme,  on  obtiendra  la 
formule  suivante,  dans  laquelle  il  est  démontré  d'avance 
que,  de  quelque  manière  qu'on  effectue  les  multiplications, 
les  parties  réelles,  sont  les  mêmes,  ainsi  que  les  parties  ima- 
ginaires, 

(  (cosa  -h  v/— isina) (cos^ 4- ^~isin^)...(oos/»  4-  ^ — isin^) 
(       ==cos(a4-*  4-. .  .4-/?)  ^— I  sin  («4-^  4-.  ..4-/>)« 
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Et  il  est  inutile  de  considérer  à  part  les  expressions  de  la 

forme  cosa  —  yf—i  sin  a,  puisqu'elles  sont  comprises  dans 
les  premières,  en  les  écrivant  ainsi  : 

co$(  —  a  )-f-  ^ —  I  sin  ( —  a), 

et  comme  Téquation  (i)  donnera 

(cosa  -\-^—isïna)  [cos(— a)  -\-\J—i  sin(— a)j 
=  coso  -h  v^~  I  sino=  i, 

il  s'ensuit 


cos  a  —  ^ —  I  sina  = 


^v'^ 


cosa  -f- V  —  I  smtf 


291.  Tout  cela  est  évident  et  incontestable;  mais  on 
peut  se  demander  à  quoi  peuvent  servir  ces  fictions  de 
calculs  qui  ne  semblent  qu'un  amusement  bizarre,  qui 
n'offre  de  remarquable  que  la  simplicité  du  résultat  com- 
parée à  la  multitude  des  matériaux  qu'il  a  fallu  combiner. 
N^y  a-t-il  autre  chose  que  dans  ces  jeux  d'enfants  où,  avec 
un  grand  nombre  de  pièces  de  toutes  formes,  on  parvient  à 
construire  des  figures  qui  surprennent  par  leur  élégance 
et  leur  régularité?  A  ces  questions,  qu'il  semble  naturel  de 
s'adresser,  il  faut  une  réponse  nette  et  précise. 

L'avantage  que  l'on  peut  retirer  de  la  formule  (i)  con- 
siste en  ce  qu'elle  fait  connaître  le  développement  du  cosi- 
nus et  du  sinus  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
d'arcs  positifs  ou  négatifs  par  la  multiplication  d'un  égal 
nombre  de  binômes.  Or  un  produit  de  ce  genre  est  soumis 
à  des  lois  simples  qui  permettent  de  le  former  plus  facile- 
ment que  les  développements  du  sinus  et  du  cosinus  de  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  d'arcs.  Ainsi,  en  dési- 
gnant par  m  le  nombre  de  ces  arcs,  le  groupe  général  du 
produit  s'obtiendra  en  faisant  toutes  les  combinaisons  nkn 
des  seconds  termes  des  binômes,  et  multipliant  chacune 


36o  ÉTÇDE   DBS    COURBES. 

d'elles  par  les  m—- /i  premiers  termes  des  autres  binômes. 
Le  calcul  des  termes  e^t  donc*  ramené  d^une  manière  r^- 
lière  à  la  simple  théorie  des  combinaisons.  Ceux  qui  ren- 
fermeront un  nombre  pair  des  seconds  termes  seront  réels 
et  constitueront  le  développement  de  cos  (a4-i-+-c...-4-y7); 

le  coefficient  de  V — ^9  dans  les  autres,  constituera  ce- 
lui de  sin(a-+- i  H-c. . .  4-/^).  Tel  est  donc  Tavantage 
de  la  remarque  qui  a  conduit  à  la  formule  (i),  et  qui  pou- 
vait paraître  d'abord  tout  à  fait  dénuée  d'intérêt  scienti- 
fique. Elle  conduit  à  deux  formes  différentes  d'une  même 
chose,  et  la  transformation  qu^elle  fournit  est  d'une  notable 
utilité. 

Pour  rendre  cette  utilité  bien  évidente,  appliquons 
la  formule  (i)  au  cas  très -particulier  où  tous  les  arcs 
a,  b^Cj. . .  p  seraient  égaux;  elle  devient  alors 

(  2)  (cosa  -h  ^ — I  sina  )"  =  cos  ma  -h  ^ — i  sin  ma» 

Or,  dans  le  cas  de  binômes  égaux,  le  produit  s'exprime 
par  une  formule  très-simple,  et  le  terme  général  sera 

m(iii  — 1).  ..(iw  —  « -f-i)  ,. .« 

I  .2.  .  •/! 

On  aura  donc ,  en  égalant  la  partie  réelle  k  cos  ma  ei  le 
coefficient  de  ^ —  1  à  sin  ma, 

^    mfm—i)     ^,^,     .  , 
cos  ma  =  cos*  a  — ^ coaf^'  a  sin*  a 

2 

m(m  —  t)(m  —  2)f/if  —  3)       ^_      .  , 
H ^ ^-î — ~ i-co$*-^asm*ii— ..., 

I . 2.3. . .4 

-_.      •  w{iii  — i)(/ii  — 2)       «^      .  ,     , 

SlD;7ia=/IICOS'"~*'lISlDA -^—:: cos"'^<ïsm*fl  -+-... f 

1.2. . .3 

formules  auxquelles  on  pourrait  parvenir  par  des  procédés 
différents,  mais  moins  simples. 

Le  dernier  terme  de   chacun  de   ces   développements 
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?arie  suivant  que  m  est  pair  ou  impair;  nous  laissons  de 
côté  ces  détails. 

On  voit  avec  quelle  facilité  les  formules  générales  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  d'un  arc  se  déduisent  d'une 
remarque  qui  pouvait  sembler  puérile,  mais  dont  l'effet  a 
été  de  présenter  une  même  chose  sous  deux  formes  très- 
différentes.  Or  la  transformation  des  expressions  est  une 
des  plus  grandes  ressources  de  l'analyse. 

292.  La  formule  (2)  n^est  encore  démontrée  que  pour  m 
entier  et  positif.  L'avantage  que  nous  en  avons  déjà  tiré 
doit  faire  penser  qu'on  en  trouverait  d'autres  encore  si  on 
pouvait  la  généraliser. 

Or  on  reconnaît  immédiatement  que,  puisqu'en  multi- 
pliant Tare  par  un  nombre  entier,  on  élève  cosa^ —  1  sina 
à  la  puissance  m;  si  on  divisait  a  par  un  entier  tz,  l'ex- 
pression cos  — h  ^ —  I  sin  -  serait  une  racine   n'*'"'   de 


cosa  -H  ^ —  I  sin  a.  Car  la  formule  (a),- s'appliquani  à 
toas  les  arcs,  s'applique  à  -9  et  par  conséquent  la  puissance 

n  de  cos  — h  J —  i  sin  -  est  cosa  -f-  J —  1  sinn. 
n       ^  n  ^ 

Maintenant  la  puissance  p  de  cette  racine  n'^"*'  s'obtien- 
dra en  multipliant  l'arc  -  par  p  \  donc  la  puissance  p  d'une 


n 

P 
n 


racine  n'*"^  de  cos  a -4-  ^ —  1  sina  ou  une  puissance  -  de 


ce  binôme  s'obtient  en  multipliant  l'arc  a  par  -•  La  for- 
mule (2)  a  donc  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  m. 

Elle  a  encore  lieu  si  m  est  négatif.  Car  soit  m  =  —  /», 
n  étant  positif.  En  entendant  toujours  les  exposants  néga- 
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tifs  comme  précédemment,  on  aura 
(cosfl  -4-v^— I  sina)* 


[cosa  -4-  ^ — isinfl  )"        cos/ia  -4-  ^ — i  sînna 
=  cosna  —  ^ —  I  sinna  =  ces  ( —  na )  H-  ^ —  i  sin  (—  na) 
=  cos  ma  -h  ^ — isinma^ 

ce  qui  prouve  que  la  formule  (a)  est  vraie  pour  tous  les 
nombres  négatifs,  et  par  conséquent  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  m. 

Cette  importante  formule,  dont  nous  allons  faire  quel- 
ques applications,  a  été  découverte  par  Moivre,  et  le  nom  de 
ce  célèbre  géomètre  y  est  resté  attaché.  Elle  abaisse  d'un 
degré  les  opérations  de  multiplication,  division,  élévation 
aux  puissances  et  extraction  de  racines  sur  les  expressions 

de  la  forme  cosa  +  ^ —  i  sin  a  ]  propriétés  analogues  à 
celles  des  exponentielles. 

293.  Application  des  mêmes  formules  au  déueloppe- 
ment  de  cos"'j:  et  de  sin*" a:. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  de  développer 
une  puissance  entière  et  positive  du  sinus  et  du  cosinus 
d'un  arc  quelconque,  au  moyen  des  premières  puissances 
des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  cet  arc. 

Occupons-nous  d^abord  du  cosinus. 

L'artifice  qui  conduit  le  plus  simplement  à  Texpression 
cherchée  consiste  à  remplacer  cosx  par  la  demi-somme 

des  binômes  cos  jp+  y/ — i  sinx  et  cosx —  ^ — i  sin  a:, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  remplacer  a  cos  x  par 

(i)  (cosor  -+-  ^— i  siax)  -4-  (cosx  —  ^ — i  sinj:), 

qui  n'est  autre  chose  que 
(2)  2cosx-f-^ — I  (sinx  —  sin^), 

c'est-à-dire  identiquement  2  cosx. 
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Voyons  maintenant  les  avantages  que  peut  offrir  Tex- 
pression  (i)  pour  Tobjet  que  nous  avons  en  vue,  qui  est 
d'avoir  la  puissance  m'^*"'  de  cos  x  ou  de  si  cos  x  au  moyen 
des  sinus  on  cosinus  des  multiples  de  x.  Or  il  est  évident 
que  si  on  développe  la  puissance  m  du  binôme  (i)  suivant 
la  formule  ordinaire,  les  termes  se  composeront  du  pro- 
duit d'une  puissance  du  premier  terme  de  (i)  par  une 
puissance  du  second;  et  par  la  formule  précédente  ces 
puissances  s^exprimeront  par  les  cosinus  et  sinus  des  mul- 
tiples de  X.  De  plus,  il  ne  subsistera  jamais  que  la  puis- 
sance de  Tun  des  deux  termes  de  (i),  parce  que  le  produit 
des  deux  Tun  par  Tautre  est  Tunité.  Il  résulte  de  là  que 
chaque  terme  de  la  puissance  m  de  (i)  renfermera  au  pre- 
mier degré  seulement  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 
de  X.  Et  comme  deux  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
dans  le  produit  ont  le  même  coefficient  et  seront  en  x  de  la 

forme  cos  px  +  yj — i  sîn  px  et  cos  px  —  yj — i  sin  px , 
leur  somme  se  réduira  à  ncospx  multiplié  par  ce  coeffi- 
dent,  et  le  problème  sera  résolu. 

La  forme  (i)  est  plus  avantageuse  que  (3),  par  les  rai- 
sons que  nous  venons  de  donner  ;  mais  cette  dernière  don- 
nerait évidemment  les  mêmes  termes  que  Tautre,  si  on 
s'interdisait  dans  l'une  et  Fautre  les  réductions,  et  qu'on 
développât  les  puissances  de  sin  x  —  sin  x  qui  sont  toutes 
nulles,  et  dont  par  conséquent  on  est  maître  de  conserver 
celles  qu^on  voudra,  par  exemple  celles  de  degré  pair  seu- 
lement, où  la  puisance  de  ^ — i  est  réelle.  En  groupant 
convenablement  les  termes  qui  en  proviennent,  et  qui 
s'ajoutent  à  2'"  cos'^x,  qui  est  toujours  le  résultat  définitif, 
on  peut  obtenir  une  multitude  de  formes  nouvelles,  et 
retrouver  péniblement  les  cosinus  des  multiples  de  x, 
comme  on  les  a  trouvés  d'après  la  formule  (i)  où  les  grou- 
pements utiles  se  trouvent  tout  faits,  parce  les  puissances 
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qui  y  sont  indiquées  de  coso?  ±  ^ — i  sin.r  se  réduiseni,  an 
moyen  de  la  formule  de  Moivre,  à  des  sinus  el  cosinus  des 
multiples.  C'est  là  tout  le  secret  de  ces  transformations 
qui  causent  au  premier  abord  quelque  surprise,  mais  qui 
nWt  rien  de  mystérieux  pour  ceux  qui  veulent  simple- 
ment se  rendre  compte  de  ce  qu'ils  font. 

294.  On  développera  semblablement  sin'"x  en  obser- 
vant que  Ton  a 

a  ^—  I  sin X  =  {cosx  -+-  ^ — isinx)  —  (cosar  — V — i  ùnx). 

En  développant  la  puissance  m  de  ce  binôme,  le  résultat 
sera  identique  à  2"*  (^ — ij'"sin"*j:,  qui  sera  réel  si  m  est 

pair  et  renfermera  le  facteur  ^ — 1  si  m  est  impair.  Ce  dé- 
veloppement présentera  les  termes  en  si  no:  et  cosx,  grou- 
pés de  manière  à  se  réduire  immédiatement  par  la  formule 
de  Moivre  à  des  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  x.  Et 
c'est  encore  ce  groupement  avantageux  que  l'introduction 
des  imaginaires  dans  sinx  était  destinée  à  produire.  Une 
faut  pas  y  voir  autre  cbose. 

Les  formules  auxquelles  conduisent  ces  transformatians, 
dont  nous  avions  surtout  pour  objet  de  faire  connaître 
Tespril,  sont  les  suivantes  : 

^"•-'  co$*'j:  =  CCS tnx  -+-  m  cos [m  —  2)  x 

/)f(m  —  I  )        ,  ,x 

H ^ cos  [m  —  4)  *  4-  •  •  -  ; 

f.2  ' 

le  dernier  terme  est,  dans  le  cas  de  m  pair, 


I  •  2  • .  •  ~~" 
2 
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cl,  dans  le  cas  de  m  impair, 

^ r '-  COS  X. 

Dans  le  cas  de  m  pair,  on  a  pour  sin"'x  la  formule 


m 


2"~' ( — i)    siû*x  =  COS mx  —  m  cos (m  —  2 )  .r  -f- .  .  . 


,  m(/ii  — i)...^^-m\ 


m 


le  signe  +  du  dernier  terme  correspondant  à  —  pair,  ei  le 


signe  —  à  —  impair;  et  pour  le  cas  de  m  impair 


m--\ 


2*"'  ( — i)  sin^j:  =:sin/iix- —  m%\xi{m  —  2)x  -+-  . .  . 


m 

*  '        \      2      / 

m  —  I 

I  •  ^  •  •  •  — ^— — — 
2 

,  m  —  I 


le  signe  -f-  correspondant  à  pair,  et  le  signe  —  à 

•    •     i  '^ 

impair. 

295.  Application  de  formules  précédentes  au  déuelop^ 
pcment  de  sinx,e£  cosx. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  est  de  développer  le 
sinus  et  le  cosinus  d^un  arc  quelconque,  suivant  les  puis- 
sances de  cet  arc.  Occupons-nous  d'al^ord  du  cosinus,  et 
rappelons  la  formule  suivante  qui  a  lieu  quel  que  soit  a,  et 
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quel  que  soit  le  nombre  entier  m  : 

mim  —  i) 

ces  ma  =  cos'^a ^ cos'"~'<ï  sin^a  ^-  .  .  . 

I  .2 

,    m(m — i)...(>w  —  2/i-l-i) 

±  — ^ cos"- »"«  sin»«fl  =41 . . . 

I  .a. .  .2/1  ^ 

le  nombre  des  termes  du  second  membre  est  si  m 

est  impair,  et  — h  i  si  m  est  pair;  et  les  coefficients  de  ces 

termes  sont  composés  de  facteurs  qui  sont  tous  plus  grands 
que  zéro.  Cela  posé,  si  l'on  fait  ma=j:,  et  quW  éli- 
mine m  du  second  membre,  on  obtient 

cosx  =  co$    o  I  I ^ tang'a. . . 

±—^ i- ^ ^  lang»-«irn...  h 

I  .2.  .  .  2/1  J 

et  tous  les  facteurs  des  coefficients  sont  encore  plus  grands 
que  zéro  puisquHls  n'ont  pas  cbangé  de  valeurs.  Ce  déve- 
loppement peut  s'écrire  ainsi 

CCS  X  =  C08   a\i I  — ^^—  I   -f- . . . 

(2)^  (  1.1        \     a      J 

^.x(x  —  a).,*\x — (2/ï  —  i)a]/langflY* I 

1.2... 2/1  \      ^       )  ) 

Supposons  maintenant  que  x  restant  constant,  on  fasse 
diminuer  a  indéfiniment,  ce  qui  aura  lieu  par  Taugmeo- 
tation  indéfinie  du  nombre  entier  m  :  la  formule  (  2  )  subsis- 
tera toujours,  et  quelle  que  soit  la  fraction  de  x  que  Ton 
prenne  pour  a,  pourvu  que  a  soit  contenu  un  nombre  entier 
de  fois  dans  jt,  le  développement  aura  une  valeur  constante 
et  sera  toujours  égal  i  cosor  quel  que  soit  Tare  x. 
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n  résulte  de  la  que  si  Ton  cherche  la  limite  du  facteur 

variable  cos^'a  et  de  Tautre  facteur  variable  qui  est  le  dé- 
veloppement entre  les  parenthèses,  lorsque  Ton  fera  con- 
veiner  a  vers  la  limite  zéro,  le  produit  de  ces  limites  sera 
%al  a  la  valeur  constante  du  produit  des  deux  facteurs 
variables,  et  sera  par  conséquent  le  développement  de  cosx. 

Nous  allons  considérer  d^abord   le  facteur  cos'a,  ou 

cos"*—  qui  est  la  puissance  w**"»'  d'une   quantité  qui  a 

pour  limite  Tunité.  Mais  ce  serait  fort  mal  raisonner  que 

de  porter  d^ abord  cos  *^  à  sa  limite  1 ,  et  d'élever  cette  W- 

mite  à  la  puissance  de  degré  m  indéfiniment  croissant. 
La  variable  m  doit  être  considérée  avec  la  même  valeur 
dans  toutes  les  parties  de  l'expression  ;  et  dans  le  cas  actuel, 
par  exemple,  il  n'est  pas  permis  de  laisser  m  constant 

dans  Texposant  et  de  le  faire  varier  dans  cos  ^  *  On  voit 


m 

X 

m 


d'abord  que  cos  —  étant  toujours  moindre  que  Tunité  quel- 
que grand  que  soit  m,  ses  puissances  le  seront  aussi ,  de 
sorte  que  cos"*  ~  sera  toujours  inférieur  à  Tunité,  et  que 
par  conséquent  sa  limite  ne  peut  être  supérieure  à  Tunité. 


En  remplaçant  cos  —  par  f  i —  sin*  —  j    »    il  s'agira  de 


m 


trouver  la  limite  de  (  i  —  sin'  —  j    >  et  nous  allons  prou<- 
ver  qu'elle  est  précisément  Tunité.  C'est  ce  qui  sera  évident 

si  nous  prouvons  que  la  quantité  plus  petite  (  i ^  j 


m 

a 
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1^  uni  té  pour  limite.  Or  on  peut  développer  cette  dernière 
par  la  formule  du  binôme,  puisqu'on  a  —  <  i ,  et  la  série 


m' 


sera  même  très-convergente  puisque  —a  zéro  pour  limite. 
Ce  développement  sera 


m   .T^  2 


2/11^  1.2  IW* 

Dans  cette  série  convergente,  dans  laquelle  on  fait  tendre 
une  certaine  quantité  vers  une  limite,  on  peut,  pour  avoir 
la  limite  vers  laquelle  tend  sa  somme,  remplacer  chaque 
terme  par  sa  limite,  et  faire  la  somme  de  la  série  résul- 
tante. Dans  le  cas  actuel  chaque  terme,  excepté  le  premier, 

tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  —  puisqu'il  y  a  tou- 
jours deux  fois  plus  de  facteurs  du  premier  degré  en  m  au 
dénominateur  qu^au  numérateur;  la  limite  de  la  série  est 
donc  1 ,  et  par  conséquent  on  a 

X 

Um  cos^  a=zi  z=z  \\m  cos"  —  • 

m 

Il  ne  reste  donc  plus  qu*à  trouver  la  limite  du  second  fac- 
teur du  second  membre  de  l'équation  (2);  elle  sera  iden- 
tique avec  cos  x. 

Ce  facteur  est  composé  d'un  nombre  fini  de  termes  puis- 
que m  est  entier;  mais  la  condition  de  convergence  des 
séries  est  remplie  par  ces  termes ,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas 
à  s'inquiéter  de  leur  nombre  croissant,  et  on  peut  prendre 
un  nombre  fini  de  ces  termes,  à  partir  du  premier,  assez 
grand  pour  que  l'erreur  commise  en  négligeant  les  sui- 
vants soit  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  et  la 
somme  des  limites  de  ces  termes  sera  aussi  peu  différente 
qu'on  voudra  de  la  limite  de  la  somme  tout  entière. 
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En  effet,   sî  l'on  prend  le  rapport  du  terme  général  au 
précédent,  on  trouve 

_ ^^ '-  tang'  a. 

(in  —  2)  a« 

Or  les  deux  facteurs  positifs  du  numérateur  étant  chacun 
moindres  que  -9  leur  produit  par  tang' a  est  moindre  que 

X*    °^  ^*  dont  la  limite  est  x*  quand  a  tend  vers  zéro; 


X* 


et sera  plus  petit  que  l'unité,  quelque  grand 

que  soit  x,  dès  qu'on  aura  pris  un  nombre  de  termes  assez 
grand  pour  que  l'on  ait  2  r*  —  a  ^  x* 

Mais  en  prenant  la  limite  vers  laquelle  tond  leteime  qui 
en  a.  n  avant  lui,  lorsqu'on  fait  tendre  a  vers  zéro,  et  ob* 

,.      tanga                                          x'"  ,    ,. 

servant  que  lim  — - — =  i,  on  trouve 5 ;  la  li- 

*  a  l.2.i...'2/2 

mite  du  second  facteur  est  donc  la  limite  de  la  somme  de 
la  série 


I  — 1 = — 7  — ...  zïz  np  •  •  •  > 

1.2        1 .2.3.4  1 .2. . .  2/1 

et  Ton  a  par  conséquent,  quelque  grand  que  soit  x, 

(3)     cosx  =  I ! . ^    f   ti  a  + 

1.2  1.2.0.4  1.2.0.4*0   O 

En  partant  de  la  valeur  de  sinma,  trouvée  précédemment 
et  procédant  comme  pour  cos  ma,  on  obtiendra  poursinx 
le  développement  suivant  en  série  convergente,  quel  que 

soit  X, 

x^  x^  x' 


1.2.3       1.2.3.4*5      1.2.3.4-5.6.7 

U  faut  bien  remarquer  que  dans  ces  séries  Tare  x  est 
évalué  comme  le  sinus  et  le  cosinus,  en  prenant  pour  uniié 
le  rayon  du  cercle.  Les  formules  sinma  et  cos  ma,  d'où 

24 
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nous  sommes  parti,  supposaient  le  rayon  pris  pour  unité; 
mais  il  n'est  pas  inutile  de  montrer  ce  qui  oblige  à  prendre 
pour  or  le  rapport  de  Tare  de  cercle  à  son  rayon;  car  Tare 
n'entrant  pas  dans  les  premières  formules,  ce  n'est  que 
dans  la  suite  du  calcul  qu'on  a  pu  admettre  des  choses 
entraînant  nécessairement  cette  condition.  Or  il  est  facile 
de  voir  où  cette  nécessité  a  été  tacitement  introduite. 

En  effet,  nous  avons  pris  Tunitépour  la  limite  de  — ^; 

cela  exige  que  tang  a  et  a  désignent,  ou  les  grandeurs  géo- 
métriques de  la  tangente  et  de  Tare,  ou  leurs  mesures  avec 
une  même  unité.  Si  donc  on  a  évalué  tang  a  en  nombre  en 
prenatit  pour  unité  le  rayon  du  cercle,  il  n'est  pas  permis 
d'évaluer  Tare  a,  et  par  suite  l'arc  ma^  ou  x,  avec  une 
autre  unité. 

296.  Application  de  ces  séries  au  calcul  des  tables 
trigonométriques.  — Les  angles  devant  être  exprimés  dans 
la  table  en  degrés,  minutes  et  secondes,  qui  sont  des  frac- 
tions de  l'angle  droit,  on  remplacera  x  dans  les  formules 

précédentes  par  une  fraction  quelconque  —  de  -  qui,  dans 

nos  calculs,  est  la  mesure  de  langle  droit.  Faisant  donc 

m  Tt 

xz= , 

n  2 


on  aura 


sin(— 90*  J  =—•  1 ,570796827.  . . ^«0,64596409 


—  .0,0796926... 


ces 


[— 90M  =1 -'  I  ,23370055.  .  .H J"  0,253669507. 


ï"  '  ^  >  0208634 . .  .  -f-  . . . 


w 


0 
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Nous  n'avons  écrit  que  les  premières  décimales  dans  les 
coefficients,  mais  il  est  très-facile  de  les  pousser  plus  loin, 
parce  que  ir  peut  s'obtenir  avec  une  très-grande  approxi- 
mation. Le  sinus  et  le  cosinus  étant  connus,  les  autres 
lignes  s'en  déduiront  par  des  opérations  simples. 

L'emploi  de  ces  formules  a  l'avantage  de  ne  pas  faire  dé- 
pendre les  lignes  que  l'on  calcule  de  celles  qui  ont  déjà 
été  calculées,  et  par  conséquent  de  ne  pas  accumuler  les 
erreurs.  Elles  donnent  toujours  la  valeur  des  sinus  et 
cosinus  naturels j  c'est-à-dire  les  rapports  de  ces  lignes  au 
rayon.  II  est  important  de  remarquer  qu'il  est  suffisant  de 
calculer  ces  valeurs  jusqu'à  l'angle  d'un  demi-droit,  ou  de 
45  degrés;  car  les  angles  au  delà  de  4^  degrés  ayant  des 
compléments  moindres  que45  degrés,  leurs  sinus  et  cosinus 
ont  été  déjà  calculés.  Et  même  Euler  a  fait  voir  qu'il  suffit 
de  faire  les  calculs  jusqu'à  3o  degrés;  les  lignes  trigono- 
métriques  des  angles  plus  grands  se  déduisant  de  celles 
des  angles  plus  petits  que  3o  degrés,  par  de  simples  addi- 
tions et  soustractions.  Nous  nous  bornons  à  ces  indications 
et  renvoyons  pour  les  détails  aux  traités  spéciaux. 

297.    Réduction    de    toute    expression   imaginaire  à 

la  forme  a-^b  yj — i .  Opérations  sur  ces  expressions 
ainsi  transformées. 

Considérons  l'expression  générale  a  -f-  i  ^ —  i  qui  ren- 
ferme comme  cas  particulier  les  nombres  réels,  positifs  ou 
négatifs,  en  supposant  &  =  o.  Elle  rentrerait  dans  la  forme 

cosa  -f-  ^ — i  sin  a,  si  Ton  avait  a*  4-  i'  =  i  »  parce  qu'a- 
lors a  et  b  seraient  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  même  arc, 
ce  qui  serait  un  cas  très-particulier. 

Mais  en  divisant  par  ^a*-h  6*  les  deux  termes  de  l'ex- 
pression a  4-  i  ^ —  I ,  on  a 

a  , b 


sja^  -+-  b^  sja^  -+-  b^ 

24. 
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et  l'on  peut  poser  alors 

=  008^9  .=^siny, 


puisque  la  somme  des  carres  de  ces  deux  nombres  est  égale 
a  Tunité;  on  aura  donc,  en  posant  \ja*  -f-  A*  =  p, 

(i)  a-^b^ — I  =:  p  (cos^  -4-  ^ —  I  sinç) . 

L'auglef  senomme  l'argument  et  p  le  module  de  Texpres- 

sion  aH-  i  sj —  i .  On  est  convenu  de  prendre  toujours  pour 
le  module  la  racine  positive  de  a'  +  6*.  Quant  à  Targument, 
si  a  désigne  un  des  angles  ayant  pour  cosinus  et  sinus  les 

a  b  ,  .  . 

expressions  ^  •>  a  et  6  pouvant  être  posi- 

tifs  ou  négatifs»  on  pourra  prendre  pour  f  tous  les  arcs  com- 
pris dans  la  formule 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif. 

On  voit  par  là  qu'en  appliquant  toujours  aux  expressions 
imaginaires  les  principes  et  les  règles  démontrées  sur  les 
quantités  réelles,  toutes  les  opérations  sur  ces  expressions 
se  ramènent  à  des  opérations  semblables  sur  les  modules, 

puis  sur  des  expressions  de  la  forme  cosf -f-  ^ —  isiii^, 
que  nous  avons  discutées  tout  à  l'heure. 

Ainsi,  l'on  aura  en  faisant  usage  de  la  transforma- 
tion (i), 

i=:pp,...p«[cos(^-hf,-f...-l-f«)-f  v^— tsîn(ç-4-f, -+-... H-f«)], 


"-rL<^os(y-f,)-hv^— isin(y-y.)J» 


[a  -f-  b^ — I )"  =  /&*  (co$/7ff  -4-  v^ — isiniTif), 
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m  désignant  un  nombre  réel  quelconque,  entier  ou  frac- 
tionnaire, positif  ou  négatif. 

On  voit  quelle  simplification  ces  transformations  intro- 
duisent dans  le  calcul  des  imaginaires,  entendu  toujours 
comme  nous  Favons  rappelé  tant  de  fois.  Nous  allons 
en  faire  une  application  très-simple. 

298.  application  à  la  transformation  des  formules 
des  racines  de  F  équation  du  troisième  degré, 

r^ous  avons  vu  que  les  racines  de  Téquation  du  troisième 
degré  x^-hpx  -f-  ^  =  o,  dans  le  cas  où  elles  sont  toutes  les 
trois  réelles,  sont  représentées  par  les  expressions 


—  » 
27 


A  et  B  représentant  respectivement ±  i/ y- 

et  a,  6  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité, 

de  sorte  que  yA,  «VA,  6  yA  seront  les  trois  racines  cu- 
biques de  A  ;  et  de  même  pour  B. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  4-  4-  —  <"©,  A  et  B  sont  de  la 

4        ^1 

forme  —  -  ±  w  ^ — i ,  en  posant  y  -f-  —  =  —  n*  *,  et  pour 

mettre  leurs  racines  cubiques  sous  la  même  forme,  afin 
d'opérer  les  réductions,  nous  avions  été  conduit  à  la  re- 
cherche de  la  racine  réelle  d'une  autre  équation  du  troi- 
sième degré.  Mais  ces  réductions  sont  bien  plus  faciles  au 
moyen  des  formules  que  nous  venons 'd'établir. 
Il  suffira,  en  effet,  de  poser 

—  -  -f-  n^ — I  =:  k  (cosç  -4-  ^ — I  sin*\ 
A  sera  -7-  4-  «'  ou ?   d  ou 

4  ^'7  « 


kz=  — 


3v^3 
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<f  zz:   ::;  t        SITÏ  ©  = =  i  / 7 


COS©  =: 


d  où  rësullera 


^' 


cos ^  -f-  v^—  ï  sîn  I) 


et  Ton  aura  les  trois  racines  cubiques  de  A  en  donnant  à 
cp  les  trois  valeurs  fj  et  f  i  db  a?:.  On  aura  les  racines  de  6 

en  changeant  le  signe  de  ^ — i ,  et  les  imaginaires  dispa- 
raîtront des  trois  valeurs  de  x. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  un  théorème  d'une 
application  fréquente. 

299.  Théorème.  —  Le  module  d^ une  somme  d^ expres- 
sions de  la  forme  a  +  b  ^ —  i  est  moindre  que  la  somme 
de  leurs  modules. 

Considérons  d'abord  deux  expressions  seulement;  don- 
nons-leur la  forme  qui  vient  d'être  indiquée,  et  représen- 
tons-les par 

p(cosy  -f-  v^ — isin^),     p'  (cosç'  -4-  \J — isin^'); 
le  module  de  leur  somme  sera 

v/(pcos^-hp'cosy'j'-l-  (psiny  -f-p'$iny'}S 

ou 

y^pï  -h  p'»  -f-  2pp'cos(y— f'J; 

et  comme  cos  (cj>  —  y')  est  compris  entre  — i  et  -+- 1»  1* 
quantité  sous  le  radical  est  comprise  entre  (p-Hp')'  ^'^ 
(jO  —  jo')*;  le  module  en  question  sera  compris  entre  la 
somme  et  la  différence  des  modules  des  expressions  ajou- 
tées. Il  sera  égal  à  p-hp',  si  Ton  af  —  y'  =  2wir,  etàp— p' 
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OU  jo' — p  si  Ton    a  (^  —  ?' =  (an4-i)7r.  On  peut  donc 
énoncer  ce  tbéorème  : 
Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  quelcon^ 

ques  de  la  forme  a-hb  ^ —  l  est  plus  petit  que  la  somme 
de  leurs  modules  et  plus  grand  que  leur  différence. 

Ces  deux  limites  peuvent  être  atteintes  Tune  et  l'autre. 
Par  un  raisonnement  très-connu,  on  passera  de  deux  ex- 
pressions à  trois,  et  généralement  de  /i  à  n+  i ,  et  Ton  aura 
ainsi  le  théorème  ci-dessus  énoncé. 

300.  On  peut  démontrer  plus  simplement  le  même 
théorème  par  des  considérations  géométriques,  en  prenant 
tout  d^ abord  un  nombre  quelconque  d'expressions 


a,b^aij  &i,...,  a,o  ^n  ayant  des  signes  quelconques,  et  pou- 
vant être  nulles.  Prenons  deux  axes  rectangulaires  AX,  AY; 
et  à  partir  d'un  point  M,  choisi  arbitrairement  sur  le  plan, 
menons  MB  parallèle  à  AX,  égal  &  a,  dans  le  sens  AX  si  a 
est  positif,  et  en  sens  opposé  si  a  est  négatif;  par  le  point  B 
menons  BMi  parallèle  à  AY,  égal  à  &,  dans  le  sens  AY  si  b 
est  positif,  et  en  sens  opposé  si  b  est  négatif:  on  obtiendra 
ainsi  un  point  Mi,et  en  le  joignant  au  point  M,  la  longueur 
MM|  sera  le  module  de  l'expression 


a  -h  b  ^ — I. 

Agissant  de  même  à  partir  de  Mf  avec  les  quantités  ^i ,  &, , 
quelques  signes  qu'elles  aient,  on  obtiendra  un  nouveau 
point  Mf  ;  et  la  longueur  M|  Mt  sera  le  module  de 


et  roQ  continuera  de  même  jusqu'à  a„  et  &„,  qui  construi- 
ront un  point  M^^i,  lequel,  joint  à  M„,  donnera  le  mo- 
dule de 

^n4-  bn^—l. 
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En  joignant  ce  point  au  premier  M,  on  aura  une  lon- 
gueur dont  les  projections  sur  AX,  AY  seront  respective- 
ment 

fl  4-  tf  i  -i- . . .  -H  ff«     et     ^  4-  ^1  H- ...  -h  ^«, 

et  qui  sera  par  conséquent  le  module  de  l'expression 


(a4-tfi-+-.  .  .4-tf«)-f-(*  4-^, -h..  .4-^,)  V  —  i, 

laquelle  n'est  autre  chose  que  la  somme  algébrique  des  ex- 
pressions (i). 

Et  comme  la  ligne  droite  est  plus  courte  que  toute  ligne 
brisée  terminée  aux  mêmes  extrémités,  il  s'ensuit  que  le 
module  d*une  somme  est  généralement  moindre  que 
la  somme  des  modules  des  parties.  Il  peut  tout  au  plus 
lui  être  égal  ;  et  cela  arrivera  lorsque,  dans  la  construc- 
tion indiquée,  tous  les  modules  seront  portés  dans  une 
même  ligne  droite  et  dans  la  même  direction.  Ce  cas 
aura  lieu  lorsque  tous  les  a  seront  de  même  signe  entre  eux. 
que  tous  les  b  le  seront  de  même  entre  eux,  et  que  le  rap- 
port -  sera  le  même  dans  toutes  les  expressions. 

Remarque,  — La  démonstration  précédente  étant  indé- 
pendante des  signes  des  quantités 


on  peut  les  soustraire  au  lieu  de  les  ajouter;  ce  sera  sim- 
plement changer  les  signes  de  a  et  £,  leur  module  restera 
le  même  ;  celui  de  la  somme  sera  seul  changé  \  et,  d'après  la 
démonstration  précédente,  il  sera  encore  moindre  que  la 
somme  de  ces  modules,  La  proposition  subsiste  donc,  soit 
qu'on  ajoute  les  expressions  données,  soit  qu'on  les  re- 
tranche. 
Si  l'on  n*a  que  deux  expressions 


4-^v^— I,    tf,-^^,v^--I, 
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qu  on  les  ajoute,  ou  qu'on  les  retranche,  le  module  de 
Texpression  résidtanle  conjointement  avec  ceux  des  ex- 
pressions données  seront  les  trois  côtés  d'un  même  triangle^ 
et  comme  tout  côté  d'un  triangle  est  plus  grand  que  la  dif- 
férence des  deux  autres,  il  s'ensuil  que  le  module  de  la 
somme  ou  de  la  différence  des  deux  expressions  de  la 
forme 

est  plus  grand  que  la  différence  des  modules  de  ces  ex^ 
pressions i  ou  au  moins  égal. 

301 .  Proposition  sur  laquelle  est  fondée  la  théorie  des 
équations  algébriques. 

Lorsque  nous  avons  parlé  des  équations  de  degré  quel- 
conque, nous  avons  supposé  démontré  ce  théorème,  que 
toute  équation  a  une  racine,  soit  réelle,  soit  imaginaire, 
de  la  forme 


a  -f-  ^v^ — I. 

Cela  nous  était  permis,  puisque,  comme  nous  l'avons  sou- 
vent rappelé,  cet  ouvrage  n'est  pas  un  traité  élémentaire  : 
et  nous  y  étions  en  quelque  sorte  obligé,  parce  que  la  dé- 
monstration est  presque  impossible  sans  l'emploi  des  for- 
mules trigonométriques,  dont  nous  n'avions  pas  encore 
parlé. 

Mais  dans  l'enseignement  élémentaire  on  n'attend  pas 
pour  exposer  la  trigonométrie  que  la  science  des  nombres 
ait  été  portée  au  delà  de  la  théorie  générale  des  équations  ; 
de  sorte  que  la  démonstration  que  nous  allons  donner 
pourra  être  présentée  aux  élèves  suffisamment  préparés, 
et  nous  avons  pu  la  supposer  connue,  nous  réservant  de 
l'exposer  nous-mème  après  la  Trigonométrie. 

Quant  à  ceux  qui  ne  voudraient  pas  faire  les  eiTorts  né- 
cessaires pour  la  bien  comprendre,  ils  pourront  s'en  dis- 
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penser,  sans  grave  inconvénient,  puisqu'ils  sauront  qu  il 
ne  tiendrait  qu'à  eux  d'être  complètement  satisfaits  à  cet 
égard. 

Cette  démonstration,  que  nous  empruntons  au  Cours 
eV  Algèbre  supérieure  de  M.  Serrei,  est  fondée  sur  le  lemme 
suivant . 

Lemme.  —  Si  dans  un  polynôme  de  degré  quelconque  m 
par  rapport  à  la  variable  z,  et  dont  les  coefficients  sont 
réels  ou  imaginaires,  une  certaine  valeur  réelle  ou  ima^ 
ginaire  z^  substituée  à  z  dans  ce  polynôme  donne  une 
expression  dont  le  module  ne  soit  pas  égala  zéro,  il  sera 
toujours  possible  de  troui^er  une  autre  valeur  pour  z,  qui 
conduise  à  un  module  moindre  que  le  premier. 

Soit 

/{z)  =  Az"  -4-  A,  «— '  -4-  A,  a"-  ^  4-  .  . .  -h  A« 

le  polynôme  en  question;  il  faut  prouver  qu'il  existe 
des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  h  qui  rendront  le  mo- 
dule de/(zo  4-  h)  plus  petit  que  celui  def(zo)  \  ou  le  mo- 
dule de  ■     *    —  plus  petit  que  l'unité  ;  car  le  module  d'un 

quotient  étant  le  quotient  des  modules,  il  s^ensuivra  que  le 
module  dey  (zo-*- A)  sera  plus  petit  que  celui  de  f(z^). 
C'est  pourquoi  nous  allons  chercher  le  module  de  ce  quo- 
tient et  d'abord  ce  quotient  même. 

D'après  un  développement  donné  dans  la  théorie  des  po- 
lynômes entiers  et  rationnels,  on  aura 


i .1.  .  .p  ï ,1 ...  m 

et  remarquons  que  la  valeur  Zo  peut  annuler  un  certain 


CHAPITRE   XVII»  37g 

nombre  des  fonctions  dérivées  def(z)j  mais  par  Hypo- 
thèse elle  n'annule  fSLsf(z)  ]  de  plus  le  coefficient  de  h"*  ne 
peut  être  nul,  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  A  qui  n'est 
*  pas  nul,  puisque  f(z)  est  supposé  du  degré  m.  Divisant 
les  deux  membres  de  Téquation  (i)  ^^f{zo)  et  posant 
pour  plus  de  commodité 

1.2...^  *^ 

OU  obtiendra  la  suivante,  en  désignant  par  n  Tordre  de  la 
première  des  dérivées  de  /{z)  qui  ne  s'annule  pas  par  la 
substitution  de  z^  : 

(a)       Apj±=.^^^^^„..+...^^,^. 

Nous  poserons  généralement 

-^  =  Cp{cosap-\-  v'— i  sina^) , 

Ztf 

et 

//  =  p(cosf  -h\/ — isin^  ). 

Le  second  membre  de  l'équation  (a)   aura  pour  terme 
général, 


etr 


on  aura 


,  ^A     Zi     /    =1-4-  C„.o"[cos(/îf  -h a,) 4-v/—  ï sin (/?y-4-a„)]4-... 
'  -f-C«f[cos(/wy-4-a«)-f-V^siQ(m(p-+-aj]. 

La  quantité  h  étant  arbitraire,  et  par  suite  (f  et  o  Tétant, 
on  peut  choisir  cp  de  telle  sorte  que 

71  «p  H-  a„=7r  : 
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Inéquation  (3)  deviendra  alors 

•^sl —  I  sin(/ï-hi  ç -+-«•+•)] 4-... 
+  C„ip"[cos(mf-4-a„)  -f-  v^— isin(/ny-f-»«.)]. 

Mais  au  lieu  de  prendre  le  module  du  second  membre, 
il  sera  bien  plus  simple  de  considérer  la  somme  des  mo- 
dules de  ses  différents  termes.  Et  comme  elle  sera  plus 
grande  ou  au  moins  égale  au  module  de  la  somme,  il  suffira 
delà  rendre  plus  petite  que  l'unité,  pour  que  le  module  de 

— ^ — - —  soit  à  fortiori  plus  petit  que  Funité. 

Pour  cela  nous  commencerons  par  déterminer  p  de  ma- 
nière que  le  terme  indépendant  de  p  dans  le  second  mem- 

bre  de  (4)  soit  positif,  et  il  suffira  de  prendre  P<C.\/'r^ 

qui  ne  donne  qu'une  limite  supérieure. 

Et  comme  le  module  d'une  quantité  réelle  positive  est 
cette  quantité  elle-même,  la  somme  des  modules  des  termes 
du  second  membre  sera 

et  il  suffira  de  trouver  des  valeurs  de  p  qui  rendent  cette 
expression  positive  et  plus  petite  que  Tunité. 

Or  un  polynôme  étant  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  p,  on  sait  quMl  existe  une  certaine 
valeur  /,  telle  que  pour  toutes  les  valeurs  de  /9,  depuis  o 
jusqu'à  /,  le  premier  terme  est  plus  grand  que  la  somme  dv 
tous  les  autres  pris  en  valeur  absolue.  On  est  donc  assuré 
qu'entre  ces  limites  pour  p^  le  polynôme 


cc 
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sera  négatif  comme  le  premier  terme,  sans  pouvoir  être 
égal  à  zéro  tant  que  p  ne  le  sera  pas  lui-même  ;  et  par 
conséquent  Pexpression  (5)  sera  positive  et  plus  petite  que 
Tunité. 
En  prenant  donc  pour  p  une  valeur  quelconque  entre 

zéro  et  la  plus  petite  des  deux  limites  /  ^^\/  7n  on  est 
sûr  que  le  module  du  second  membre  de  (4)9  et,  par  con- 
séquent, de"— ^ — - — '  sera  plus  petit  que  Tunité.  D'oii  il 

résultera  que  le  module  de  f(z^-hh)  sera  plus  petit  que 
celui  dey*(zo);  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Cela  posé,  nous  allons  établir  la  proposition  fondamen- 
tale de  la  théorie  des  équations. 

302.  Théobeme  fomdamektàl.  —  Toute  équation  dont 
le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  et  rationnel,  à 
coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  racine  réelle 
ou  imaginaire. 

Soit  Téquation 

(i)  Az-H-Atz— '  -+-...-f-A«_,  2-+-A„  =  o, 

dont  nous  désignerons  le  premier  membre  par  f(z).  Les 
coefBcients  A,  Ai,...,  A^  peuvent  être  réels,  imaginaires 
ou  nuls-,  mais  le  premier  et  le  dernier  sont  nécessairement 
différents  de  zéro,  sans  quoi  Téquation  s'abaisserait-,  et  Ton 
s'occuperait  alors  d'ime  équation  de  degré  moindre. 
Nous  allons  démontrer  que  si  Ton  pose 

il  existe  des  valeurs  réelles  de   or  et  ^  qui  satisferont  à 
l'équation 

/(*-+-jv/— 0  =  0» 

<'*est-à  dire  qui  seront  telles,  qu'en  effectuant  les  calculs 
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dans  Texpression  f{x  -^j  yj — i  ),  ce  qui  conduira  à  un 

résultat  de  la  forme  P-l-Q  v' — i,   la  partie  réelle  P  soit 

nulle,  ainsi  que  la  quantité  Q  qui  multipliera  v^---ï',  en 

d'autres  termes,  qui  seront  telles,  que  le  module  y^P*+lJ 

de  P-hQ>/ — ij  ou  f{x+j  \/ — i),  soit  nul. 
Posons 

A  =  r(cosG  -h  \/—i  sine), 
A,  =  r,(cosG,  4-  y^— i  sînO.) , 

A«=: r« (cosô«,  4- v/^  sin G«) , 

X  4- j  V'—  I  =  p  (  cosf  4-  ^— I  sinç), 
nous  aurons 

/(jp  4-r  V'--^)  =rp'"  [cos(my  4-  0)  -h)f^sin{mf  4-  0)]  +... 

rm  ces  (  d«  4-  ^-^  sin  B„  ) , 


et  par  conséquent 

P  =  rp*"  ces (/n^  4-  0)  4-  ...  4-  '•«i  cosÔ„, , 
Q  =  rp"'sin(/wy4-6)4-'.. .  4-r«,sinÔ«. 

On  en  déduira 


V/F  4-  Q'  =  v/'-'p'-""  +  . .  .  +  r,î, 

et,  diaprés  ce  que  nous  avons  dit,  r  et  r^  sont  différents 
de  zéro. 

Si  Ton  donne  une  valeur  quelconque  à  9,  et  qu'ensuite 

on  fasse  passer  p  de  —  00  à  4-  00  ,  y^P'  4-  Q*  variera  d'une 
manière  continue  de  4-  00  à  4-  00  .  Il  passera  donc  par 
une  valeur  moindre  que  toutes  les  autres,  qui  pourra  bien 
être  zéro,  mais  jamais  négative  :  et  plusieurs  peut-être 
pourront  lui  être  égales.  Et  remarquons  que  ce  minimum 
ne  peut  correspondre  à  p  infini,  qui  rendrait  le  module 
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infini.  En  donnant  a  la  variable  rsj  toutes  les  valeurs  com- 
prises entre  o  et  2  7r,  et  par  suite  à  j:  et  j-  toutes  les  va- 
leurs réelles  possibles,  on  aura  toutes  les  valeurs  que  peut 

prendre  y/P'  -f-  Q'  ;  et  il  y  en  aura  nécessairement  une,  ou 
peut-être  plusieurs  égales,  correspondantes  à  des  valeurs 
finies  de  p,  qui  seront  moindres  que  toutes  autres  :  c'est- 
à-dire  que  tout  autre  système  de  valeurs  de  r  et  o^  ou 
àeXj  y  que  ceux  qui  correspondent  à  cette  valeur  du  mo- 
dule ^'P*  -H  Q',  lui  donnerait  une  valeur  plus  grande. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  cette  valeur  minima  du 
module  ne  peut  être  que  zéro.  Car,  d'après  le  lemme  précé- 
dent, si  elle  était  différente  de  zéro,  on  pourrait  trouver  des 
valeurs  de  x  et/,  ou  de  r  et  f^  qui  le  rendraient  moindre; 
ce  qui  impliquerait  contradiction.  Donc  les  valeurs  réelles 
de  X  et  ^  qui  correspondent  à  la  plus  petite  valeur  du 
module,  et  dont  Texistence  est  évidente,  annulent  ce  nio-' 
dule,  et  par  conséquent  P  et  Q,  et  par  suite  le  premier 
membre  deTéquation  (i). 

Cette  équation  admet  donc  au  moins  une  racine  de  la 

forme  x  -+- j'  y^ — i ,  x  et  j'  étant .  des  nombres  réels  : 
cette  racine  sera  réelle  quand  j"  sera  zéro.  De  là  résulte 
le  théorème  proposé  qui  consiste  en  ce  que  : 

Toute  équation  dont  le  premier  membre  est  unefonc^ 
lion  entière  de  la  lettre  qui  représente  V inconnue,  a  une 
racine  réelle  ou  imaginaire. 

Il  est  inutile  de  rappeler  ici  toutes  les  conséquences  que 
nous  avons  développées  dans  le  volume  précédent,  où  nous 
avons  supposé  ce  théorème  démontré. 

Des  séries  imaginaires, 

303.  Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  de  la  forme 
u  -+-  i; v^ir^  ^  on  entend  que  cette  série  est  convergente  lors- 
que la  somme  des  termes  réels  a  une  limite  5,  et  que  la 
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somme  des  coefficients  de  ^ —  i   tend  de  même  vers  une 
limite  t  :  on  dit  alors  que  la  série  a  une  limite  qui  est 


On  est  ainsi  ramené  aux  conditions  de  co.i vergence  de 
deux  séries  réelles.  Mais  il  suffit  souvent  d'en  considérer 
une  seule,  celle  qui  se  rapporte  aux  modules  des  termes  de 
la  proposée. 

En  effet,  on  peut  toujours  poser 

u-h  p^ — I  =p  (cosO  -+-  \J — I  siikO)» 
et  la  série  proposée  prend  la  forme 

.  jp,(cosOi-l-V— isinO,)  -f-pa(cosO,4-v'— isînOj)^-  ... 
I  -f-p,(cosÔ«-f-v/  — I  sinO„)  4-.... 

Or,  si  la  série 

(2)  pi  4- pi  4-  ...  -H /3, 

est  convergente  en  prenant  tous  les  termes  positifs,  il  s'en- 
suit à  plus  forte  raison  que  les  deux  suivantes  : 

.3.  (  Pi  cosG,  4-  p,  cose,  4-  . . .  4-  p„  cos«,, 

^    '  I  pi  sin  0,  H-  P2  sin  ôa  4-  ...  4-  p«  sin  0, 

le  seront  elles-mêmes^  car  à  partir  d'un  terme  quelconque, 
la  somme  des  suivants  jusqu'à  T  infini  est  évidemment 
moindre  que  dans  la  première.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante: 

Une  série  imaginaire  est  coriifergente  lorsque  la  série 
des  valeurs  absolues  des  modules  de  tous  ses  termes  est 
cofwergente. 

Lorsque  la  série  (2)  n'est  pas  convergente,  il  est  possible 
que  ses  termes  tendent  ou  ne  tendent  pas  vers  zéro.  S'iU 
n'y  tendent  pas,  les  séries  (3)  <ie  peuvent  être  toutes  deux 
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convergentes  \  car  quelque  valeur  qu^on  puisse  supposer  à 
Pangle  6,  il  est  impossible  que  p  cosO  et  p  sin  9  tendent  tous 
deux  vers  zéro,  si  p  n'y  tend  pas  :  les  termes  des  deux 
séries  (3)  ne  peuvent  donc  tendre  vers  zéro,  ce  qui  est  ce- 
pendant une  des  conditions  indispensables  de  la  conver- 
gence. La  série  (i)  est  doue  dans  ce  cas  divergente. 

En  second  lieu,  si,  la  série  (2)  étant  divergente,  ses  termes 
décroissent  indéfiniment,  il  n'est  pas  impossible  que  les 
séries  (3  )  soient  convergentes,  parce  que  tous  leurs  termes 
ne  sont  pas  nécessairement  de  même  signe  :  on  ne  peut 
donc  alors  rien  affirmer,  en  général,  sur  la  convergence  de 
la  série  proposée. 

304.  Opérations  sur  les  séries  imaginaires,  —  Les 
seules  séries  imaginaires  dont  on  doit  s'occuper  étant  con- 
vergentes, ont  pour  somme  une  expression  de  la  forme 

A  -f-  B  ^ — I  ;  et  en  désignant  par  M  le  module  y/A'  4-  B*, 
et  par  6  Tangle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  respecii- 

A     B 

veinent  î^î»  ^»  cette  somme  se  trouvera  exprimée  par 

M(cosÔ  -h  V — isinO)- 

En  entendant  toujours  de  la  même  manière  les  opérations 
sur  les  imaginaires,  on  exécutera  avec  la  pi  us  grande  facilité 
toutes  les  opérations  sur  les  fonctions  représentées  par  ces 
séries.  Si,  par  exemple,  on  avait  à  multiplier  deux  fonc- 
tions représentées  par  des  séries  dont  les  sommes  sont 

M(cosÔ -+- ^ — isinO)     et     N(cosf -h  ^— isiny), 
le  produit  serait 

MN[cos(6  4~ç)  h-  v^— isin{0  H-  y)], 

el  il  serait  la  limite  du  produit  des  deux  polynômes  com- 
posés des  n  premiers  termes  de  chacun  qu'on  multiplierait 

a5 
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suivant  les  règles  des  polynômes  ;  le  nombre  n  croissant 
indéfiniment.  Si  on  avait  à  les  diviser,  le  quotient  serait 

-_  [cos(e  —  f)-h  v^^sin(d-f)J, 

puisque  cette  expression  multipliée  par  le  diviseur  repro- 
duira le  dividende. 

305.  Théorème  sur  la  multiplication  de  deux  séries 
imaginaires.  —  Ce  théorème  n'est  que  l'extension  de  celui 
qui  a  été  démontré  précédemment  sur  les  séries  réelles, 
et  il  s*y  ramène  immédiatement. 

Désignons  par  r„  et  p„  les  modules  des  termes  de  rang  n 
de  deux  séries  imaginaires 

(  r,  (cos^,  -h  ^ —  I  sin /| )  -h  r^ (cosfa  •+-  ^ —  i  sin^j )-!-... 
(       -h  r,(cosr„  ■+-  y/— isin/„)  -f-  . . . 

j  p,  (cosO, -4-  \/— isinG,)-4-p2(cos0a-l-  ^ — isinÔa)-h  . .. 
'       -4-  p„(cosG„  H-^— isinO,,)  -f-  .  . . , 

et  supposons  que  ces  modules  pris  tous  positivement  foi^ 
ment  deux  séries  convergentes  dont  nous  désignerons  les 
sommes  par  Sj  5'  -,  les  proposées  seront  elles-mêmes  conver- 
gentes et  nous  désignerons  leurs  sommes  par  S,  S'.  Consi- 
dérons maintenant  une  troisième  série  dont  le  terme 
général  soit 

(3)  /-i  p» 4- Ta p„«., -+-  . .  . -f-r,^,p,-f-r„p,. 

On  sait  qu'elle  sera  convergente  et  que  la  somme  des  termes 
aura  pour  limite  le  produit  ss\  Or,  il  s'agit  de  démontrer 
que  si  au  lieu  des  modules  des  termes  on  prend  les  termes 
eux-mêmes,  on  formera  une  série  imaginaire  dont  la  somme 
sera  le  produit  des  sommes  S,  S'. 
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En  effet,  le  terme  général  de  celte  série  sera 

/r.p„[cos(f,  -f-  0„)  +v/^sin(^  -h  Ô„)J 

)      -^r,p„_,[cos(/, -f-O;,»,)  4-  V'^sin(r, -+-0,_,)] 

^^^         1      -h 

[      -+-  r„p»[cos(r«  +  e,)-f-  v^^^sin(^-+-0,)]. 

Or,  le  terme  (3)  est  plus  grand  que  la  partie  réelle,  et 

que  le  coefGcientde  ^ — i  dans  le  terme  (4)  5  car  les  sinus 
elles  cosinus  ne  peuvent  dépasser  i,  et  leurs  signes  peuvent 
n'être  pas  tous  les  mêmes  :  d'où  résulte  évidemment  la 
convergence  des  deux  séries  formées  de  la  partie  réelle  et  de 
la  partie  imaginaire  des  différents  termes  de  la  série  dont 
le  terme  général  est  (4)-  U  est  donc  déjà  démontré  que 
cette  série  est  convergente  :  et  il  ne  reste  plus  qu'à  prou- 
ver qu'elle  a  pour  somme  le  produit  des  sommes  des  deux 
autres,  c'est-à-dire  SS'. 
Pour  cela  posons 

^1  -f-  Tj  -r-   .  .  .   -h  r^  i^::  Sf, , 
pi  -+-  p2  -H  •  •  •    -H  P«  =  -ï  n  5 

et  désignons  par  (7„  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  dont  le  terme  général  est  (  3),  et  par  p  la  moitié 
de  n  ou  de  n  -hi,  suivantque  /i  est  pair  ou  impair.  On  sait 
que  (7„  renferme  tous  les  termes  du  produit  s  s),^  et  d'autres 
encore  qui  ne  sont  qu'une  partie  de  ceux  que  5„5'„  a  de 
plus  que  Sj,s'p'^  et  c'est  même  de  là  qu'on  a  conclu  que  C7„ 
avait  pour  limite  le  produit  des  limites  des  sommes  s„,  s],. 

Or,  si  l'on  désigne  par  S„,S'„,  ^  ,  les  sommes  des  wpre- 

miers  termes  des  deux  séries  imaginaires  proposées,  et  de 

celledont  (4)  est  le  terme  général,  il  est  évident  que  V  con- 

tiendra  tous  les  termes  qui  composeront  le  produit  SpS),, 

25. 
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et  d'autres  encore  qui  ne  seront  qu'une  partie  de  ceux  que 
S„S'„  a  de  plus  que  S^S^,;  maïs  les  termes  de  ce  dernier 
excès  ne  diffèrent  de  SnS*„  —  s^s'^  que  par  des  facteurs  tri- 
gonométriques  de  la  forme 

cosp  -f-  ^ — I  sin  p  ; 
la  somme  des   termes    réels   y  sera    donc  moindre  que 

s„s'^  —  Sps'ff^  et  le  coefficient  total  de  v^ — i  sera  aussi 
moindre  que  cette  même  quantité.  Mais  on  sait  que  cette 
quantité  tend  vers  zéro^  donc  il  en  sera  de  même  delà 
partie  réelle  et  de  la  partie  imaginaire  de  la  différence 

SrtS'„  —  S^S),,  et  à  plus  forte  raison  de  l'excès  de  V   sur 

Mais  à  mesure  que  n  augmentera  indéfiniment,  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire  de  S^  S'^„  ainsi  que  de  S„  S'„. 

tendent  vers  celles  du  produit  S  S'  \  donc»  ^  a  pour  limite 
S  S',  comme  on  se  proposait  de  le  démontrer. 

306.  Développement  d'une  puissance  quelconque  d^  un 
binôme  imaginaire. 

Si  le  degré  de  la  puissance  était  entier,  la  formule  ne  dif- 
férerait en  rien  de  celle  qui  se  rapporte  à  un  binôme  réel, 
puisqu'elle  ne  dépend  que  des  procédés  de  la  multiplica- 
tion, et  qu'il  est  bien  entendu  qu'on  les  suit  identiquement 
lorsque  les  termes  sont  imaginaires.  II  n'y  a  donc  lieu 
d'examiner  que  le  cas  où  l'exposant  est  positif  et  fraction- 
naire quelconque,  ce  qui ,  comme  nous  l'avons  plusieurs  fois 
expliqué,  comprend  le  cas  où  il  serait  incommensurable; 
et  enfin  le  cas  où  cet  exposant  aurait  une  valeur  négative 
quelconque. 

Tout  binôme  imaginaire  a -f- i  y' — i,  «  et  6  pouvant 
avoir  des  signes  quelconques,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p(cosô  -f-  ^ — I  sinO), 
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en  posant 

a  h 


et  on  peut  encore  Pécrire  ainsi 

pcos9(i  4-  ^— I  iaug9), 

de  sorte  que  si  m  désigne  le  degré  de  la  puissance  en  ques- 
tion, on  aura 

(rt-4-  b)]—\  Y  —  (pcosô)*"  (  14- V— «  langôj"*- 

Le  monôme  pcos  B  sera  positif  ou  négatif  suivant  la  va- 
leur de  çosd,  qui  est  de  même  signe  que  a,  puisque  nous 
prenons  toujours  le  module  p  positivement.  La  puissance 
de  ce  monôme  ne  donnera  lieu  à  aucune  dîflSculté.  Si  l'ex- 
posant a  un  dénominateur  q^  la  puissance  m  de  pcosO 
aura  q  valeurs  différentes  quel  que  soit  le  signe  de  m  ^  nous 
les  avons  discutées  précédemment,  et  nous  n'y  revien- 
drons pas.  Nous  nous  bornerons  à  dire  qu'en  attribuant 
toutes  ces  valeurs  au  facteur  monôme,  il  suffira  d'en 
considérer  une   seule  pour  la  puissance  m  du    binôme 

i+V^ — 1  tangÇ,  et  c^est  celte  recherche  qui  va  mainlenanl 
nous  occuper. 
Soit  donc  proposé  de  développer  la  puissance  de  dogré  /;;, 

positif  ou   négatif,  d'un  binôme  quelconque  i-hx^ — i, 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x. 

Nous  suivrons  la  même  marche  que  dans  le  cas  d'un 
binôme  réel,  et  nous  chercherons  ce  que  représente  la 
série  suivante  : 


{•) 


ilH ^i/ — i  -\ (j:V  — 1]    .... 

1  I         *  1.2^ 

'  i.a.../?  \    V       y 


3qo  étude  des  courbes. 

Mais  avant  de  chercher  ce  qu^elle  représente  il  faut 
s'assurer  qu'elle  est  convergente,  sans  quoi  la  question 
n'aurait  pas  de  sens  ;  et  pour  cela  il  faut  que  les  termes  réels 
forment  une  série  convergente,  ainsi  que  les  coefficients 

de  ^ — 15  c'est-à-dire  qu'il  faut  que  les  séries 

m  {m  —  1)    ^       m  {m — i)(w  —  î^Of"'  —  3)    ^ 

I  .2  I .2.3.4 

et 

m  w(w-"i)(/w  — 2) 

—  wC  — -  ■ — .r* 

I  1.2.3. 

m[m  —  \\{m. —  2)(iif  —  3)(/n — 4)    s 

1.2.3.4*5 

soient  convergentes.  Or,  en  prenant  dans  chacune  le  rap- 
port d'un  terme  général  au  précédent,  on  trouve  qu'il  a 
pour  limite  x^  quand  le  nombre  des  ternies  précédents  croit 
indéfiniment. 

La  condition  nécessaire  et  sufGsante  pour  que  les  deux 
séries  soient  convergentes,  est  donc  x*  <C[i.  En  consé- 
quence, nous  ne  devrons  considérer  que  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  -f- 1  et  —  i  *,  mais  m  pourra  être  pris  arbi- 
trairement. 

Considérons  maintenant  une  série  semblable  à  (1),  et 
qui  n'en  diffère  que  par  le  changement  de  m  en  w!\  puis 
multiplions-les  l'une  par  l'autre  comme  dans  le  numéro 
précédent  :  cette  nouvelle  série  sera  convergente  et  aura 
pour  somme  le  produit  des  sommes  des  deux  premières; 
son  terme  général 


(m  -f-  iw')  (m  -f-  iw'  —  I  ) ...  (m  -f-  m'  —  7?  -t-i) 

1  .2  ...  /y 


(xy/in; 


s'obtient  en  changeant  m  en  m  -f-  m!  dans  la  première. 

En  multipliant  la  série  ainsi  obtenue  par  une  troisième 
différant  de  la  première  par  le  changement  de  m  en  m", 
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on  en  obtiendra  une  autre  dont  la  somme  sera  le  produit 
des  trois  séries  multipliées,  et  dont  les  termes  se  déduiront 
de  ceux  de  (i)  en  y  changeant  m  en  m  -f-  m'+  m'^  Et  il 
en  sera  de  même  si  Ton  continue  cette  opération  pour  un 
nombre  quelconque  de  séries  semblables  à  (i).  Pour  expri- 
mer cette  propriété  delà  série  (i),  désignons  la  limite  de  sa 
somme  par  Gp(m),  nous  aurons 

(2)       ff{m)  f  (m')  ç(w").  . . .  ^ç'/w  4-  /w' -f- m" -f-  -  .  .)• 

Cette  proposition  remarquable  va  nous  conduire  à  la 
connaissance  de  la  fonction  désignée  par  f  (m)  dans  les 
deux  cas  que  nous  considérons,  de  m  positif  et  de  m  négatif. 

i^  Supposons  d'abord  m  positif  et  commensurabie,  on 
aura 


m  =1  -y 

7 


r  et  ^  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Dans  l'équation  (2)  prenons  toutes  les  quantités  m',  m".,, 
égales  à  m  et  en  nombre  q]  elle  deviendra 

Mais  r  étant  entier,  y  (r)  n'est  autre  chose  que 

(^-4-xv^^)^• 
on  a  donc 

et,  par  conséquent, 

ou  en  employant  la  notation  des  exposants  fractionnaires, 
pour  les  expressions  imaginaires,  comme  pour  les  réelles, 

r 

y(/w)  =  (i  -h  .r  ^— 1)'/  =  (1  -+-xv^— I  ;"'. 
On  a  donc  pour  toute  valeur  commensurabie,  et,  par  con- 


ZgH  ÉTUDE    DES    CODBBES. 

séquent  aussi  pour  toute  valeur  incommensurable  de  m, 
pourvu  qu*elle  soit  positive. 


/  / m  ; m  {m  —  i)  /      / \ 


3^  Supposous  maintenant  que  m  ait  une  valeur  n<fgalivc 
quelconque,  —  n,  La  formule  (a)  donnera,  en  ne  considé- 
rant que  deux  séries, 

f(/w)y(/«')  =  ff{m  -h  m'), 

équation  qui  deviendra,  en  prenant  m'  =  n. 

Mais  en  faisant  m  =  o  dans  la  série  (i),  elle  se  réduit 
h  I ,  et  par  conséquent  on  a 

Donc 

ff(m)  =  -- — , 

et  comme  n  est  positif,  on  a 
et  par  conséquent 


(i  -*-a:v^  — I 


M 


et,  en  employant  le  notation  des  exposants  négatifs  pour  les 
imaginaires, 

Donc,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  m,  pourvu  que  j: 
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soil  compris  entre  -h  i  et  —  i ,  on  a 


îi  -hxy— I  j    =:  I  -4-  mx^ — 1  H [x^ — i  ;  -h  . . . 

M    m  Ji 

» 


OU 


, «  , tn(m—ï]     ,        m{m  —  i)(m— ?.)     ,   . 

,I+ar^— IJ  —  I+/72W— I ■ .r»—  --^ i-L l.x^J—i 

1.2  I .2.3  ' 

m(m  —  i)('w  —  2)(/7i  —  3) 
1 .2.3.4 


DES  FOnCTlONS  TRAlfSCEMDAlITES  DE  QUANTITÉS  IMAGINAIRES. 

307.  Jusqu'ici  les  opérations  que  nous  avons  effectuées 
sur  les  expressions  imaginaires  n'ont  été  que  des  additions, 
soustractions,  multiplications,  divisions,  élévations  aux 
puissances  et  extractions  de  racines;  nous  avons  établi 
nettement  la  manière  dont  ces  expressions^  ou,  comme  on 
dit  aussi,  ces  quantités  seraient  traitées,  et  les  proposi- 
tions qui  en  sont  résultées  ont  eu  un  sens  parfaitement 
clair.  Or  on  reconnaîtra  en  avançant  dans  la  science 
qu^il  est  utile  de  les  soumettre  à  toutes  les  mêmes  opéra- 
tions que  les  quantités  réelles,  et  qu'il  en  résulte  une  géné- 
ralisation importante  dans  les  procédés  du  calcul  et  dans 
les  formules  auxquelles  ils  conduisent. 

Ainsi  on  pourra  élever  un  nombre  a  une  puissance  ima- 
ginaire, prendre  le  logarithme  d'une  quantité  imaginaire, 
en  considérer  les  lignes  trigonométriques  directes  ou  in- 
verses, etc. 

Mais  la  première  chose  à  faire  est  de  donner  un  sens 
précis  à  ces  opérations,  qui  n'en  ont  jusqu'ici  que  quand 
elles  se  rapportent  à  des  quantités  réelles  ;  et  comme  nous 
avons  fixé  avec  précision  la  manière  dont  nous  entendions 
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qu'elles  devaient  être  traitées  dans  les  opérations  infé- 
rieures, c'est  à  celles-ci  que  nous  rapporterons  toutes  les 
autres. 

((  En  conséquence,  lorsque  nous  voudrons  déGnir  une 
))  fonction  quelconque  de  quantités  imaginaires,  nous 
))  commencerons  par  donner  à  cette  fonction  de  varia- 
»  bles  a:,^,  z,...  une  forme  telle,  qu'il  n'y  ait  à  exécuter 
))  sur  ces  variables  que  les  opérations  inférieures  désignées 
»  ci-dessus  ;  et  ensuite  nous  remplacerons  or,  j^,  z, . . .  pr 
))  les  expressions  imaginaires  correspondantes.  » 

Et  il  est  bien  entendu  que  s'il  en  résulte  des  séries  ima- 
ginaires, elles  seront  convergentes,  sans  quoi  il  n'y  aurait 

aucun  sens  à  cette  substitution.  Par  exemple  tx" 
signifiera  qu'après  avoir  développé  a'  suivant  la  série 

[xlaY       (xlaY 
I  -f-  x/û  -h  i^ '-  -f-  ' ^5  -4- .  . . , 

1.2   .         1.2.3 

OÙ  il  n'y  a  à  exécuter  sur  x  que  des  multiplications, 
divisions  et  élévations  à  des  puissances,  on  remplacera  x 

par  a  -+-  6  y/ — i. 

De  même  sin(a  +  S\/ — i)  signifierait  le  résultat  de 

la  substitution  de  a  +  6  i/ — i  à  x  dans  Ja  série 


x^  x^ 


1 .2.3       I .2.3.4*5 

et  ainsi  des  autres. 

Il  faut  reconnaître  toutefois  que  si  une  fonction  d'ima- 
ginaires dépend  de  fonctions  déjà  clairement  introdui- 
tes, et  par  des  conditions  qui  n'offrent  aucune  obscurité 
et  qui  servent  de  définition  à  une  fonction  connue  dans 
le  cas  des  quantités  réelles,  la  même  définition  con- 
vient naturellement  à  la  fonction  d'imaginaires,  et  c'est 
elle  que  nous  donnerons  au  lieu  d'avoir  recours  aux  se- 
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ries.  Ainsi  après  avoir  défini  Texponentielle  imaginaire 

a  ^"^  d'après  le  développement  de  a'  en  série,  nous 
dirons  que  a  +  ^  V — '  ^^^  '^  logarithme,  dans  la  base  a, 
du  développement  obtenu  par  la  substitution  de  a  -+•  6  \/— î 
à  X  dans  a'.  Et  généralement  nous  appellerons  logarithme 
d'ime  quantité  réelle  ou  imaginaire  l'exposant  qu'il  fau- 
drait donner  à  la  base  pour  reproduire  cette  quantité,  si 
cela  est  possible^  en  entendant  les  exposants  comme  nous 
venons  de  le  dire.  Ce  sera  ensuite  une  question  à  examiner, 
si  le  logarithme  ainsi  défini  sera  le  même  que  celui  qui 
aurait  été  défini  au  moyen  des  séries  démontrées  pour  les 
quantités  réelles. 

Cette  remarque  peut  être  appliquée  à  d'autres  fonctions 
inverses. 

308.  Avant  de  procéder  à  aucune  recherche  particulière, 
nous  établirons  une  proposition  générale  bien  simple, 
mais  d'une  application  continuelle.  Elle  consiste  en  ce  que 
si  le  résultat  de  certaines  opérations  effectuées  sur  des 
fonctiçns  de  variables  or, y,  2, ...  a  été  obtenu  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  ces  quantités  et  ne  dépend,  quant  à 
la  forme,  que  du  mécanisme  même  de  ces  opérations^  que 
de  plus  ces  fonctions  et  les  calculs  exécutés  sur  elles  ne 
renferment  que  des  opérations  qu'on  exécute  sur  les  ex« 
pressions  imaginaires  suivant  les  mêmes  règles  que  sur  les 
quantités  réelles,  il  suffira  de  substituer  à  ar,j,  -z,.--?  dans 
le  premier  résultat,  les  expressions  imaginaires  proposées, 
pour  obtenir  identiquement  le  résultat  des  opérations  qu'on 
effectuerait  sur  les  fonctions  données  dans  lesquelles  on 
ferait  les  mêmes  substitutions  a  Jr,  j^,  2.... 

La  vérité  de  cette  proposition  se  reconnaît  immédiate- 
ment. Pour  en  donner  un  exemple,  nous  rappellerons  que 
si  Ton  exécutait  sur  x  et  ^  les  opérations  indiquées  comme 
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il  suit 

x(j:  —  i). .  .(jT  —  /t-f-i)       x{x — i)...(x  —  /H-!î)j 

—  ■+■  •  •  • 


1.2. ../i  1.2. ..(11  —  i)  1 


1 .2. .  ./i 


on  aurait  le  même  résultat  en  a:  et  ^  que  si  Ton  exécutait 
celles  qui  sont  indiquées  par  l'expression  suivante,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  xeijj 

■         ■     -  ■■-■     I  ■  ■    ■  ■  ■    ■■■■■II. — »  ■  ■  -  ■    ■  ■■-■—■   — ■»■  • 

I  .2.  •  •/! 

On  peut  donc  dire  que  la  même  identité  aura  lieu  si  an 

lieu  de  a:  et  j^  on  mettait  a -h  S  y/ — i  et  a'-f-S'y^— ij 
puisque  les  opérations  indiquées  s'exécutent  sur  ces  der- 
nières expressions  suivant  les  mêmes  règles  que  sur  les 
quantités  réelles. 

EXPONENTIELLES    ET    LOGARITHMES    IMÀGIHAIRES.     ' 

309.  Les  logarithmes  des  quantités  réelles  peuvent  ^tre 
ramenés  à  la  base  unique  e  du  système  népérien,  parce  que 
tout  nombre  positif  a  étant  égal  à  e'"*,  on  a  a'=:c''''*,  cl 
en  posant  xla  =  z^  les  logarithmes  x  et  z  d'un  même 
nombre  quelconque  dans  les  bases  e  et  a  ont  entre  eux  un 
rapport  constant. 

De  même  toute  exponentielle  imaginaire  a"  ^ 

base  quelconque  a  peut  être  ramenée  à  une  exponeniiello 
à  base  e;  car  d'après  la  définition  des  exponentielles  ima- 
ginaires, on  a 

I  1.2 

développement  qui  n  est  autre  que  celui  de  e 
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Si  donc  on  fait  ala^im^  êla  =  n^  on  a  identique- 
menl,  d'après  la  définition  des  exponentielles  imaginaires, 


a  ^        =  e  , 

m  ein  étant  respectivement  a  et  6  multipliés  par  la.  On 
peut  donc  se  borner  à  considérer  les  exponentielles  à 
basée,  ce  qui  sera  plus  commode;  on  les  rapportera  faci- 
lement ensui  le  à  toute  autre  base,  si  Ton  en  a  besoin. 

310.  Les  opérations  sur  les  exponentielles  imaginaires 
se  font  suivant  les  mêmes  règles  que  sur  les  exponen- 
tielles réelles. 

Nous  allons  démontrer  d^abord  que  Texposant  d'un 
produit  est  la  somme  des  exposants  des  facteurs.  Soient 

en  effet  les  deux  exposants  a  -f-  6  y/ — i  et  a'  -f-  S'  ^ — i , 
a,  a',  S,  ë'  étant  des  nombres  réels  quelconques,  positifs 
ou  négatifs;  les  quantités  correspondantes  seront 

(I;    «r                 -i-f.             ^             -f.            —           +..., 
,2 j  e  =1-1 1 »-•••• 

1  1.2 


Si,    pour    abréger,     nous    faisons    a  -h  S  ^ —  i  =  h, 
a'  •+-  6'  v/ — I  =  V,  ces  deux  séries  deviendront 

u        «'  «" 

IH 1 h.  .  -H 9 

1  1.2  1  .  2 .  .  .  /i 

iH h h.  .  .-4- 


I  1.2  1  •  2 .  .  .  /i 


Si  on  les  multiplie  par  le  procédé  déjà  employé,  on  trou- 
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vera  pour  terme  général 

H : : — I ; r h...-f- 


I.2.../I  I.2...(/l  — 1)1  1.2... (/ï  —  2)1.2  Î.2.../Ï 

* 

qui  n'est  autre  chose  que  le  résultat  que  le  mécanisme  du 
calcul,  effectué  comme  pour  les  quantités  réelles,  donne- 
fa -4- p)" 
rait  pour  ^ — . 

1 . 2 ...  « 
On  obtient  donc  ainsi  une  série  qui  ne  diffère  de  celle 
en  u  que  par  la  substitution  de  m  +  t'  à  «,  quels  que  soient 
u  et  f^,  et  par  suite  par  la  substitution  de 


dans  la  série  (i),  et  qui,  par  conséquent,  représente 

^a -*- a' -h  (6 -f- 6')\/^ 

d'après  la  définition. 

Mais  nous  avons  démontré  que  la  série  obtenue  par  ce 
procédé  a  pour  limite  le  produit  des  limites  des  séries  (i) 
et  (2).  On  a  donc 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  exposants  est  l'exposant  du 
produit  des  deux  quantités  correspondantes,  quels  que 
soient  d'ailleurs  les  signes  de  ces  exposants. 

Cette  proposition  ayant  lieu  quels  que  soient  a,  6,  «',  6 , 
on  peut  avoir  6  =  o  ou  6'  =  o,  c'est-à-dire  qu  elle  subsiste 
quand  l'un  des  exposants  est  réel  et  l'autre  imaginaire. 

Et  si  l'on  avait  a'  =  —  a,  6'  =  —  6,  le  produit  serait  i, 

f/i  _j_  p)»* 

parce  que  le  terme  général  -^ ■—  serai  t  zéro  pour  toutes 

I  >  2 .  •  ■  /» 

les  valeurs  de  n  depuis n  =  i]  ce  qui  montre  que 


^a-h6^^ 
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et  que,  par  conséquent,  le  changement  de  signe  d'un  expo- 
sant imaginaire  quelconque,  produit  sur  rexponentielle  le 
même  efiTet  que  quand  Texposant  est  réel.  La  formule  (3) 
doDne  bien  au  produit  la  forme  e^'^  mais  il  était  nécessaire 
ici  de  reconnaître  d^où  venait  ce  zéro. 

311.  Si  Ton  multipliait  le  produit  des  deux  séries  (i),  (a) 

par  une  troisième  série  représentant  e"  "^"^  ^""*,  il  faudrait 
de  même  ajouter  les  exposants  a  +«'-!-  (6  -i-  6')  \J — i  et 
a"  -h  6"  y/ — I,  et  le  produit  serait  la  représentation  de 

^a -H  a'H- a" -h  (€  4- 6' -t- 6")  ^^^ 

En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à  cette  proposition  gé- 
nérale que,  si  des  expressions  en  nombre  quelconque  ont 
des  logarithmes  imaginaires  ou  réelsj  leur  produit  aura 
pour  logarithme  la  somme  de  ceux  de  ses /acteurs. 

De  cette  proposition  il  résulte  que  le  logarithme  du 
quotient  de  deux  expressions  qui  ont  des  logarithmes  ima- 
ginaires est  la  différence  de  ceux-ci. 

312.  Si  Ton  multiplie  entre  elles  m  expressions  identi- 
ques à  ga-^-^V— »^  la  somme  des  exposants  sera 

/?!  (a  -4-  6  ^ —  I  ), 

d'où  résulte  qu*en  multipliant  un  exposant  imaginaire  par 
un  nombre  entier  positif  m,  on  élève  l'exponentielle  à  la 

puissance  m. 

Et,  par  conséquent,  si  l'on  divisait  l'exposant  par  n,  on 
aurait  une  racine  w*'"**  de  Texponentielle.  En  réunissant 
les  deux  opérations  on  voit  que,  si  Von  multiplie  un  expo- 

sont  imaginaire  par  —  ^  on  extrait  la  racine  /i**'"*  de  la 

puissance  m  de  V  exponentielle  y  et  Veffet  est  le  même 
(jue  pour  les  exponentielles  réelles. 


er 


.r<  af*  y] — i 

-1 1 ï _}_ 

I.2.3...4       i.a.3.4*«t5 
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313.  Expression  des  exponentielles  imaginaires  au 
moyen  des  sinus  et  cosinus.  Formules  générales  des  lo- 
ganthmes  de  toutes  les  quantités  réelles  ou  imaginaires. 

En  prenant  pour  exposant  de  e  une  quantité  imaginaire 

quelconque  y-hx^ —  i,  y  el  x  pouvant  être  positifs  ou 
négatifs,  on  a,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré  sur  les 
exposants, 

I  i^-xv/— 1 ï 

\  I .a        I .2. . .3 

=  ey^  (cosx  -h  ^ — 1  sin  .r  ) . 
Si  l'on  a^=  o,  il  en  résulte 

(4)  e'^^^  =co%a:-h  ^ — isinx, 

ou 

/(c0Sa:-f-  ^ — I  sin.r)  =:.ry/ — I. 

Faisant  x=  ^nt:  dans  (4)9  '^  désignant  un  nombre  en- 
tier quelconque  positif  ou  négatif,    on  a 

005  x  =  i^     sin  X  =  o, 
et,  par  suite, 

et  c'est  là  la  seule  valeur  de  l'exposant  qui  puisse  donner 
Tunité  pour  valeur  de  T exponentielle  ,  puisque  c'est  la 
seule  qui  rende  sina:=o  ctcosx=i.  Tous  les  loga- 
rithmes de  +  1  sont  donc  donnés  par  la  formule 


/.  I  =  2  «  TT  y/ —  I  , 

et  on  pourra  les  ajouter  a  tout  logarithme,  puisque  ce  serait 
simplement  introduire  le  facteur  i  dans  la  quantité. 


La  seule  valeur  réelle  de  /.  i  est  donc  zéro,  et  correspond 

à  71  =  0. 

Si,  dans  Téquation  (4))  on  fait 

X  =  (un  -f-  i)7r, 
il  en  résulte 

et  toute  autre  valeur  de  l'exposant  ne  pourrait  donner  pour 
résultat  —  i,  puisque  nous  avons  pris  pour  x  la  valeur  la 
plus  générale  qui  rende  le  second  membre  égal  k  —  i. 

II  suit  de  là  que  les  logarithmes  de  —  i ,  dans  la  base  de 
Néper,  sont  exprimés  par  la  formule 


/(—  i)  =  (2/1  +  O^v^ — ' 

cl  comme  «=aXi   et  — a  =  ax — ii  tous  les  loga- 
rithmes de  a  seront  compris  dans  la  formule 

la  -i-2nn  y — i, 

qui  ne  donne  qu'un  seule  valeur  réelle,  et  ceux  de — a 
dans  celle-ci 


/«H-  (a/f  H-  i)  TT  ^ — 1, 
qui  ne  donne  aucune  valeur  réelle. 

314.  Formule  de  tous  ïef  logarithmes  d'une  expression 

imaginaire  a  -H  i  ^ — i . 
On  a  identiquement 

a-hbsf^=^a'  -+-  ?'  (  4-  ^T^ r  |. 

Désignant  par  6  un  arc  ayaiit  pour  cosinus  --==  et  pour 

sinus  — ■.  et  par  p  la  valeur  positive  de  ^/o*  -H  A*,  on 

V^a*  -4-  b^ 

a6 


403  ÉTUDE    DES    COURBES. 

aura 

a-h  b  v/  — I  =/)[cos(ô=fc:2/i7r)  -f-  \/  — i  sin  (Ôdb2/iir)], 


^ — I  désignant  dans  les  deux  membres  la  même  racine 
carrée  de  —  i.  Or  les  deux  fadeurs  de  ce  produit  ayant  res- 
pectivement pour  logarithmes /|0  et  9^ — I,  il  eu  résultera 


lexpression  la  plus  générale  de  a-{-  b  ^' — i  en  exponen- 
tielle est  donc 

et  ^    par   conséquent ,    la    valeur    la    plus    générale    de 

/  [a-\-byj — i)  est 

et,  comme  conséquence^ 

/(cosO  -+-\/— I  sinO)  =  (0  4-  2/i7r)  \/— i. 


^ — 1  étant  toujours  la  même  racine  carrée  de. —  i  dans  les 
deux  membres. 

Si  Ton  changeait  A  en  — A,  il  suffirait  de  changer  6  en — S, 
et,  en  achevant  scmbiablement  le  calcul^  on  obtiendrait 

y/ — f  étant  toujours  le  même  dans  les  deux  membres, 
n  étant  un  nombre  entier  arbitraire,  positif  ou  négatif, 
qui,  par  conséquent,  pourrait  être  pris  différent  dans  les 

logarithmes  de  a-\-  b  y/ — i  et  de  a  —  b  ^ — i ,  bien  qu'ils 
entrassent  dans  le  même  calcul. 

Dans  le  cas  particulier  de  a  ==  o  et  é  =  i ,  on  a 
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Ces  formules  donnent 


^ — I  ^=e 


^^-hQn;r)v^-i 


^_^_H..2«7rjv^-i  ^^-h2n-i,rjv/^ 


et  ces  deux  équations  peuvent  être  renfermées  dans  la  sui- 


vante 


d'oi 


ou 


la  valeur  de  ^ —  i  étant  la  même  dans  les  deux  membres  ; 
les  valeurs  paires  de  h  correspondant  à  /(y/ — i  )  et  les  im- 
paires à  /  ( —  y/ — I  ).  Les  plus  simples  de  ces  valeurs  s'ob  - 
tiendront  en  faisant  dans  la  première  /c  =  o,  et  dans  la  se- 
conde /r  =  —  v\  elles  seront 

/V^^=-v/^,    et    /(-v/~"^j:=--!:v/37. 

315.  Considérons  encore  une  expression  plus  compli- 
quée*, et  cherchons  le  logarithme  de  la  puissance  de  de- 
gré imaginaire    m-h/iy/ — i,   d^une  quantité  imaginaire 

D'après  le  sens  que  nous  avons  donné  aux  exposants 
imaginaires,  (a -f- i  y  —  ^jm-h/iv—i  j^j^jq^g  |g  résultat  de 
la  substitution  de  m  -f-  «  y' — *  à  x  dans  le  développement 
lie  {a-\-b  y  —  ly',  suivant  les  puissances  de  x.  Pour  obte- 
nir ce  dernier,  on  remplacera   d^abord  a -h  b  yj — i  par 

une  expression  trigonométrique  en  posant  y/a-  -\-  ô^  =  p^ 

26. 
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a 


et  désignant  par  0  un  arc* ayant  pour  cosinus  — «  et  pour  si- 

r 

nus  — -  Tous  les  arcs  jouissant  de  la  même  propriété  seront 

exprimés  par  la  formule  B  +■  2iÂ7r,  h  désignant  un  nombre 
entier  quelconque ,  positif  ou  négatif.  On  aura  ainsi  Tex- 

pression  trigonométrique  la  plus  générale  de  a  +  h^—t 
en  prenant 

a  -f-b  y/—i  =p  [cos(Ô-4-  2/7:)  -4-  v^— I  sîn  {O-hikn)] 
et,  d'après  ce  que  nous  savons,  on  aura, 


Il  faut  maintenant  remplacer  x  par  m  -f- 12  ^ — 1  dans 
le  développement  de  cette  dernière  exponentielle,  ou  bien, 
ce  qui  donnera  le  même  résultat,  faire  cette  substitu- 
tion dans  l'exposant  même  et  développer  ensuite.  La  si- 
gnification de  l'expression  proposée  est  donc  clairement 
établie  par  Téquation  suivante  : 

Maintenant^  Texposant  de  e  dans  le  second  membre  est 
un  logarithme  de  l'expression  proposée;  et,  comme  nous 
Tavons  dit  précédemment,  on  aura  la  formule  générale  de 
tous  ses  logarithmes,  en  y  ajoutant  l'expression  générale 

des  logarithmes  de  l'unité,  ou  aA'Tiy/— 7 ,  A'  désignant  un 
nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  On  aura 
donc  la  formule  générale  suivante  : 

Z^^  +  ^y  — ij         ^ 
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La  règle  est  donc  encore  la  même  que  si  l'exposant  était 

réel.  On  trouve,  en  effectuant  et  supposant  que  ^ — i  in- 
dique partout  la  même  racine  de  —  i , 

Quant  à  Texpression  proposée  elle-même,  elle  serait 
transformée  dans  la  suivante  : 

[fi  -f-  b  ^ — i  )  ' 

=  ^'"'^~"(^^^*''^|cos[/z/p  +  /;i(Ô  +  2X-n)-h2X'tr] 
-f-  \/— I  sin[/i/p4- w{9  -4-  aX  rr)  -f-  2/''fr]| 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aurait  «  =  o,  fe=i  , 
m  =  o,  /i  =  1,  et  par  suite  o  =  i ,  /p  =  o,  6  =  -?  celte 
dernière  équation  devient 

^V'  — ij        =«'     ^  '^ 

et 

/(y— 7/"'  =:—  f-  -f-  2/-7r  j  -h  a/'^r  y^^, 

ce  qui  est  conforme  a  la  règle  dans  le  cas  des  exposants 
réels,  car,  en  la  suivant,  on  écrirait 

mais,  puisque 

I TT  / .     n  (^-^^^'^)^^ 

J — I  zrr  COS h  V  —  I  Sin  -  =  tf  \ ''  /  * 


V  a 


on  a 


/V^-,=    ^^+2/.„\y/_,, 


,• 
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et,  par  suite, 

el  on  aura   le  logarithme  le  plus  général  en  y  ajoutanl 
uk^n^ — i,  qui  est  le  logarithme  général  de  Tunité. 

316.  Développement  en  série  du  logarithme  d'une 
quantité  imaginaire,  — Nousavonsvu  que  toute  expres- 
sion imaginaire  a  4-  6  sj — i  a  un  logarithme  de  nièine 
forme  ;  nous  allons  nous  proposer  d'exprimer  ce  logarithme 

par  une  série.  En  mettant  a.  en  facteur  et  posant  -  =  .t, 

cette  expression  devient  a  (i  -f-  j:  yj — i  ),  et  son  logarithme 

est  égal  à  Iol-^  l{i  +  x  yj — i  ).  La  question  se  réduit  donc 

cl  développer  l{i  +x  yj — i)  en  série. 

Nous  avons  déduit  précédemment  le  développement  de 
/(i  -^x)  de  celui  de  (i  4-x)'";  voyons  si  l'on  ne  pour- 
rait  pas   semblablement    déduire    le   développement  de 

^ (i  H-  a:  yj —  1  )  de  celui  de  (  1 4-  x  yj — i  )*,  qui  est,  comme 
nous  Tavons  fait  voir, 

et  qui  est  convergent  si  x  est  compris  entre  —  i  et  H-  i. 

On  en  déduira,  comme  dans  le  cas  du  second  terme 
réel,  en  faisant  tendre  m  vers  zéro, 

lllll  ! i =xJ — I - 

m  ^  2 

f.rv/— I  )'          f-g\/— ')*     , 
4-  -^ 4-,... 
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Il  s^agit  mamtenant  de  trouver  la  limite  du  premier 

membre.  Or,  puisque  i+x  y/ — i  =  e  \'-^'y— 0^  on  aura, 
d'après  ce  qui  précède, 


) 


mlii-^xyj — I  )       /rt'/'f  i-f- jrv^— i) 
i  -\ -j j_ , 

I  1  .2 


(l'eu 

,.    U-^xsj—iT—i     ,/         y — , 

lim ^  /  (  I  -I-  jc  J-- 1  j, 

m 

ce  logarithme  étant  pris  de  la  manière  la  plus  générale.  II 
comprendra  comme   cas  particulier  Texpression    trouvée 

d'abord  pour  limite  de et  qui  s*annule  avec  x. 

On  aura  donc  pour  le  développement  de  l{i-^tsj — i) 
s'annula  ni  avec  a\ 

(i)  /(n-^V-0  =  — '^ -^ -^ ^— ^— ...; 

et  par  conséquent  le  développement  du  logarithme  d'un 
binôme  imaginaire  suit  la  même  règle  que  celui  du  loga- 
rithme d'un  binôme  réel. 

317.  Nous  pouvons  déduire  de  la  formule  (i)  un  déve- 
loppement important,  celui  d'un  arc  au  moyen  de  sa  tan- 
gente. En  effet,  on  a 


-i-x  yj—x  =  v'iH- 


I ^ — i  arc  tans  o- 


d'on 

/(i  -f-xy^^j  =  -/(n-x')  H-  V'— I  arcungx. 
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mais  la  formule  (i)  devient,  en  effectuant  les  puissances 
de  ^ — I, 

/  ,- — \         ar'         A*         JL*  /  X*       X*      \ 

Ces  deux  valeurs  de  /(i-f-:t),  devant  être  identiques, 
ont  ta  même  partie  réelle  et  la  même  partie  imaginaire. 
C'est  ce  que  Ton  reconnaît  immédiatement  pour  la  pre- 
mière; et  la  seule  proposition  nouvelle  qui  en  résulte,  en 
égalant  les  parties  imaginaires,  est  le  développement  de 
arc  tangx  suivant  les  puissances  de  x.  Il  est,  pourvu  que 
X  soit  compris  entre  —  i  et  +  i , 


.T*  JT*  X' 


arc  tang  x  =  x  —  y"+-^ h.... 

C'est^  de  tous  les  arcs  qui  ont  la  même  tangente  jr,  celai 
qui  devient  nul  avec  x, 

Ceite  série  remarquable  donne  une  expression  du  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre.  En  j  faisant  x  =  i 
elle  devient 

TT  1  I  ! 

Malheureusement  cette  série,  qui  a  été  découverte  par 
Leibnitz,  est  très-peu  convergente,  et  exigerait  de  très- 
longs  calculs  pour  donner  une  approximation  assez  faible. 
Mais  Euler  a  indiqué  un  moyeu  d'en  tirer  une  valeur  de  r 
en  n'employant  que  des  valeurs  de  x  qui  la  rendent  irés- 

convergeute.  Il  consiste  à  partager  -^  en  deux  arcs  dont  les 

tangentes  aient  des  valeurs  simples,  et  de  calculer  chacun 
d'eux  par  sa  tangente,  qui,  étant  plus  petite  que  i,  donnera 
lieu  à  une  série  plus  convergente. 

Prenant  pour  l'un  de  ces  arcs  celui  dont  la  tangente 
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est  -f  on  trouve  facilement  que  la  tangente  du  second  est 


r*  et  ion  aura 


y  z=  arc  tan{:  — h  arc  tang  ^ 


î 


i.%      3.2»       5.2*  1.3       3.3'       5.3* 

On  pourrait  encore  calculer  tt  par  des  séries  plus  con- 

vergenteS)  en  partant  de  Tare  dont  la  tangente  est  ^9  et  qui 

se  calculera  par  une  série  beaucoup  plus  convergente  que 

CCS  dernières.  Le  désignant  par  a,  on  calculera  la  tangente 

10         5 
de  2 a  <|uî  sera  —7  ou  — >  puis  la  tangente  de  4«  qui  sera 

—  ou  I  H On  voit  ainsi  que   Aa  est    plus   grand 

119  119  ^  .     *♦  r        b 

que  -r>  et  il  suffira  de  calculer  l'excès  b  qui  est  la  diffé- 
rence des  angles  ayant  respectivement  pour  tangentes  1  et 

I  H Sa  tangente,  déduite  de  ces  deux-ci,  sera  -^r-?  et 

i«9  '239 

la  série  de  arc  tang x  donnera  i,  en  remplaçant  x  par  — ^• 

La  valeur  de  b  se  calculera  donc  avec  beaucoup  d'approxi- 
mation au  moyen  d'un  très-petit  nombre  de  termes;  et  la 
valeur  de  TT  sera  4(4^  —  ^)* 

318.  Remarque,  —  On  aurait  pu  déduire  la  limite  de 

~ comme  cela  a    ete  lait  précédemment 

dans  le  cas  d'un  binôme  réel;  mais  nous  y  sommes  par- 
venu plus  promptement  ici,  parce  que  nous  avons  pu  faire 
usage  du  développement  d'une  exponentielle  en  série,  ce 
qui  n'était  pas  encore  connu  dans  le  premier  cas.  On  pour- 
rait néanmoins  suivre  tout  à  fait  la  même  marche,  comme 
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nous  allons  le  démontrer  j  et  cela  aura  l'avantage  d'étendre 

I  ...  /  (  I  -h  a)  . 

aux  imaginaires  la  proposition  importante  que a 

pour  limite  Tunité  quand  a  tend  vers  zéro. 


1°  Supposons  d'abord  a  de  la  forme  x  ^ — i  et  cher- 
chons la  limite  de -— — -  quand  x  tend  vers  zéro, 

x^ — 1 

en  considérant  le  logarithme  qui  s'annule  avec  x.  c'est-à- 
dire  prenant  /.  i  =0. 
Or  on  a 

/ (14-  *  ^ —  1  j  :=-  l{i  4-  or')  -h  V —  ï  arc  tang  j:, 


et 


/flM-x-y^ — 1)               I          /(iH-;r')          afCUngJr 
_____ — ^ • H 


v/ — I  ay'— 1 


jr  X 


En  passant  à  la  limite  et  remarquant  que ^ —  tend 

n        •    /  /  /fl  -f-  x'-\  . 

vers  1  uni  le  et  par  conséquent vers  zéro,  on  aura 

«C7 


hm  -^ == — -  —  I 

X  sj — I 

comme  pour  a  réel. 

a°  Supposons  en  second  lieu  a  =  a  -H  i  ^ — i,  ce  qui 
est  la  forme  la  plus  générale  de  ce  que  nous  avons  ap- 
pelé expressions  imaginaires  ;  et  cherchons  la  limite  de 

7" —  quand  a  et  6  tendent  en  même  temps 

a-\'b  V— 1 

vers  zéro,  en  ayant  un  rapport  fini  quelconque. 
Kous  aurons  d'abord 

/(i  4- /14-6  v^~)  — -/[(i  4-^)'+ ^M  +  y'---»'î»''c  ^^"STTfri' 

Or  arc  lane  — —  ne  diffère  de  que  d'une  quaiiliiê 
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infinioieDl  petite  par  rapporta ou  simplement  à  /^; 


et /(i  4- 2a  H- a* -h  i-)  ne  diffère  de  2a -i-a' -h  &*  que 
d'un  infiniment  petit  par  rapport  à  cette  dernière  quantité 
ou  simplement  à  a,  el  comme  af-  -h  &*  est  infiniment  petit 

par  rapport  à  ri,  -  /[{i  -h  a)*-h  i*  ]  ne  différera  de  -  ia 

onde  a  que  d'une  quantité  d'ordre  supérieur;  d'où  il  suit 

qne  /(i-4-a-4-i  ^ — 1)  ne  diffère  de  rt  -h  i  \j — 1  que 
d'une  quantité  w  d'ordre  supérieur  à  a  et  2^.  On  a  donc 

a -\- b  ^ — 1  a '\- b  ^ — i 

et  la  limite  est  i. 

On  peut  donc  dire  que,  quel  que  soit  a.  réel  ou  imagi- 
naire, on  a 

I 

/(i-ha)  ,.     ,  .~ 

Jiro =1=1,     ou     Iim(i-f-a      =::/'. 

a 

•^19.  Cette  extension  étant  établie,  si  Ton  demande  la  li- 

,        f  I  -f-  j:  J—  I  )*"  —  î  ,  j  ,  ^ 

mue  de quand  m  lend  vers  zéro,  ou 

m  ^ 

posera,  comme  il  a  été  fait  dans  le  cas  des  quantités  réelles, 
d'où 

w/(i  +  .rv^^)  =/(i4-6); 
1  expression  proposée  deviendra     5  el  6  tendra  vers  zéro. 

S»  î»  1.      •  •  %  I  /{l  -h  6  ) 

\  J  on  suosiitue  maintenant  a  m  sa  valeur 


/(l-hxy  — 1  j  ' 

celte  fraction  deviendra /  (  i-f-  x  J —  i  )  ?  dont  la  li- 

g 

mile  sera  /  (1  H-x  ^ —  1  ),  puisque ^  a  pour  limite  1 . 

On    parviendrait   donc    ainsi    au    développement    de 
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lyi-^x yj — i)  par  une  suite  de  calculs  icicntiques  à  ceux 
qui  ont  été  employés  pour  /  (i-f-.r). 

320.  U  serait  superflu  de  multiplier  davantage  les 
exemples  sur  le  calcul  des  exponentielles  et  des  loga* 
rilhmes  des  quantités  imaginaires. 

Les  contradictions  que  Ton  pourra  quelqucîois  tencou- 
irer  ne  seront  qu'apparentes,  et  tiendront  à  ce  que  Ton 
aura  oublié  qu'une  quantité  quelconque  réelle  ou  imagi- 
naire a  une  infinité  de  logarithmes.  U  n'y  aura  donc  pas 
lieu  de  s'étonner  si  deux  calculs  conduisent  à  des  expres- 
sions diflerentes  pour  le  logarithme  d'une  même  quantité; 
il  suffira,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  contradiction,  que  ces  ex- 
pressions difTéren  tes  soient  comprises  dans  la  formule  gé- 
nérale des  logarithmes  d*une  même  quantité. 

Ainsi  le  logarithme  d*une  puissance  n'est  pas  nécessaire- 
ment le  produit  du  logarithme  de  la  quantité  par  le  degré 
de  la  puissance,  vu  qu'on  peut  prendre  des  valeurs  inégales 
pour  les  logarithmes  des  facteurs  égaux.  Si  par  exemple 
on  considère  un  nombre  positif  n,  et  qu^on  désigne  par 
la  son  logarithme  réel,  le  logarithnie  de  a'  ou  de  aa 
n'est  pas  nécessairement  a  la  parce  que  les  logarithmes  des 

deux    facteurs  sont  la±^mz  yj — i   pour  le  premier,  cl 

lazh  2/ï'7r  ^ — 1  pour  le  second,  les  nombres  entiers  n 
pouvant  être  différents.  Le  logarithme  du  produit  «'  est 
donc,  d'après  la  règle  démontrée  (311), 


et  2 /a  n'en  est  qu'une  valeur  particulière. 

Voici  maintenant  une  des  difficultés  qu'on  a  élevées  sur 
l'emploi  des  logarithmes  des  quantités  qui  ne  sont  pas  des 
nombres  réels  et  positifs.  On  a  dit  a'  est  le  carré  de  —  û 
aussi  bien  que  de  -h  a  ^  son  logarithnie  est  donc  aussi  bien 
2l(^a)  que  2/a,  donc  l{—a)=la,  ce  qui  est  faux.  Mais 
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Ëulcr  a  très-bien  levé  cette  difficulté  en  faisant  remarquer 
que  le  logarithme  de  a*  n*est  nécessairement  ni  3 /a,  ni 
2/( — tf),  et  que  par  conséquent  on  ne  peut  conclure 
la  =  /( —  a)  :  il  suffit  pour  faire  disparaître  Tapparence  de 
contradiction  annoncée  par  les  deux  résultats,  de  montrer 
qu'ils  sont  l'un  et  l'autre  des  cas  particuliers  de  la  formule 
générale  des  logarithmes  de  a*. 

En  effet  — a  a  pour  logarithmes  toutes  les  expressions 
contenues  dans  la  formule 


Donc  le  logarithme  de  —  aX  — a  a  pour  expression  gé- 
nérale, d'après  la  règle  démontrée  ci-dessus  pour  le  loga- 
rithme d'uD  produit, 


iaàz{ip  'hi)^  v  —  *  -\-iadt  (2//  -f-  i)îry'— -i, 
ou 


a//ï  rb  2  (/?  -h  />'  4-  I )  î:  ^ —  I . 
Or  nous  avons  trouvé  pour  le  logarithme  du  produit  aXa 


1  la  zh  'i  {n  '\-  n')  n  ^' —  i , 

et  ces  deux  expressions,  qui  ne  peuvent  coïncider,  sont 
également  renfermées  dans  la  formule 

2//?db  ihitsl  —  I, 

qui  est  celle  du  logarithme  de  a^* 

321.  Mais  il  n'est  même  pas  besoin  Je  faire  usage  de 
toute  l'indétermination  que  comporte  chaque  logarithme,  et 
on  peut  considérer  la  même  valeur  pour  le  logarithme  des 
facteurs  égaux.  Ou  aura  ainsi,  en  doublant  le  logarithme 
de  a 

et  doublant  celui  de  —  n 


'2  In  dz  2  [o p  -\-  })  ir  y  —  i . 
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Or  ces  deux  expressions  ne  peuvent  coïncider,  mais  sont 
renfermées  dans  la  même  formule 

la  première  correspondant  à  k  pair,  el  la  seconde  à  k  im- 
pair. Et  toutes  les  difficultés  que  pourrait  faire  naître  Tap- 
plîcation  des  propositions  qui  précèdent  et  de  celles  qui 
vont  suivre,  se  lèveront  comme  celle-ci.  Il  ne  peut  y  avoir 
de  contradiction  réelle  entre  les  conséquences  rigoureuses 
de  principes  qui  n'ont  rien  de  contraire  à  la  nature  des 
choses  en  question. 

322.   Expression  des  sinus  et  cosinus  au  moyen  d'ex- 
ponentielles, —  Des  formules  précédemment  trouvées 

(i)  <?^v  — »  ^^eos.r -f- ^ — isiu.r,  e~'^^~~^  z=cos,r — ^— isin'", 
on  lire  ^ 


(  2  )      COS.r  = 9        sin.r  = 


Ces  expressions  sont  souvent  utiles,  et  elles  ne  sont  aa 
fond  autre  chose  que  celles  que  nous  avons  trouvées  pour 
le  développement  de  sinj:  et  cosx  suivant  les  puissances 
de  a:,  et  que  l'on  retrouverait  ici  en  remplaçant  les  expo 

nentielles  c'^~"',  e""*^"**  par  les  développements  en  sé- 
rie qui  en  sont  la  définition  ;  de  sorte  qu'on  les  obtien- 
drait directement  en  partant  de  ces  développements  au  lieu 
de  partir  des  valeurs  des  exponentielles  exprimées  en  sinus 
et  cosinus. 

Supposons  maintenant  Tare  x  imaginaire  et  représente 

par  a  -+-  6  ^ — i. 

D'après  notre  délîniiîon  générale  des  opérations  irans- 
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cendaotes  sur  les  imaginaires ,  on  aura 

Costa  4- 6  V—l)  =1: 1  —  ^ ^-h V-7 

^  '  1.2  I .2.3.4 

et  ce  développement  est  la  demi-somme  des  deux  suivants 
correspondant  respectivement  aux  doubles  signes 

1  1.2  "^1.2.3 

1.2.3.4 

et,  par  définition,  ces  développements  représentent  Texpo- 
nentielle 

*-  > 

on  a  donc 

cos(«  H-  6  ^  —  i  )  = 

On  trouverait  de  même 


•  •  » 


sin  (a  -H  6  y/ — 1  )  = 


iSl^i 


ce  qui  montre  que  les  formules  (i)  subsistent  quand  x  est 


.     • 


imaginaire. 
En  effectuant  les  calculs  on  trouvera 


^«.+-^-6         .        e^^c-'' 


(3)' 


lcos(a  -+-6v/— ij  =:cosa sina  • '- V  — i, 


6    ,    ^-6 


r 


e^  -\-  e  c''  —  c 


sin(a-f-  6i/— I  )  =  sin« h  cosa- v^— i. 


Si  a  =  o,  on  aura 


cos(6  V — y]  = 


^-^o-  r^ 


—  6         „Z  «  S ^  —  •> 


sin^SyCTT)  = p,_  =  V-i " 

?.  V  — I  ^ 
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323.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  propriétés  fou- 
damentales  des  sinus  et  co&inus  aubsisleot  quand  les  arcs 
sont  imaginaires;  que,  par  çxemple,  le  cosinus  et  le  si- 
nus d'une  somme  ou  d'une  différence  s'expriment  parles 
mêmes  formules  que  quand  les  arcs  sont  réels. 

En  effet,  d'après  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 

pour  cos(6^ — 1  )  et  siu^Sy^^^^),  les  formules  (3)  peuveDi 
s'écrire  ainsi  ; 

cos(a4-  6  ^ — i)  =rcosacos(6  ^ — i  )  —  sÎDasin  (6\/— i)i 
sin(a  •+-  S  v^ — i)  r=sinx  cos(6  \/ — i)  -h  sîn(€  ^1 —  ï  )  cos'a. 

■  ■ 

On  reconnaîtrait  de  môme  que  sin(<x  —  Sv-^-t)  i'i 
cos(a  —  6  v^ — i)  se  développent  suivant  la  même  loi  que 
quand  les  arcs  sont  réels. 

Il  est  inutile  d'entrer  d^ns  plus  de  dételoppement^s  sur 
ce  point  \  nous  avons  assez  montré  comment  il  faudra  rai- 
sonner dans  toutes  les  questions  qu'on  peut  se  proposer 
sur  ce  sujet. 

324.  Observation  générale.  —  Lorsque  l'on  voudn 
effectuer  des  transformations  on  opérations  qui  ne  seront 
pas  identiquement  les  mêmes -que  celles  que  nous  avons 
examinées  jusqu'ici,  il  faudra  commencer  par  se  rendit* 
bien  compte  de  ce  que  Ton  demande;  car  les  difficuliés 
viennent  souvent  de  la  mauvaise  position  de  la  question 
et  du  vague  des  conditions,  La  question  étant  netleincni 
définie  et  ne  renfermant  rien  de  contradictoire  à  loul  œ 
qui  a  été  antérieurement  établi,  il  ne  pourra  se  rencontrer 
que  des  difficultés  d'exécution,  maïs  jamais  d'obscurité. 
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BLS 


MATIÈRES  TRAITÉES  DANS  CET  OUVRAGE. 


L*Qbjet  principal  que  nous  avons  en  vue  dans  cet  ou- 
vrage esl  la  direction  de  V esprit  dans  la  recherche  et  dans 
la  démonstration  de  la  vérité*,  Les  moyens  généraux  que 
Ton  peut  indiquer  à  cet  effet  enseignent  comment  il  faut 
chercher,  mais  ne  font  pas  toujours  trouver;  le  succès  dé- 
pend beaucoup  de  Thabileté  de  celui  qui  les  emploie  :  mais, 
quelle  que  soit  leur  imperfection^  leur  utilité  est  incon- 
testable* 

Nous  les  avons  étudiés  spécialement  dans  les  questions 
qui  se  rapportent  aux  sciences  de  raisonnement.  Nous 
avons  donné  une  déOnition  précise  de  ces  sciences,  et  nous 
avons  assigné  avec  beaucoup  de  soin  le  caractère  des  ques- 
tions que  Ton  peut  avoir  à  y  traiter. 

Nou»  avons  exposé  les  méthodes  générales  qu'on  emploie 
à  cet  effet,  et  auxquelles  les  anciens  ont  donné  les  noms 
à^ analyse  et  de  synthèse.  Nous  croyons  avoir  ajouté  quel- 
que chose  à  ce  qu'ils  nous  ont  laissé  sur  ce  point,  et  nous 
n'avons  pu  nous  empêcher  d'exprimer  notre  étonnement  de 
voir  que  les  Traités  modernes  de  logique  n'en  font  aucune 
mention.  Celui  de  Port-Royal  en  dit  quelques  mots  à  peine, 
beaucoup  moins  certainement  qu'on  n'en  trouve  dans  les 
ouvrages  de  Pappus  d'Alexandrie.  Mais  Condillac  et  tous 
ceux  qui  l'ont  suivi  ont  entendu  les  mots  analyse  et  sjrn^ 
thèse  dans  un  autre  sens  que  les  anciens;  ils  n'y  ont  vu 
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que  la  décomposition  d^un  tout  dans  ses  parties,  et  la  re- 
composition de  ces  parties  pour  refaire  le  tout.  Ils  ont  cm 
que  c'était  exi  cela  que  consistaient  les  procédés  des  géo- 
mèlres  modernes,  dontils  ne  pouvaientapprécier  les  œuvres, 
et  ils  les  ont  donnés  avec  assurance  comme  les  seules  me* 
thodes  propres  à  diriger  Tesprit  dans  U  recherche  et  la  dé- 
monstration de  la  vérité.  Nous  serions  heureux  de  penser 
que  cet  ouvrage^  pourra  contribuer  à  les  faire  revenir  de 
ceitjB  erreur* 

Après  avoir  exposé  les  généralités  applicables  èj  toutes  tes 
sciences  de  raisonnemeoti  nous  avons  jugé  nécessaire  de 
les  éclairer  par  rapplicaliori)  et  nous  avons  dû  ehoi^sir  à  cet 
effet  les  sciences  lies  plus  simples  et  les  pliis  parfliUe^^  la 
science  des  nombres  et  la  sdenoede  l^ étendue.  * 

Sciences  de  rpisQnnsemeni.  —  Nçtis  tavons  ^àjfpeié  iéience 
d'une  cA^^^rensemhledesdoisdeoelteolu^se,  c^est^i-dire 
lensemble  des  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de' sa  na- 
ture. Elle  devieut  science  de  raisonuèment  lorsque  les  donr- 
nées  que  Ton  possède  sur  cette  natuire  déterminent  cobnpié* 
tement  }a  chose,  et  par  suite  touleases  loîs; 

Pour  constitjUiBi; la  siciencedes' nombres et^le de Vétm^ 
due,  nous  avop^  donc  du  d?ai>ôrd  fix^  slexademeM  là 
nature  des  nombres  et'de  Fétendue^  ^ue- tontes  les  Ibiède 
ces  deux  choses  en  fus^seni  des  conséquences  nécessaire. 
C'est  ce  que.  nous  avon»  £Mt,  en  n'admettant  ^e  des  idées 
et  des  propositipns  si  évidentes  pouc  ions  ks  homiîies,  et  si 
intimement  liées  aux  impressions  que  les  objets- extérieurs 
produisent. sur  leurs  seo5,  qu'il  leur  semble  impossible 
d'élever  le  moindre  doute,  à  leur  égard. 

SCIENCE  DES  NOMBRES.     • 

Nous  nous  sommes  d'abord  occupé  exdusivement  dé  h 
science  des  nombres,  qui  est  celle  qui  emprunte  ali  Blonde 
extérieur  le  moins  de  données  prc^nières.  Nous  avons  rapi- 
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demont  passé  en  revue  les  questions  relatives  à  leur  no- 
menclature et  aux  opérations  les  plus  simples  auxquelles 
ils  peuvent  donner  lieu.  Les  procédés  d^exécution  de  ces 
opérations  se  fondent  immédiatement  sur  la  décomposition 
des  nombres  adoptée  dans  la  numération,  et  c'est  par  con- 
séquent Tapplicalion  do  premier  moyen  indiqué  par  la  mé- 
thode analytique* 

EooteNsion  de  Vidée  des  nombres,  * —  Nous  avons  bien- 
tôt senti  la  nécessité  de  donner  de  Tex tension  à  Tidée  de 
fiOmbrCf  qui  n'a  âù  être  d^abord  que  celle  de  la  pluralité. 
Cette  extension  a  pour  objet  de  réduire  à  une  seule  plu- 
ueurs  propositions  qu'on  était  obligé  d'énoncer  séparé- 
ment. Il  y  a  donc  d^abord  simplification  dans  la  science; 
mais  il  y  a  cet  autre  avantage  que  cette  généralisation  con- 
state et  rappelle  à  Tesprit  des  analogies  reconnues  entre 
des  choses  qui  se  présentaient  d'abord  comme  isolées. 

Toutefois,  ces  avantages  ne  peuvent  être  acquis  par  la 
seule  exteasioa  d'un  définition  ;  il  est  indispensable  de  re- 
prendra toutes  les  propositions  établies  d'après  la  première 
conception^  et  de  les  étudier  diaprés  la  nouvelle.  C'est  ce 
que noul^  at 6ns  fait  avec  grand  soin,  et  nous  avons  jugé 
d-aulant  plus  néecssait-e  d'insister  sut  ce  point,  que  la  plu- 
part des  Ouvrages  élémentaires  ne  le  traitent  pas  avec  la 
rigueur  nécessaire,  et  que,  plus  tard,  trompés  par  l'emploi 
de  signes  généraux,  les  auteurs  semblent  admettre  comme 
vraies^  dans  tous  les  cas,  des  propositions  qu^ils  n'avaient 
démontrées  réellement  que  dans  les  cas  les  plus  simples. 

Résoluiion  analytique  de  quelques  problèmes.  —  Nous 
avons  ensuite  résolu  un  certain  nombre  de  problèmes,  afin 
de  faire  reconnaître  sur  des  exemples  faciles  l'emploi  des 
métbodes  générales  exposées  dans  la  première  partie  de 
cet  ouvrage.  L'analyse,  qui  est  la  seule  méthode  d'inven- 
tion, est  celle  dont  nous  avons  fait  usage;  mais  nous  avons 
procédé  tantôt  par  déduction,   tantôt  par  réduction,  en 
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ayant  toujours  soin  de  discuter  la  réciprocité.  La  première 
marche  est  plus  souvent  employée;  il  est  ordinaîremenl 
plus  facile  de  déduire  une  proposition  d'autres  supposées 
connues,  que  de  découvrir  de  quelles  propositions  on  pour- 
rait déduire  celle  que  Ton  désigne;  mais  si  Ton  dé- 
montre la  réciprocité,  on  arrive  au  même  point  par  les 
deux  procédés.  Si  au  contraire  la  réciprocité  n'a  pas  lieu, 
les  deux  procédés  conduisent  à  des  conséquences  dilTé- 
rentes  ;  !a  question  substituée  à  la  proposée  contient,  dans 
un  cas,  des  solutions  étrans^ères,  tandis  que,  dans  Tautrc, 
il  y  a  des  solutions  perdues. 

GénéralUé.  -*-  Nous  nous  sommes  occupé  ensuite  des 
moyens  d'obtenir  la  généralité,  soit  dans  la  solution  des 
problèmes ,  soit  dans  la  démonstration  des  théorèmes. 
L'avantage  obtenu  ainsi  pour  les  problèmes  est  de  dispen- 
ser de  recommencer  les  calculs  pour  chaque  nouveau  cas 
particulier;  mais  la  généralité  des  théorèmes  est  d'une  né- 
cessité absolue,  puisque,  sans  cela,  on  ne  pourrait  les 
appliquer  même  a  des  cas  particuliers,  et  surtout  sMl  y  avait 
des  nombres  inconnus^  car  toute  vérification  sur  eux  serait 
impossible. 

Nous  avons  dit  quCi  pour  obtenir  la  généralité  dans  les 
résultats  de  toute  question  de  nombres  que  Ton  sait  ré- 
soudre sur  des  données  particulièr^es,  il  suffisait  Je  repré- 
senter les  nombres  donnés  par  des  lettres,  et  d'agir  comme 
on  le  ferait  sur  des  données  particulières;  les  opérations, 
qui  ne  pourront  alors  qu'être  indiquées,  conduiront  à  des 
résultats  qui  ne  seront  eux-mêmes  que  des  indications  d'o- 
pérations, au  lieu  d'être  des  nombres  comme  cela  aurait 
été  dan^  le  cas  où  les  données  auraient  été  des  nombres 
particuliers. 

L'emploi  des  lettres,  ou  mémo  d'autres  signes  arbitraires, 
donne  donc  la  généralité  en  faisant  connaître  quelles  opé- 
rations connues  il  faut  effectuer  sur  les  données  de  tout  cas 
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particulier,  pour  obtenir  le  résultat  correspondant;  et  les 
signes  employés  pour  indiquer  ces  opérations  donnent  aux 
eipressions  le  plus  haut  degré  possible  de  simplicité. 

Une  pareille  indication  se  nomme  formule,  et  les  solu- 
tions générales  de  toutes  les  questions  de  nombres  ne  sont 
par  conséquent  que  des  formules. 

La  nécessité  des  résultats  généraux  se  fait  sentir  dès  le 
commencement,  et  n'a  point  échappé  aux  anciens.  Ils  ont 
résolu  des  problèmes  et  démontré  des  théorèmes  d'une  ma- 
nière générale.  Mais  ils  désignaient  les  nombres  par  le 
rôle  qu^ils  jouaient  dans  la  question,  et  sans  a^oir  même  de 
signes  pour  représenter  les  opérations  à  effectuer  sur  eux. 
Il  résultait  delà  que  leurs  énoncés  étaient  quelquefois  d  une 
grande  difficulté  à  comprendre,  et  les  solutions  ou  les  dé- 
monstrations encore  plus  pénibles  à  suivre.  C'est  au  point 
qu'on  ne  peut  s'empêcher  de  penser  qu'ils  employaient 
pour  ces  recherches  des  notations  plus  simples,  analogues 
peut-être  aux  nôtres,  et  quMIs  ne  se  servaient  de  Técritui^ 
ordinaire  que  pour  en  communiquer  aux  autres  les  résul- 
tais. Dans  tous  les  cas,  la  comparaison  de  nos  procédés  avec 
ceux  qu*ils  nous  ont  transmis  est  très-utile  h  faire,  pour 
montrer  combien  les  raisonnements  et  la  succession  des 
idées  sont  facilités  ou  obscurcis,  suivant  le  choix  des  signes 
destinés  à  représenter  les  choses  et  leurs  rapports. 

Mais  Tinvention  de  ces  signes,  si  importante  qu^clle  soit 
dans  la  science  des  nombres,  ne  constitue  pas  une  science 
à  part;  c'est  un  progrès  qui  ne  pouvait  se  faire  beaucoup 
attendre  dès  qu'on  a  commencé  à  s'occuper  de  cet  le  science 
pour  elle-même",  car  les  anciens  cultivaient  surtout  la  géo- 
métrie et  ne  se  proposaient  de  problème  de  calcul  que  pour 
résoudre  des  problèmes  de  géométrie.  Ainsi,  Archimède  a 
découvert  la  formule  de  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression géométrique  dont  la  raison  est  -j,  pour  servir  h 
la  quadrature  de  la  parabole;  il  a  donné  la  formule  de  la 
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somme  des  carrés  de  nombres  on  progression  arithmétique 
ayant  pour  raison  Punité,  en  vue  de  la  quadrature  de  la 
spirale,  etc.  Il  se  servait  du  langage  et  de  Fécrilure  ordi- 
naire, et  la  difficulté  qu'on  éprouve  à  le  suivre  est  un  des 
plus  frappants  exemples  que  Ton  puisse  citer  a  l'avantage 
des  notations  des  modernes.  Mais  si  Ton  voulait  partager  la 
science  des  nombres  en  deux  autres,  raritlimétique  et  Tal- 
gèbre,  la  première  traitant  les  questions  particulières,  la 
seconde  les  questions  générales,  dans  laquelle  mettrait-on 
les  formules  d'Archimède?  Ce  serait  sans  doute  dans  la  se- 
conde; on  ne  ferait  donc  pas  consister  Talgèbre  dans  rem- 
ploi des  lettres.  Mais  si  c'est  la  généralité  qu'on  prend  pour 
caractère  de  Talgèbre,  il  faudra  y  renfermer  tous  les  théo- 
rèmes de  Tarithmétique  qui  n'ont  d'existence  que  par  la 
généralité.  Cette  ditision  de  la  science  des  nombres  n^est 
propre  qu'à  empêcher  ceux  qui  commencent  de  comprendre 
Tesprit  des  théories  et  la  manière  naturelle  avec  laquelle 
on  a  procédé  h  letrr  formation  successive;  nous  nous  som- 
mes bien  gardé  de  l'adopter,  et  nous  n'en  parlons  ici 
que  pour  expliqvier  lesraisous  que  nous  avons  eues  d'agir 
ainsi. 

Mise  en  cqaatîon,  —  Les  problèmes  que  nous  avons 
choisis  comme  application  des  méthodes  générales  ont  tous 
été  ramenés  h  d'autres  où  il  s'agissait  de  trouver  un  nombre 
qui  satisfît  i  une  certaine  relation  d'égalité.  Celte  substi- 
tution de  questions  est  de  là  fini  grande  utilité,  parce  qu^en 
a  des  règles  générales  pour  résoudre  ces  dernières  quand 
Tinconnue  ou  les  inconnues,  s'il  y  en  a  plusieurs,  n'y  en- 
trent qu'au  premier  degré. 

Cette  transformation  de  la  question  se  nomme  la  mise  eu 
équation. 

On  y  parvient  en  indiquant  sur  les  nombres  connus  et 
inconnus  les  opérations  par  lesquelles  on  vérifierait  si  ces 
derniers  conviennent  a  toutes  les  conditions  du  probièmi"« 
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ce  qui  doit  pouvoir  se  faire  si  Ton  s'est.bien  rendu  compte 
de  ces  conditions;  cette  vérification  conduira  à  des  com- 
paraisons qui  s^e  transformeront  facilement  en  équations. 
Or,  soit  que  Ton  procède  par  déduction ,  soit  par  réduc- 
tion}  en  partant  des  conditions  mêmes  de  la. question  pour 
arriver  aux  i^elations  d'égalité  équivalentes  à  ces  conditions, 
c'est  toujours  la  marche  analytique  qui  aura  été  suivie. 
Mais  cei^e  équivalence  u'a  lieu  que  s'il  y  a  réciprocité 
entre  les  questions  substituées  successivement  les  unes  aux 
autres.  C'est  ce  que  Ton  doit  examiner  avec  le  plus  grand 
soin  f  et  si  cette  réciprocité  ne  peut  être  obtenue,  si  toutes 
les  conditions  de  la  question  ne  peuvent  être  exprimées  par 
les  équations,  il  faudra  tenir  compte  des  solutions  étran- 
gères ou  des  solutions  .perdues. 

Résolution  des  équations  du  premier  degré.  — *  Pour 
avoir  la  résolution  générale  d'équations  du  premier  degré 
renfermant  un  nombre  quelconque  d'inconnues,  il  suffit, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemfMeuty  de  représenter  par  des 
lettres  tous  les  nomb^'çs  cpnnus  qui  entrent  dans  ces  équa- 
tions, et  de  suivre  la  niêpie  roarclie,.  toujours  analytique, 
que  si  tous  ces  nombres  étaient  particularisés.  On  aura 
ainsi  des  formules  a,pplic;ables  aux  cas  .où  ces  nombres  au- 
raient des  valeurs  qjuelconques;  les  équations  proposées 
restant,  toujours  de  même  forme,  c est-à-dire  conservant 
ai^x,  ternies  correspondants  les  mêmes  signes  que  dans  les 
équatiQU?  d'apnès,.  le^quell^s,  les  formules  ont  été  déter- 


minées. 


Généralisation  par  les  quantités  négaiiv^es  introduites 
dans  les  données,  —  On  serait  donc  obligé  d'avoir  autant 
de  formules  qu'il  y  aurait^  de  combinaisons  de  ces  signes, 
et  ce  nombre  s'accroîtrait  très-rapidement  à  mesure  que 
le  nombre  des  inconnues  augmenterait;  de  sorte  que  l'on 
devrait  réellement  renoncer  à  représenter  d'une  manière 
complètement  générale  les  solutions  des  équations  du  pre- 
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mier  degré  dans  lesquelles  le  nombre  des  inconnues  serait 
supérieur  à  trois,  et  même  à  deuv. 

On  a  donc  dû  chercher  à  remédier  k  tout  prix  a  cet 
inconvénient,  et  nous  avons  fait  voir  comment  on  y  est 
parvenu  par  rintroductioo  des  quantités  négatit'ea  dam  Ici 
données.  Nous  avons  démontré  qu'en  déterminant  les  for- 
mules des  inconnues  d'après  une  combinaison,  arbitraire- 
ment choisie  par  les  signes  des  termes  des  différentes  équa- 
tions, on  aurait  ainsi  un  type  d'où  Ton  pourrait  tirer  les 
formules  relatives  à  toutes  les  combinaisons  possibles  des 
signes  de  ces  termes,  en  regardant  comme  implicitement 
négatifs  les  coefficients  des  termes  qui  ont  changé  de  signe 
par  rapport  à  la  combinaison  primitive,  et  exécutant  les 
opérations  sur  ces  quantités  négatives  isolées  suivatil  les 
règles  démontrées  dans  la  muhiplicalioti  ou  la  division  des 
polynômes. 

Cette  démonstration  étant  faite  rigoureusement^  un  seul 
système  de  formules  pour  les  inconnues  suffira  pour  toutes 
les  combinaisons  des  signes  des  termos  des  équations  don* 
nées;  et  il  faut  bien  remarquer  que  la  manière  d'effectuer 
ces  opérations  sur  les  coefficients  positifs  on  négatifs  nW 
qu'un  procédé  commode  pour  obtenir  les  résultats  que  l'on 
cherche^  mais  qu'il  n'y  a  aucun  sens  k  attadier  a  ces  o{hv 
rations  en  elles-^mèmos.  C'est  le  seul  moyen  de  reniSmner 
tous  les  systèmes  de  formules  en  un  seul,  et  il  faut  Tein^ 
ployer  ou  se  priver  de  TavantAge  immense  qu'il  procure, 
et  que  l'on  sentira  de  plus  en  plus  à  mesuix;  qu'on  avan- 
cera. 

Il  serait  donc  absurde  de  chercher  à  démontrer  ces  règles 
sur  les  quantités  négatives  isolées,  et  considées  à  priori, 
puisque  les  procédés  que  nous  venons  d'indiquer  ne  sont 
pas  pas  véritablement  des  opérations  sur  des  quantités,  mais 
des  moyens  mécaniques  de  déduire  divers  systèmes  de  foi^ 
mules  d'un  seul,  qui  est  un  type  unique  correspondant  à 
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une  forme  convenue  des  équations  données,  que  Von  choi- 
sit la  plus  simple  et  la  plus  facile  à  retenir. 

L'introduction  des  quantités  négatives  dans  les  données 
sert  A  généraliser  bien  d'autres  formules  que  celles  des  in- 
connues dans  les  équations  du  premier  degré,  et  nous 
en  avons  indiqué  quelques  autres  qui  suffisent  pour  faire 
sentir  la  fécondité  de  ce  procédé,  dont  les  applications 
fréquenlca  n^offriront  plus  de  diflicuUé,  parce  qu  on  aura 
bien  compris  que  oc  n'est  pas  par  une  pure  convention,  ou 
par  de  vague»  considérations  à  priori  qu'on  y  parvient, 
mtid  par  i^étude  des  questions  en  elles-mêmes*,  que  tout  ce 
qu  il  y  a  de  facultatif  est  la  volonté  de  généraliser,  mais 
que  le  moyen  d*y  parvenir  est  nécessaire  et  unique,  et 
exige  une  démonstration. 

Des  4fuantilés  négaU'ues  se  présentant  comme  solutions. 
—  Toute  chose  ne  peal  se  présenter  que  dans  les  données 
ou  dans  les  résultats  des  données.  Nous  venons  de  consi- 
dérer les  quantités  négatives  dans  les  données  des  ques- 
tions, il  nous  reste  donc  h  les  considérer  dans  les  résultats. 

Il  est  d'abord  bien  évident  que  tout  ce  qui  est  produit 
par  le  raisonnement  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  diffi- 
culté, si  l'on  s'est  bien  rendu  compte  de  ce  que  Ton  a  fait. 
Malbeureuaement  on  néglige  trop  souvent  des^assurer  s*il 
y  a  réciprocité  entre  les  questions  que  Ton  substitue  les 
unes  aux  autres,  et  alors  on  peut  trouver  h  la  fin  des  solu- 
tions étrangères  ondes  impossibilités  qui  ne  sont  pas  dans 
la  question  proposée.  Quelquefois  aussi,  lorsque  la  réci- 
procité a  été  complète,  on  rencontre  des  formes  singulièies, 
des  indications  d'opérations  absurdes,  auxquelles  on  cher- 
che à  donner  une  interprétation,  tandis  qu'il  ne  faudrait 
en  coudure  que  Ti  m  possibilité  de  la  question. 

Lorsqu'une  question  est  susceptible  de  présenter  plu- 
sieurs cas  à  peu  près  semblables,  il  arrive  quelquefois  que 
Ton  en  choisitun  pour  établir  les  équations,  et  qu'on  omet 
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d'examiner  si  les  autres  conduiraient  exactement  à  tes 
mêmes  équations.  Il  en  résulte  que  les  formules  oblenaes, 
et  que  Ton  croit  à  tort  applicables  â  tous  le»  cas,  peuvent 
indiquer  des  opérations  impossibles,  comme  de  soustraire 
un  plus  grand  nombre  d  un  plus  petit.  Au  lieu  de  remonter 
k  la  question  elle-knëme  pour  établir  les  véritables  équa- 
tions qui  conviemieiit  au  cas  qui  présenHB  ces  absurdrlës, 
il  arrive  souvent  qu'on  cbercbe  a  tirer  parti  do  ces  fermes 
étranges,  qui  offrent  des  rapports  séduisants  avec  I^  véri- 
tables résultats,  comme,  par  exemple,  la  forme  négame 
correspondant  à  un  changement  de  sens.  Et  on  en  peut 
venir  ainsi  à  regarder  à  tort  ces  oorresppndaaoes  comme 
admissibles  à  pn'ari,  tandis  qu'il  eat  ai  facile  d'introduire 
CCS  formes  comme  un  moyen  de  géBéralisatia&rigouneu* 
sèment  démontré. 

C'est  ce  que  noua  avons  fait  ressf>riir>  avec  beattcoiip 
d'insistance.  Nous  penaons  que  c'est  avant  de  commencer 
le  calcul  qtie  Ton  doit  distinguer  tous  les  cas  quecompoKe 
la  question,  et  reconnaître  s'ils  sont  renfermés  -dans  un 
seul  système  d'équations»  S'il  enestainsi,  unaeul  sjusième 
de  formules  suffira  pour  toutes  les  JoUnions^d^  la  question. 
S'il  en  est  autrement,  mais  que  deux  aystèines  d'équations 
soient  tels,  qu'on  passe  de  Tun  à  l'autre  en  oisaiigeant  de 
signe  Ivs  termes  où  une  inconnue  x  entre  à  dès  'puissances 
impaires  {ce  que  1  on  peut  exprimer  >en  disant  que  Ton 
change  x  en  —  x,  en  suivant  les  règles  dasiaignesdiins  le^ 
polyn6me$),  on  reconnaît^  en  suivant  les  calculs  dans  les 
deux  systèmes,  que  les  équations  correspondantes  ne^ido* 
reront  l'une  de  TaiUre  que  par.oe  même  changement,  et 
que  par  conséquent  la  valeur  de  x  tirée  de  l'un  sera  iden- 
tique à  la  valeur  de  —  x  tirée  de  l'autre  :  de  aorte  que 
si  Ton  trouve  dans  runxs=:ii,  on  trouvera  dans  lauirc 
X  =z  -^  aj  et  vice  vevsd.  On  peut  donc  se  dispenser  de 
faire  les  deux  calculs  ^  car  si  celui  qu'on  a  choisi  donne 
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pour  unedes  va]ettr$  de  x  un  nombre  résultant  d^opëra lions 
possibles,,  i)  esi  inutile,  de  faire  Taulre  qui  donnerait  ce 
même  nombre  affecté  du  signe  -^,  et  renfermerait  par  con- 
séquent des  soustractions  impossibles.  Et  si  Ton  trouve 
pour  X  une  eicpresaion  négative,  on  sait  que  c'est  Fautre 
cas  qu'il  fallait  choisir^  et  Ton  connaît  la  valeur  de  x  qui 
y  convieiH,  puistpi'iplle  doit  être  le  nombre  même  qui  a  été 
trouvé),  mais  pria  en  valeur  absolue.  Les  mêmes  raisonne- 
ments peuvent  èire  faits  quel  que  soit  le  nombre  des  in- 
coDuuesw 

Ces  discussions  étant  faites  avant  de  commencer  les  cal- 
culai et  tout,  ce  qui  peut  arriver  étant  prévu,  les  résultats 
De  surprendront  nullement,  et  les  formules  provenant  d'un 
settlcabuLfisraDt  comaitre  sans  difficulté  celles  qui  cor- 
respondraient à  tous  les  autres. 

Nonaavon&'choisi  pour  exemple  un  problème  très-simple, 
doat  les  cas,  extrêmement  variés,  peuvent  être  renfermés 
dans  un  seul;  système  d'équations,  qui  se  généralisent  par 
la  conaidéralfon  des  valeurs  négatives,  tant  pour  les  don- 
nées que- pcMir  les  inconnues.  Dans  cette  question  il  y  a  à 
considérer  les  positions  initiales  de  deux  points  mobiles,  le 
sens  de  leurs  mouveonents  ci  la  grandeur  de  leurs  vitesses  : 
ce  qui  donne  lieu  à  beaucoup  de  combipaisons  difTérenies, 
pour  leaquelies  il  faudrait  autam  de  formules  distinctes 
pour  fiiire  connaître  l'époque  et  la  position  de  leur  coïnci- 
dence passée  ou  fcit«ré. 

La'discilseibn  à  laquelle  nous  nous  sommes  livré  avec 
tout  le  soin  et  tous  les  détails  que  demandait  une  question 
prise  comme  premier  exemple,  nous  a  conduit  à  la  propo- 
siiiôii  suivante  : 

Si  un  point  se  mcutunif fermement  sur  une  ligne  donnée, 
defHUâ  u»  temps  indéfini,  on  peut  représenter  par  une  for^ 
mule  unique  sa  position  par  rapport  à  une  oiigine  fixe 
prisenwcetfe  lignci,  h  une  époq ne  antérieure  ou postéHcure 
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à  celle  qui  est  prise  pour  origine  ries  temps,  auxconditions 
suivantes  :  i^  que  la  lettre  qui  représente  lé  temps  soit 
regardée  comme  un  nombre  loi^que  V époque  sera  dem 
Vun  des  deux  senSf  par  exempte  dans  Vai^emr  par  rap" 
port  à  V origine  des  temps ^  et  comme  représemant  un 
nombre  affecté  du  signe  ««^  lorsqu^eUe  sera  dans  le  sens 
opposé  f  2^  que  les  lettres  qui  représentent  les  disianees, 
initiales  ou  variables,  à  V origine  prise  sur  la  tigrus,  soient 
i^gardées  comme  de  simples  nombres  d^un  oété  de  cette 
origine  et  comme  des  nombres  affectés  du  signe  — >  di» 
côté  opposé^  3^  que  la  lettre  qui  t^ptésente  fa  nntesse  son 
regardée  comme  un  simple  nombte  quand  Je  imouuement 
a  lieu  dans  un  sens^  par  exemple  celui  qui  a  'été  choisi 
pour  les  distances  j  et  comme  un  nombre  négatif  quand  il 
a  lieu  en  sens  opposé. 

Et  n  n'y  a  aucune  règlô  de  signes  k  démontrei^^  puiscfoe 
la  giénéralisation  n'a  été  établie  qa^à  la  coiiâllion  expresse 
que  ces  quantités  négatives  seraient  traitée^  stiivtfnt  Ifs 
règles  des  signes  dans  les  polynômes,  sMtcasoà  ellus  aient 
un  sens.  -  -  .i 

Si  Ton  a  plusieurs  points^  le  mouveméntdexfhttetitt  sera 
déterminé  généralement  par  une  seule  équàtîofi,'  et  toutes 
les  circonstances  que  peuvent  présenter  leurs  positfons  re- 
latives, seront  représentées  par  des  formules  générales. 

Ce  procédé  de  généralisation  s'appKque  auY  questions 
les  plus  variées  ;  les  exemples  que  nous  avons -donnés  suf- 
fisent po«ir  le  bien  faire  comprendre.  Son  iuiporttitice  se 
'manifestera  surtout  dans  les  applications 'du  calcul  à  la 
géotnétrie  et  ensuite  A  < la  mécanique;  mais' il  ne  fautpa^ 
■oublier  que  dans  toute  nouvelle  questioti,  le  droit  de  rem- 
ployer doit  être  démontré  avec  la  même  rigueur  ^e  dans 
les  premières  théories  à  l'occasion  desquelles  nou^  Pavons 
fait  connaître. 

Expressions  imaginaires,  —  Les   équation*  d»  second 


degré  présentent  dans  certains  cas  des  formes  siugulièrcs 
difiereates  de  celles  que  peuvent  présenter  les  équations  du 
premier  degré.  Comme  il  entre  des  radicaux  dans  les  for* 
roules  auxquelles  ellecr  conduisent,  il  peut  se  faire  que  Ton 
soit  amené  à  l'indication  de  la  racine  carrée  d'une  exprès* 
sioQ  négiative^  ce  qui  est  une  impossibilité  auU'e  que  celle 
qui  coBSisie  dans  une  simple  expression  négative.  Après 
avoir  montré  Torigine  de  ces  nouvelles  formes  qu'on  ap- 
pelle imaginaires^  et  comment  il  faut  entendre  It^s  opéra- 
lions  â  effectuei'  sur  elles  pour  qu'elles  satisfassent  aux 
équations  d'où  elles  proviennent,  nous  avons  montré  com- 
meni  elles  pouvaiei^t  èti'e,  comme  les  quaniités  négatives, 
QD  moyen  de  généraliser  des  formules»  Ce  n*csi  qu'en  les 
employant  qu'où  peut,  par  exemple,  énoncer  cette  propo- 
sition générale,  que  tout  polynôme  eniier  est  décomposable 
en  autant  de  facteurs  du  premier  degré,  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  propre  degré*  Ces  eKpressions  imaginaires  qui  se 
préseut^nt  d'abord  comme  résultats,  et  satisfont  aux  équa- 
tions eni  les  traitant  suivant  les  mêmes  règles  que  les  quan- 
tités réelles,  peuvent  aussi  être  utilement  introduites  dans 
les  données,  même  à  la  condition  de  les  traiter  toujours 
de  la  même  manière,  et  donnent  lieu  à  des  transformations 
et  des  découvertes  importantes.  C'est  surtout  l'application 
réciproque  de  la  science  des  nombres  et  de  la  géométrie  qui 
met  «n  évidence  les  avantages  de  Tintroduction  des  imagi- 
naires, et  nous  les  avons  fait  ressortir  avec  tout  le  soin 
que  méirite  cette  méthode,  si  bizarre  de  déduction  et  de  re- 
cherche :  méthode  aussi  sûre  que  celles  qui  n'emploient 
qijiedeB  quantités  réelles^  dans  laquelle  tout  est, démontré 
avec  une  entière  rigueur;  sans  qu'il  y  ait  rien  à  demander 
sur  la  manière  de  calculer  ces  imaginaires,  puisque  la  ma- 
nière de  les  traiter  a  été  une  condition  expresse  de  leur 
introduction. 

Parla  manière  dont  nous  avons  introduit  dans  le  calcul 
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]es  expressioas  négatives  isolées,  et  soumises  ou  non  à  des 
radicaux  da  second  degré»  il  n'y  avait,  cominé  tioas  Tarons 
dit,  aucune  règle  i  dénvontrer  pour  les  ôpérarïons  quePon 
pouvait  avoir  à  exécuter  sur  eUes.  Mais  plusieurs  grands 
géomètres  ont  pensé  autrement,  et  ont  cru  pouvoir  démon- 
trer les  règles  à  priori^  et  déterminer  le  rang  que  les  quan- 
tités négatives^  devaient  occuper  dans  l'échelle  dés  gran- 
deurs. Sur  ce  dernier  point  surtout  ils  ne  se  éont  pas 
accordés;  les  uns  ont  voulu  qu'elles'  fussent  bonsidérëes 
comme  plus  petites  que  zéro.,  lesaiitres  s'y  sont  Refusés.  Ces 
idées  appuyées  des  noms  de  Laplace^  d'Alèmblén^  Carnot, 
nous  oui  paru  mériter  une  réfutation  raisonnëe,  et  nous  en 
avons  fait  Tobjet  d*un  cbap! ire  spécial. 

Extension  donnée  aut  '  exposants,  —  Les  exposants 
imaginés  d'abord  par  Desoartespour  simplifier  l'expression 
du  produit  de  facteurs  ë^ux,  ne  pouVàiebt  èti^ë  ainsi  que 
des  nombres  entiers.  Les  multiplications  et  les  divisions 
des  puissances  d'un  même  vièmbre  se  réduisaient  k  des  addi- 
tions et  des  soifts&raciions  sur  1<^  eirposants;  les  élévations 
à  de  nouvelles  puissances  se  faisaient  par  la  'multiplication 
des  exposants,  et  l'extraction  desritcinésV^arléu^'df  Vision, 
quand  elle  était  possible.  Mais  si'les  exposants  étaient  in^ 
déterminés,  et  quV>n  ignoràt  lequel  est  le  plus  ^^and','  on  si 
la  divisibilité  est  possible  par  le  degt*é  de  la  racine^  on  ne 
pouvait  appliquer  ceB  règles  de  la  division  ôude  rextrac- 
tion  des  racines;  car  elles  auraient  conduit  dans  Fun  àe  ces 
cas  à  un  exposant  négatif,  et  dans  l'autre  à  un  exposant 
fractionnaire.  U  était  donc  naturel  de  ckerrbei''à  remédier 
a  cette  imperfection,  et  «'est  ce  que  l'on  a  fait  en  donnant 
une  double  extension  aux  exposants,  et  les  considérant 
comme  pouvant  être  des  nombres  quelconques,  positifs  oo 
négatifs.  La  définition  plus  générak  a  Uqudle  on  a  é\é 
ainsi  conduit  offre  l'avantage  de  représenter  par  une  môme 
notation  les  puissances  et  les  racines,  ainsi  que  les  récîpro- 
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ques  des  unes  oa  des  auti^es.  Par  ce  moyen  une  seule 
formule  en  remplace  plusieurs;  et  de  plus  il  y  a,  comme 
dans  loute&  l«s  généralisatioiiS)  agrandissement  pour  l'es- 
prit, puîsqaofi  lui  fait  connaître  ainsi  les  analogies  qui 
existeiit  entre  des  choses  qui  semblaient  isolées,  et  qui  ne 
sont  que  des  variétés  d'une  mécne  chose  /i  laquelle  il  suffira 
de  s'attacher. 

Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  propositions  qui  na- 
vaieut  été  établies  que  daiifl  le  cas  d'exposants  entiers  et 
sans  signe^  ne  peuvent  être  admises  qu'a[>rè8  une  déinonstra- 
tioq  a|^liqu,ée  à  la  nouvelle  définition;  et  c'est  ainsi  seule- 
ment que  Tou  a  pu  obtenir  la  géïkéralisation  si  utile  des 
théorèmes  et  des  formules  relati £9  aux  exposauts. 

Une  des  plus  utiles  applications  qu^on  en  a  faites  consiste 
à  considérer  tous  les  nombres  comme  pouvant  ocre  repré- 
sentés par  le$^  puissances  positives  ou  né^tives  d*une  même 
base.  Par  là  les  opérations  sur  les  nombres  se  trouvent 
considérableotent  simplifiées,  lorsque  cette  transformation 
a  été  effectuée,  et  qu  une  table  suffisamment  exacte  a  été 
construite  à  cet  effet.  Noua  n*en  disons  pas  davantage  sur  la 
conception . des  logarithmes,  dont  les  traités  élémentaires 
présentent  la  théorie,  sans  difficulté  possible. 

Continuité  des  fonctions  •  —La  possibilité  de  i^présen- 
ter  tous  ies  nombres  par  une  cxpooentielle  variable  est 
fondée  sur  la  considératioki  de  la  continuité  des  fonctions, 
que  nous  démontrons  avec  détail^  et  qui  conduit  k  quelques 
propositioa^  importantes  sur  les  polynômes  entiers. 

Transformation  des  fonctions  et  des  étf nations,  — 
Nous  npus  occupons  ensuite  d'une  méthode  générale  dont 
les  applications  sont  très -fréquentes  et  se  rapportent  aux 
questions  les  plus  variées;  c'est  celle  de  la  transformation 
des  fonctions,  et  par  suite  des  équations,  par  changement  de 
variables.  La  dépendance  qu'on  établit  entre  les  premières 
et  les  nouvelles  variables  ou  inconnues,  est  arbitraire  et  on 
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la  choisit  suivant  la  nature  des  questions,  en  ayant  soin 
d  y  laisser  des  quantités  indéterminées  dont  on  profite  poar 
opérer  des  simplifications.  Ce  procédé  est  analytique,  puis- 
qu'il ramène  une  question  à  une  autre,  qu^on  tâche  de 
rendre  plus  simple  ;  mais  si  le  choix  qu'on  a  fait  de  la  forme 
de  la  relation  des  variables  ne  conduit  pas  à  une  question 
plus  facile  à  traiter,  on  l'abandonne  et  on  en  cherche  une 
autre  :  l'analyse  ne  peut  que  diriger  des  essais  qui  trop 
souvent  ne  réussissent  pas.  Nous  avons  fait  quelques  appli« 
cations  de  cette  méthode  à  la  théorie  des  équations  algé- 
briques que  nous  traitons  très-rapidement,  en  renvoyant 
aux  traités  spéciaux.  Une  transformation  particulière  nous 
a  conduit  à  la  considération  des  polynômes  dérivés,  dont 
nous  avons  démontré  quelques  propriétés  utiles  et  qui  sera 
généralisée  plus  tard. 

Nous  faisons  connaître  ensuite  une  méthode  très-féconde, 
due  à  Descartes  ^  et  qui  a  pour  objet  la  détermination  d'ex- 
pressions dont  la  forme  est  donnée  et  dans  laquelle  il  reste 
à  chercher  les  valeurs  de  certains  coefficients.  On  obtient 
les  équations  qui  les  font  connaître  par  le  procédé  général 
qui  consiste  à  vérifier  si  les  conditions  de  la  question  sont 
remplies.  Descartes  en  a  fait  l'application  à  la  théorie  des 
équations  du  quatrième  degré,  et  au  problème  général  des 
tangentes  aux  courbes. 

Mais  pour  que  Temploi  de  cette  méthode  soit  sûr,  il  ftot 
que  la  forme  que  l'on  prend  pour  l'expression  cherchée 
soit  rigoureusement  établie^  ou  que,  si  elle  est  prise 
d'abord  hypothétiquement,  on  démontre  à  la  fin  «qu'elle 
satisfait  :  conditions  auxquelles  malheureusement  on  ne  se 
soumet  pas  toujours. 

Nous  terminons  ces  premiers  éléments  de  la  science  des 
nombres  par  l'étude  des  séries.  La  méthode  de  développe- 
ment des  fonctions  en  séries  a  pour  but  de  remplacer  des 
expressions  compliquées  par  des  expressions  plus  simples, 
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mais  au9siëom  le  nombre  est  illimité.  Nous  établissons  les 
oondittozisr  rigoareuses  qui  rendent  letir  emploi  légitime, 
et  nons  donnons  les  principales  règles  au  moyen  desquelles 
on  peut  reconuaitre  si  elles  sont  remplies. 

SCIENCE  DE  L'ÉTEWDUE. 

Les  objets  qui  nous  entourent  font  naître  en  nous  les 
idées  de  grandeur,  de  forme,  de  situation,  de  pluralité^  de 
résistanc^i  de  couleur,  et  bien  d'autres  eneore.  La  faculté 
d'abstraire,  qui  nous  est  naturelle,  nous  permet  de  nous 
occuper  isolément  d'une  ou  de  plusieurs  de  ces  propriétés; 
ce  qui  en  rend  Vétude  plus  facile» 

INoua  avons  commencé  par  considérer  exclusivement  la 
pluralité  ou  le  nombre,  comme  étajoit  la  notion  la  plus 
simple,  et  un  élément  indispensable  de  l'étude  de  toutes  les 
autres  :.  nous  avons  indiqué  les  idées  premières  qui  accom-* 
paguent  nécessairement  celle  des  nombres,  et  nous  avons 
constitué  les  éléments  de  cette  science. 

Ni9us  sommes  passé  ensuite  à  l'élude  des  corps  considérés 
SQulepi^nt  $ous  Je  rapport  de  Tétendue.  Nous  avons  établi 
les  notions  premières  dont  toutes  les  lois  de  l'étendue 
sont  des  eonséqnences  nécessaires,  et  qui  résultent  d'ex« 
périences,  d'observations  et  de  réflexions  dont  nous  avons 
perdu  la,  trace,  niais  qui  ont  laissé  en  nous  le  sentiment 
complet  de  l'évidence.  Ces  notions,  quoique  plus  multi-* 
pliées  que  pour  la  science  des  nombres,  sont  cependant  assez 
reitreintes.  Il  faudrait  leur  en  ajouter  quelques  autres  st 
Ton  voulait  considérer  les  corps  sous  le  rapport  de  leurs 
actions  mutuelles  et  des  mouvements  qui  peuvent  en  ré- 
sulter*, et  bien  d'au  très  encore  si  Ton  voulait  les  considérer 
avec  toutes  leurft  propriétés  naturelles.  Mais  la  science  de 
retendue  doit,  ëlrq  étudiée,  ainsi  que  celle  des  nombres, 
avant  toutes,  les  autres^  parce  que  dans  ces  dernières  les 
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idées  de  nombre  et  d'étendue  s'introduisent  nécessairement, 
et  c'est  d'elles  seules  que  nous  nous  occupons  dans  cet  ou- 
vrage. 

Notions  premières.  — Les  auteurs  d*élémentsde  géomé- 
trie ne  sont  pas  tous  partis  des  mêmes  notions  premières, 
et  il  en  est  résulté  des  différences  notables  dans  Tordre  et  la 
démonstration  des  propositions  qui  s'en  déduisent  immé- 
diatement. 

Ainsi  le  Traité  d'Euclide  difl%re  beaucoup,  au  début, 
des  plus  célèbres  Traités  modernes,  par  suite  de  la  notion 
différente  qu'ils  admettent  pour  la  ligne  droite.  Euclide  la 
considère  comme  déterminée  de  position  par  deux  de  ses 
points  ;  les  autres  la  définissent  comme  le  plus  court  che- 
min entre  deux  quelconques  de  ses  points.  Cette  dernière 
définition  faciliterait  beaucoup  la  démonstration  des  pre- 
mières propositions;  mais  nous  avons  fait  voir  qu'elle  était 
tout  à  fait  inadmissible.  Et,  en  effet,  en  géométrie  l'égalité 
se  reconnaît  par  la  possibilité  de  la  coïncidence,  et  la  no- 
tion de  l'inégalité  en  est  la  conséquence;  la  comparaison 
des  longueurs  de  lignes  de  forme  quelconque,  pour  les- 
quelles la  superposition  est  impossible,  ne  peut  donc  être 
conçue  au  début  de  la  science,  et  ne  peut  servir  à  la  défini- 
tion de  la  plus  simple  de  toutes  les  lignes,  de  celle  à  laquelle 
on  cherchera  a  ramener  toutes  les  autres. 

Nous  avons  donc  jugé  k  propos  d'abandonner  complète- 
ment les  errements  nouveaux,  et  de  revenir  à  Texposition 
faite  par  Euclide  des  premières  théories  de  la  science  de 
l'étendue. 

Mesure  des  grandeurs,  —  Nous  avons  procédé  ensuite  à 
la  mesure  des  quantités  pour  lesquelles  la  question  peut 
être  ramenée  à  la  considération  de  l'égalité,  tels  sont  les 
figures  planes  terminées  par  des  lignes  droites,  les  angles 
et  les  solides  prismatiques.  Enfin  nous  avons  résolu  uo 
certain  nombre  de  problèmes,  comme  exemples  de  diverses 
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méthodes  applicables  à  ces  sortes  de  recherches,  et  particu- 
lièrement de  la  méthode  analytique  qui  les  domine  toutes, 
et  que  nous  avons  fait  ressortir  avec  grand  soin. 

Des  quantités  considérées  comme  limites  de  séries  ou  de 
sommes  d* infiniment  petits,  —  La  comparaison  des  gran- 
deurs ne  peut  pas  toujours  être  ramenée  à  la  considération 
de  régalité.  Les  figures  planes  terminées  par  des  droites 
peuvent  être  décomposées  en  triangles  dont  la  mesure  se 
ramène  i  celle  des  rectangles,  dont  la  comparaison  au  carré 
pris  pour  unité  s'effectue  par  la  décomposition  en  parties 
égales.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  figures  terminées 
par  des  courbes;  et  pour  la  comparaison  des  surfaces  des 
cercles  soit  entre  elles,  soit  avec  Tunité,  il  a  fallu  avoir 
recours  à  de  nouvelles  conceptions.  C*est  i  cette  occasion 
que  les  anciens  géomètres  ont  imaginé  de  considérer  les 
grandeurs  comme  limites  d'autres  grandeurs  variables,  dont 
la  comparaison  était  plus  facile.  Ils  cherchaient  alors  la  re- 
lation entre  ces  nouvelles  grandeurs,  et  après  en  avoir  tiré 
par  induction  celle  qui  devait  exister  entre  les  proposées, 
ils  la  démontraient  rigoureusement  par  la  méthode  de  ré- 
duction à  Tabsurde.  Les  variables  considérées  par  Euclide 
sont  des  sommes  de  grandeurs  constantes  en  nombre  indéfi- 
niment croissant  ;  c'est-à-dire,  dans  notre  langage,  qu'il  re- 
garde les  quantités  en  question  comme  limites  de  la  somme 
des  ternies  de  séries  convergentes  :  et  il  démontre  cette 
convergence  en  s'appuyant  sur  ce  théorème  général  que  si 
Ton  ôtc  d*une  quantité  quelconque  plus  de  sa  moitié,  puis 
du  reste  plus  de  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment, 
on  pourra  parvenir  à  un  reste  moindre  que  toute  quantité 
désignée. 

Archimède,  au  lieu  de  considérer  les  quantités  à  mesurer 
comme  égales  à  une  somme  de  quantités  fixes,  plus  un  reste 
indéfiniment  décroissant,  les  considère  comme  composées 
d'une  somme  de  quantités  variables  indéfiniment  décrois- 
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santés,  et  d'un  reste  pouvant  devenir  moindre  que  toute 
quantité  donnée. 

C'est  à  cette  occasion  que  nous  avons  exposé  les  principes 
de  la  méthode  des  limites  et  de  la  méthode  des  infiniment 
petits.  Nous  en  avons  fait  Inapplication  à  diverses  questions 
traitées  par  Euclide  et  Archimède,  et  qui  se  rapportent  à 
la  mesure  des  surfaces  planes,  des  surfaces  courbes  et  des 
volumes  des  corps  terminés  par  ces  surfaces.  Et  nous  ferons 
remarquer  qu'Archimède  est  le  premier  qui  se  soit  occupé 
de  la  mesure  des  lignes  courbes  et  des  surfaces  courbes;  il 
à  demandé  à  cet  effet  qu'on  lui  accordât  quelques  proposi* 
lions  comme  évidentes,  et  il  a  pu  ainsi  accroître  considéra- 
blement la  science.  Mais  quoiqu'il  n'adopte  pas  pour  la 
ligne  droite  la  définition  des  auteurs  modernes,  il  ne  définit 
pas  plus  qu'eux  ce  qu'il  entend  par  l'égalité  de  longueur  de 
lignes  qui  ne  sont  pas  superposables.  C'est  pour  cela  que 
nous  rejetons  sa  théorie  et  que  nous  la  remplaçons  par  une 
autre  que  nous  espérons  que  Ton  adoptera  un  jour. 

APPLICATION  DE  LA  SCIENCE  DES  NOMBRES  A  LA  SCIENCE 

DE  I/ÉTENDUE. 

Toutes  les  grandeurs  que  l'on  considère  dans  la  géomé- 
trie étant  susceptibles  d'être  exprimées  en  nombres,  on 
conçoit  la  possibilité  d'appliquer  Tune  à  Tautre  chacune 
de  ces  deux  sciences.  Pour  résoudre  un  problème  de  géomé- 
trie au  moyen  des  théories  de  la  science  des  nombres,  on 
commence  par  chercher  des  équations  entre  les  lettres  qui 
représentent  les  lignes,  tant  connues  qu'inconnues,  qui  en- 
trent dans  la  question;  et  nous  faisons  connaître  à  cetefiet 
la  règle  générale  donnée  par  Descartes,  et  reproduite  par 
Newton.  Les  équations  étant  trouvées  et  résolues^  on  a  les 
formules  des  opérations  à  faire  sur  les  nombres  qui  mesureoi 
les  grandeurs  données,  pour  obtenir  ceux  qui  mesurent  les 
inconnues.  Arrivé  à  ce  point,  il  y  a  deux  manières  d'ache* 
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ver  la  solution,  suivant  qu'on  se  propose  de  calculer  réelle* 
ment  ces  derniers  nombres,  ou  de  trouver  lesconstruciions 
à  faire  au  moyen  des  grandeurs  données  pour  obtenir  les 
grandeurs  cherchées.  Dans  ce  dernier  cas,  le  calcul  est  un 
intermédiaire  qui  ramène  les  constructions  demandées  à 
celle  des  expressions  algébriques,  pour  laquelle  on  a  quel' 
ques  procédés  généraux. 

Il  y  a  une  remarque  importante  à  faire  sur  les  équations 
qui  renferment  une  ou  plusieurs  espèces  de  grandeurs  con* 
crêtes  évaluées  en  nombres,  sans  que  pour  aucune  d*elles  on 
ait  pris  une  des  grandeurs  données  pour  unité.  Elle  con- 
siste en  ce  que  tous  les  termes  sont  homogènes  par  rapport 
à  chacune  des  espèces  distinctes  de  grandeurs;  elle  n'avait 
pas  échappé  à  Descartes,  mais  nous  avons  dû  la  traiter  avec 
beaucoup  plus  de  développement. 

(Quantités  nègatwes  dans  les  résultats  ou  dans  les  don* 
nées.  —  Nous  avons  présenté,  comme  exemples  des  mé- 
thodes, quelques  problèmes  de  géométrie,  et  noiis  avons 
discuté  avec  beaucoup  de  soin  les  divers  cas  qu^ils  renfer- 
maient. Dans  Tun  d'eux  nous  avons  remarqué  une  solu- 
tion étrangère,  et  nous  avons  montré  que  cela  tenait  à  ce 
qu'il  n'y  avait  pas  réciprocité  entre  le  problème  proposé  et 
le  problème  de  calcul  auquel  on  l'avait  ramené.  Dans 
d'autres  nous  avons  reconnu  que  les  équations  auxquelles 
on  était  conduit  en  partant  de  chacun  des  cas  que  le  pro- 
blème comporte,  étaient  quelquefois  les  mêmes  et  quelque- 
fois différentes  par  certains  termes.  Ces  différences  peuvent 
disparaître  par  la  suite  du  calcul,  surtout  par  l'élimination 
de  radicaux  du  second  degré;  mais  elles  peuvent  aussi  sub- 
sister dans  les  équations  rendues  rationnelles.  Plusieurs  des 
problèmes  que  nous  avons  traités  ont  conduit  à  des  équations 
différant  les  unes  des  autres  par  les  signes  des  termes  ren- 
fermant l'inconnue  à  des  puissances  impaires  seulement;  et 
cette  circonstance  correspondait  à  un  changement  de  direc- 
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tîondela  ligne  représeDtée  par  celle  inconnue.  Il  est  résulté 
de  là  que  l'une  des  équations  suffirait,  à  la  condiliao  ie 
porter  les  lignes  correspondant  aux  racines  négatives, dans 
le  sens  contraire  à  celui  qu'on  avait  choisi  pour  mettre  en 
équation, 

JVous  avons  reconnu  qu'une  formule  importante,  d'un 
emploi  très-fréquent ,  se  trouvait  généralisée  par  cette 
même  considération  :  c'est  celle  qui  exprime  la  dislance 
de  deux  points.  Une  seule  forme  suffit  à  représenter  les  cas 
très- variés  auxquels  peuvent  donner  lieu  les  positions  rela- 
tives des  extrémités.  La  démonstration  doit  en  être  faite, 
une  r  ■  pour  toutes,  pour  tous  les  cas  possibles;  et  l'on 
peut  ensuite  l'appliquer  sans  nouvelle  discussion  etsan» 
avoir  besoin  de  se  préoccuper  d'aucune  régie  de  signes, 
puisque  la  démonstration  de  sa  généralité  est  faite  sous  la 
condition  expresse  que  les  opérations  sur  les  quantités  né- 
gatives soient  exécutées  suivant  les  règles  démontrées  dans 
le  cas  des  polynômes,  le  seul  où  elles  aient  un  sens. 

Celte  formule  et  d'autres  qui,  comme  elle,  se  préseutent 
souvent  dans  l'expression  des  conditions  géométriques  ea 
équations,  étant  démontrées  générales  sous  les  conditions 
que  nous  venons  d'énoncer,  rendent  assez  facile  la  dé- 
monstration de  la  généralité  des  équations,  quand  elle  a 
lieu.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  démonstration 
est  indispensable,  ei  que  la  science  doit  repousser  les  prin- 
cipes fondés  sur  des  analogies  vagues,  indépendantes  delà 
nature  des  questions  auxquelles  on  prétend  les  appliquer. 

Trigonométrie.  —  Les  données  et  les  inconnues  des  pn)- 
blèmes  de  géométrie  étant  des  lignes  droites  et  des  angles, 
il  aurait  été  mile  d'avoir  des  équations  entre  ces  quantités; 
mais  la  complication  que  prtsi'nicraicMl  cos  relations  j  » 
fait  renoncer,  esccjné  dans  quelques  cas  lrès-p.irlicidieï». 
D'ailleurs,  ces  sortes  d'équations  ne  sont  conHuna 
puis  les  progrès 
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celles  qui  sont  utiles  dans  les  cas  ordinaires  le  sont  depuis 
très-longtemps. 

L'idée  heureuse  qu'ont  eue  les  anciens  pour  éluder  la 
difficulté  de  trouver  des  relations  entre  les  côlés  et  les  an- 
gles des  triangles,  problème  auquel  se  ramènent  tous  les 
autres^  a  été  de  considérer,  au  lieu  des  angles  eux-mêmes, 
des  droites  qui  les  déterminent,  et,  réciproquement,  sont 
déterminées  par  eux.  Us  ont  choisi  à  cet  effet  les  lignes,  ou 
mieux  les  rapports  de  lignes,  les  plus  commodes,  et  ont 
trouvé  des  relations  entre  ces  quantités  et  les  côtés  des 
triangles.  Us  ont  ensuite  construit  une  table  qui  faisait  con- 
naître les  unes  par  les  autres  ces  quantités  et  les  ani4«9  cor- 
respondants; de  sorte  qu'il  était  indifférent  d'avoir  des 
équations  dans  lesquelles  entrassent  les  angles,  ou  ces  quan- 
tités auxiliaires  que  Ton  nomme  lignes  trigonomé triques. 

Généralité  des  formules  trigonomé  triques,  —  Cette  con- 
ception est  Tune  des  plus  importantes  dans  l'application 
réciproque  de  la  science  des  nombres  et  de  la  géométrie  5 
et  ce  qui  accroît  beaucoup  Futilité  des  équations  auxquelles 
elle  conduit,  c'est  la  possibilité  de  renfermer,  sous  un  seul 
type,  toutes  les  formules  relatives  aux  divers  cas  qu'une 
même  question  peut  présenter.  Le  moyen  unique  par  le- 
quel on  y  parvient  consiste  encore  à  regarder  comme  im- 
plicitement négatives  dans  les  formules,  les  quantités  qui  se 
trouvent  dirigées  en  sens  opposé  à  celui  qu'elles  avaient 
dans  les  figures  qui  ont  servi  à  trouver  les  formules.  La 
condition  expresse  de  cette  extension  est  qu'on  exécute  les 
opérations  sur  ces  quantités  négatives  d'après  les  règles 
démontrées  dans  le  cas  des  polynômes;  de  sorte  qu'il  n'y  a 
encore  aucune  question  à  se  faire  sur  cette  manière  d'opé- 
rer, puisqu'il  a  été  démontré  que  cette  manière  d^agir  est 
un  moyen  sur  de  tirer  tous  les  cas  particuliers  d'un  seul 
système  d'équations,  au  lieu  d'en  employer  plusieurs ',  ce 
qui  est  un  avantage  considérable  dont  on  pourrait  à  la  ri- 
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gueur  se  passer,  mais  qu'il  ne  serait  pas  raisonnable  de  re- 
pousser. 

Après  avoir  établi  ces  propositions  avec  tout  le  soin  que 
réclamait  leur  importance,  nous  sommes  passé  auxqaes* 
tioQS  ou  Ton  ne  considère  plus  un  seul  point  ou  plusieurs 
en  nombre  fini,  mais  une  infinité  de  points  assujettis  à  des 
conditions  communes,  et  formant  un  lieu  continu  déforme 
quelconque. 

Équalions  des  lieux  géométriques.  —  Lorsque  ron 
cherche  un  point  seulement ,  on  trouve  deux  équations 
entre  les  grandeurs  qui  doivent  le  déterminer,  et  qu^on 
nomme  ses  coordonnées.  Mais  lorsqu'on  doit  avoir  une  infi- 
nité de  points  formant  un  lieu  continu,  on  ne  doit  avoir 
qu'une  seule  équation  entre  les  coordonnées  d'un  quel- 
conque de  ses  points.  Il  se  présente  alors  deux  genres  de 
questions  :  suivant  qu^on  cherchera  Téquation  d'un  lieu 
d'après  une  propriété  géométrique  commune  à  tous  ses 
points^  ou  que,  Téquation  étant  donnée,  on  se  proposera 
de  trouver  la  forme  et  les  propriétés  du  lieu. 

Nous  avons  commencé  par  donner  quelques  exemples  de 
la  recherche  des  équations  de  lieux  géométriques  dans  di* 
vers  systèmes  de  coordonnées*,  et  quelques-uns  d^entre  eux 
ont  présenté  le  cas  de  solutions  étrangères  ou  de  solutions 
perdues.  Nous  avons  reconnu  que  cela  tenait,  comme  il 
était  facile  de  le  prévoir,  à  la  non-réciprocité,  dans  un  sens 
ou  dans  Tautre,  entre  les  conditions  de  la  question  géomé- 
triques, et  celles  que  Ton  exprimait,  soit  dans  les  pre* 
mières  équations,  soit  dans  celles  auxquelles  a  conduit  la 
suite  du  calcul. 

Il  arrive  souvent  aussi  que  différentes  parties  d'un  lieu 
défini  géométriquement  sont  représentées  par  des  équations 
différentes^  si  Ton  prend  toutes  les  lignes  en  valeur  absolue, 
mais  que  ces  équations  se  réduisent  à  une  seule,  si  Ton  J 
regarde  comme  négatives  les  lignes  de  sens  contraire  au 
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sens  primitif.  Dans  ce  cas  on  généralise  la  première  équa- 
tion en  y  introduisant  cette  condition  déjà  admise  dans 
d^autres  cas  pour  le  même  objet.  Et  il  est  inutile  de  dire 
que  si  Ton  ne  pouvait  réduire  plusieurs  équations  à  une 
seule  que  par  un  moyen  qui  ne  serait  pas  conforme  à  ceux 
précédemment  admis,  on  se  garderait  bien  de  le  faire,  parce 
qu'il  en  pourrait  résulter  des  contradictions,  ou  tout  au 
moins  une  confusion  qui  ferait  perdre  tous  les  avantages 
qu  on  aurait  cherchés  dans  ces  généralisations. 

Lieux  d"* équations  données,  —  Nous  avons  traité  ensuite 
la  question  inverse,  et  nous  nous  sommes  proposé  de  con* 
struire  le  lieu  de  tous  les  points  satisfaisant  à  une  équation 
donnée. 

Il  y  a  lieu  d'abord  de  se  demander  quel  usage  on  fera 
des  solutions  négatives  ou  imaginaires  que  Téquation 
pourrait  présenter,  et  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

Ou  les  conditions  d'après  lesquelles  cette  équation  a  été 
obtenue  demandent,  comme  nous  Ta  vous  vu  dans  plusieurs 
problèmes,  que  les  solutions  négatives  soient  portées  en 
sens  inverse  des  positives,  et  qu'on  ne  tienne  aucun  compte 
des  solutions  imaginaires  \ 

Ou  Téquation  a  été  donnée  à  prion\  sans  conditions,  et 
seulement  comme  exercice  arbitraire  \  en  un  mot,  comme 
une  question  de  fantaisie. 

Dans  le  premier  cas,  tout  est  prévu,  et  l'on  n'a  qu'à  se 
conformer  aux  prescriptions. 

Dans  le  second  on  est  maître  de  faire  ce  que  l'on  veut. 
On  construira  uniquement  les  solutions  négatives,  si  cela 
plait;  on  ne  construira  que  les  négatives,  et  on  les  portera 
dans  le  sens  que  l'on  voudra;  on  construira  ainsi  les  unes 
et  les  autres,  si  cela  convient;  on  construira  des  points 
d'une  manière  quelconque  au  moyen  des  solutions  imagi- 
naires :  tout  cela  est  permis  à  celui  qui  ne  s'est  proposé, 
comme  nous  l'avons  dil,  qu'une  question  de  fantaisie.  C'est 
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faute  de  faire  cette  distinction  que  Ton  trouve  quelquefois 
des  difficultés  dans  Tinterpréiation  des  solutions  d'une 
équation  posée  sans  conditions  et  sans  connaissance  de  son 
origine. 

Le  changement  de  système  de  coordonnées,  si  souvent 
utile,  se  fait  au  moyen  de  formules  dont  on  démontre  la 
généralité  sous  les  mêmes  conditions  que  les  formules  an* 
térieurement  discutées.  Il  résulte  de  là  des  conséquences 
importantes  sur  la  mise  en  équation  des  problèmes  et  sur 
Tin  lerprétation  des  sol  niions  négatives.  Parmi  les  remarques 
que  nous  avons  faites  à  ce  sujet,  nous  indiquerons  la  pro- 
position suivante  : 

Si  une  équation  polaire  a  été  obtenue  en  partant  d'une 
équation  rationnelle  entre  les  coordonnées  rectilignes, 
chaque  point  du  lieu  pourra  être  construit  de  deux  ma- 
nières différentes  :  l'une  par  une  valeur  posiiix^e  du  rayon 
vecteur  portée  dans  la  direction  déterminée  par  la  va- 
leur correspondante  de  r angle;  l'autre,  par  une  valeur 
négatii^e  du  rayon  portée  en  sens  contraire  de  la  direo 
tion  déterminée  par  la  valeur  de  V angle  qui  a  donné 
cette  valeur  négatii^e. 

On  pourra  se  borner  à  un  seul  de  ces  procédés,  et  alors, 
pour  avoir  tous  les  points  du  lieu,  il  faudra  faire  passer 
l'angle  de  zéro  à  quatre  droits.  Mais  si  Ton  admet  les  so* 
lutions  positives  ainsi  que  les  négatives  de  la  manière  que 
nous  venons  d'indiquer,  il  suffira  de  faire  varier  Tangle  de 
zéro  à  deux  droits. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  proposition  ne 
s'applique  qu'à  Téquation  polaire  telle  qu  elle  résulte  de  la 
transformation  des  coordonnées^  et  si  elle  était  décompo- 
sable  en  plusieurs  autres,  rationnelles  par  rapport  au  rayon 
vecteur,  la  double  construction,  n'étant  démontrée  que  pour 
leur  ensemble,  n'aurait  généralement  lieu  pour  aucune  des 
deux. 
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Problème  des  tangentes,  — •  Après  avoir  fait  Tapplica- 
tion  des  théories  précédentes  aux  lignes  représentées  par 
les  équations  du  premier  et  du  second  degré,  nous  avons 
traité  l'importante  question  des  tangentes  aux  courbes  de 
degré  quelconque.  Descartes  est  le  premier  qui  ait  consi- 
déré le  contact  de  deux  courbes,  ou  d'une  courbe  et  d'une 
droite,  comme  limite  de  l'intersection  de  deux  lignes  dont 
l'un  des  points  communs  se  rapproche  indéfiniment  de 
l'autre.  Nous  avons  montré  comment,  à  ce  point  de  vue, 
le  problème  des  tangentes  dépend  de  la  limite  du  rapport 
de  deux  infiniment  petits,  qui  peuvent  toujours  se  rame- 
ner aux  accroissements  correspondants  des  deux  coordon- 
nées, quel  que  soit  le  système  auquel  les  points  soient  rap- 
portés^ de  sorte  que  l'on  peut  énoncer  cette  proposition 
générale  : 

Le  problème  géométrique  des  tangentes  est  ramené  à 
ce  problème  de  calcul  :  Trouver  la  limite  du  rapport  des 
accroissements  infiniment  petits  correspondants  de  deux 
variables  liées  par  une  équation  donnée. 

Mous  avons  donné  quelques  exemples  de  cette  recherche: 
dans  les  uns  les  points  du  lieu  étaient  déterminés  par  une 
équation  entre  les  coordonnées;  dans  d'autres  ils  l'étaient 
par  des  conditions  géométriques,  mais  c'est  toujours  à  la 
limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  que  le  problème 
était  ramené. 

La  considération  des  rapports  d'infiniment  petits  ne 
s'applique  pas  seulement  aux  questions  de  tangentes,  mais 
à  beaucoup  d'autres  de  nature  très-différente.  Nous  les 
avons  appliqués  à  la  courbure  des  lignes  planes,  à  la  vitesse 
et  à  l'accélération  dans  le  mouvement  varié  quelconque 
d'un  point  en  ligne  droite;  et  nous  avons  montré  en  géné- 
ral comment  les  limites  de  rapports  d'infiniment  petits  ra- 
menaient la  considération  des  variations  les  plus  compli- 
quées à  celle  de  l'uniformité,  ce  qui  est  le  plus  haut  degré 
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santés,  et  d*un  reste  pouvant  devenir  moindre  que  tome 
quantité  donnée. 

C'est  à  cette  occasion  que  nous  avons  exposé  les  principes 
de  la  méthode  des  limites  et  de  la  méthode  des  infiniment 
petits.  Nous  en  avons  fait  l'application  a  diverses  questions 
traitées  par  Euclide  et  Archimëde,  et  qui  se  rapportent  à 
la  mesure  des  surfaces  planes,  des  surfaces  courbes  et  des 
volumes  des  corps  terminés  par  ces  surfaces.  Et  nous  ferons 
remarquer  qu'Archimède  est  le  premier  qui  se  soit  occupé 
de  la  mesure  des  lignes  courbes  et  des  surfaces  courbes;  il 
à  demandé  a  cet  effet  qu'on  lui  accordât  quelques  proposi* 
lions  comme  évidentes^  et  il  a  pu  ainsi  accroître  considéra- 
blement la  science.  Mais  quoiqu'il  n'adopte  pas  pour  la 
ligne  droite  la  définition  des  auteurs  modernes,  il  ne  définit 
pas  plus  qu'eux  ce  qu'il  entend  par  l'égalité  de  longueur  de 
lignes  qui  ne  sont  pas  superposables.  C'est  pour  cela  que 
nous  rejetons  sa  théorie  et  que  nous  la  remplaçons  par  une 
autre  que  nous  espérons  que  Ton  adoptera  un  jour. 

APPLICATION  DE  LA  SCIENCE  DES  NOMBRES  A  LA  SCIENCE 

DE  I/ÉTENDUE. 

Toutes  les  grandeurs  que  l'on  considère  dans  la  géomé- 
trie étant  susceptibles  d'être  exprimées  en  nombres,  oo 
conçoit  la  possibilité  d'appliquer  Tune  à  l'autre  chacune 
de  ces  deux  sciences.  Pour  résoudre  un  problème  de  géomé- 
trie au  moyen  des  théories  de  la  science  des  nombres,  on 
commence  par  chercher  des  équations  eutre  les  lettres  qui 
représentent  les  lignes,  tant  connues  qu'inconnues,  qui  en- 
trent dans  la  question;  et  nous  faisons  connaître  à  cet  effet 
la  règle  générale  donnée  par  Descartes,  et  reproduite  par 
Newton.  Les  équations  étant  trouvées  et  résolues^  on  a  les 
formules  des  opérations  à  faire  sur  les  nombres  qui  mesureni 
les  grandeurs  données,  pour  obtenir  ceux  qui  mesurent  les 
inconnues.  Arrivé  à  ce  point,  il  y  a  deux  manières  d'ache- 
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▼er  la  solution,  suivant  qu'on  se  propose  de  calculer  réelle- 
ment ces  derniers  nombres,  ou  de  trouver  les  constructions 
à  faire  au  moyen  des  grandeurs  données  pour  obtenir  les 
grandeurs  cherchées.  Dans  ce  dernier  cas,  le  calcul  est  un 
intermédiaire  qui  ramène  les  constructions  demandées  a 
celle  des  expressions  algébriques,  pour  laquelle  on  a  quel^ 
ques  procédés  généraux. 

Il  y  a  une  remarque  importante  à  faire  sur  les  équations 
qui  renferment  une  ou  plusieurs  espèces  de  grandeurs  cou* 
crêtes  évaluées  en  nombres,  sans  cpie  pour  aucune  d*elles  on 
ait  pris  une  des  grandeurs  données  pour  unité.  Elle  con- 
siste en  ce  que  tous  les  termes  sont  homogènes  par  rapport 
à  chacune  des  espèces  distinctes  de  grandeurs;  elle  n'avait 
pas  échappé  à  Descartes,  mais  nous  avons  dû  la  traiter  avec 
beaucoup  plus  de  développement. 

Quantités  nègatwes  dans  les  résultats  ou  dans  les  don* 
nées,  —  Nous  avons  présenté,  comme  exemples  des  mé« 
thodes,  quelques  problèmes  de  géométrie,  et  nous  avons 
discuté  avec  beaucoup  de  soin  les  divers  cas  qu^ils  renfer- 
maient. Dans  Tun  d'eux  nous  avons  remarqué  une  solu- 
tion étrangère,  et  nous  avons  montré  que  cela  tenait  à  ce 
quMl  nV  avait  pas  réciprocité  entre  le  problème  proposé  et 
le  problème  de  calcul  auquel  on  l'avait  ramené.  Dans 
d'autres  nous  avons  reconnu  que  les  équations  auxquelles 
on  était  conduit  en  partant  de  chacun  des  cas  que  le  pro- 
blème comporte,  étaient  quelquefois  les  mêmes  et  quelque- 
fois différentes  par  certains  termes.  Ces  différences  peuvent 
disparaître  par  la  suite  du  calcul,  surtout  par  Télimination 
de  radicaux  du  second  degré*,  mais  elles  peuvent  aussi  sub- 
sister dans  les  équations  rendues  rationnelles.  Plusieurs  des 
problèmes  que  nous  avons  traitésonl  conduit  à  des  équations 
différant  les  unes  des  autres  par  les  signes  des  termes  ren- 
fermant l'inconnue  à  des  puissances  impaires  seulement*,  et 
cette  circonstance  correspondait  à  un  changement  de  direc- 
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don  delà  ligne  représentée  par  celte  inconnue.  Il  est  résulté 
de  là  que  Tune  des  équations  suffirait,  à  la  condition  de 
porter  les  lignes  correspondant  aux  racines  négatives,  dans 
le  sens  contraire  a  celui  qu'on  avait  choisi  pour  mettre  en 
équation. 

Nous  avons  reconnu  qu'une  formule  importante,  d*an 
emploi  très-fréquent ,  se  trouvait  généralisée  par  celte 
même  considération  :  c'est  celle  qui  exprime  la  distance 
de  deux  points.  Une  seule  forme  suffit  à  représenter  les  cas 
très-variés  auxquels  peuvent  donner  lieu  les  positions  rela- 
tives des  extrémités.  La  démonstration  doit  en  être  faite, 
une  à  '  pour  toutes,  pour  tous  les  cas  possibles;  et  Ton 
peut  ensuite  l'appliquer  sans  nouvelle  discussion  et  sans 
avoir  besoin  de  se  préoccuper  d'aucune  règle  de  signes, 
puisque  la  démonstration  de  sa  généralité  est  faite  sous  la 
condition  expresse  que  les  opérations  sur  les  quantités  né- 
gatives soient  exécutées  suivant  les  règles  démontrées  dans 
le  cas  des  polynômes,  le  seul  où  elles  aient  un  sens. 

Cette  formule  et  d'autres  qui,  comme  elle,  se  présentent 
souvent  dans  l'expression  des  conditions  géométriques  en 
équations,  étant  démontrées  générales  sous  les  conditions 
que  nous  venons  d'énoncer,  rendent  assez  facile  la  dé- 
monstration de  la  généralité  des  équations,  quand  elle  a 
lieu.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  démonstration 
est  indispensable,  et  que  la  science  doit  repousser  les  prin- 
cipes fondés  sur  des  analogies  vagues,  indépendantes  delà 
nature  des  questions  auxquelles  on  prétend  les  appliquer. 

Tiigonométrie,  —  Les  données  et  les  inconnues  des  pro- 
blèmes de  géométrie  étant  des  lignes  droites  et  des  angles. 
il  aurait  été  utile  d'avoir  des  équations  entre  ces  quantités; 
mais  la  complication  que  présenteraient  ces  relations  y  a 
fait  renoncer,  excepté  dans  quelques  cas  très-particuliers. 
D'ailleurs,  ces  sortes  d'équations  ne  sont  connues  que  de- 
puis les  progrès  récents  de  la  théorie  des  séries,  tandis  que 
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celles  qui  sont  utiles  dans  les  cas  ordinaires  le  sont  depuis 
très-longtemps. 

L'idée  heureuse  qu'ont  eue  les  anciens  pour  éluder  la 
difficulté  de  trouver  des  relations  entre  les  côtés  et  les  an- 
gles des  triangles,  problème  auquel  se  ramènent  tous  les 
autres^  a  été  de  considérer,  au  lieu  des  angles  eux-mêmes, 
des  droites  qui  les  déterminent,  et,  réciproquement,  sont 
déterminées  par  eux.  Ils  ont  choisi  à  cet  effet  les  lignes,  ou 
mieux  les  rapports  de  lignes,  les  plus  commodes,  et  ont 
trouvé  des  relations  entre  ces  quantités  et  les  côtés  des 
triangles.  Us  ont  ensuite  construit  une  table  qui  faisait  con- 
naître les  unes  par  les  autres  ces  quantités  et  les  anplé^  cor- 
respondants; de  sorte  qu'il  était  indifférent  d'avoir  des 
équations  dans  lesquelles  entrassent  les  angles,  ou  ces  quan- 
tités auxiliaires  que  Ton  nomme  lignes  trigonométriques. 

Généralité  des  formules  trigonométriques*  —  Cette  con- 
ception est  Tune  des  plus  importantes  dans  l'application 
réciproque  de  la  science  des  nombres  et  de  la  géométrie  \ 
et  ce  qui  accroît  beaucoup  l'utilité  des  équations  auxquelles 
elle  conduit,  c'est  la  possibilité  de  renfermer,  sous  un  seul 
type,  toutes  les  formules  relatives  aux  divers  cas  qu'une 
même  question  peut  présenter.  Le  moyen  unique  par  le- 
quel on  y  parvient  consiste  encore  à  regarder  comme  im- 
plicitement négatives  dans  les  formules,  les  quantités  qui  se 
trouvent  dirigées  en  sens  opposé  à  celui  qu'elles  avaient 
dans  les  figures  qui  ont  servi  à  trouver  les  formules.  La 
condition  expresse  de  celte  extension  est  qu'on  exécute  les 
opérations  sur  ces  quantités  négatives  d'après  les  règles 
démontrées  dans  le  cas  des  polynômes;  de  sorte  qu'il  n'y  a 
encore  aucune  question  à  se  faire  sur  cette  manière  d'opé- 
rer, puisqu'il  a  été  démontré  que  cette  manière  d'agir  est 
un  moyen  sûr  de  tirer  tous  les  cas  particuliers  d'un  seul 
système  d'équations,  au  lieu  d'en  employer  plusieurs  ;  ce 
qui  est  un  avantage  considérable  dont  on  pourrait  à  la  ri- 
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1.  Dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  fait  conoaitre  la  méthode  que  Ton  devait  suivre 
pour  la  formation  d'une  science  de  raisonnement^  c'est- 
à-dire  d'une  science  dans  laquelle  tous  les  rapports 
entre  les  choses  qu'on  y  considère  sont  des  consé- 
quences nécessaires  de  vérités  et  de  données  premières, 
admises  avec  le  sentiment  de  l'évidence.  Les  pre- 
miers exemples,  que  nous  avons  donnés  de  cette  mé- 
thode, se  rapportaient  à  la  science  des  nombres  et  à 
h  science  de  l'étendue;  nous  allons  maintenant  l'appli- 
quer à  la  science  des  forces. 

Les  données  fondamentales  des  deux  premières, 
quoique  fournies  jusqu'à  un  certain  point  par  l'obser- 
vation des  objets  naturels,  sont  indépendantes  de 
l'espèce  de  la  matière  qui  les  compose,  et  qui  peut 
varier  de  l'un  à  l'autre  :  elles  ne  se  rapportent  qu'à 
la  distinction  et  à  l'étendue  de  ces  objets.  On  y  fait 
abstraction  de  la  matière  même,  et  l'on  vit  dans  le 
monde  idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du  nombre, 
dont  le  sentiment  pourrait  rester  en  nous  lors  même 
que  le  monde  matériel,  qui  nous  l'a  donné,  se  trou- 
verait anéanti. 

2.  Mais  les  données  premières  d'où  résultent  les 
lois  de  ce  monde  idéal,  seraient  insuffisantes  pour 
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déterminer  celles  du  monde  matériel  slu  milieu  duq^uel 
nous  vivons.  Les  sciences  qui  en  dépendent  seront 
fondées  sur  des  principes  qui  ne  pourront  être  obte- 
nus que  par  l'observation  de  la  nature^  puisque  ce 
monde  n'a  rien  de  nécessaire,  et  aurait  pu  être  créé 
tout  autre  qu'il  n'est  réellement. 

Dans  cette  étude  du  monde  réel,  il  conviept  de  s'oc- 
cuper  d'abord  des  propriétés  les  plus  simples  et  les 
plus  générales  de  la  matière.  Il  en  est  une  q^ii  est 
commune  à  tous  les  corps,  quelle  que  soit  la  nature 
particulière  de  la  matière  qui  tes  compose  :  c'est  la 
mobilité;  elle  joue  un  rôle  dans  la  plupart  des  phéoo* 
mènes,  et  par  conséquent  les  lois  générales,  auxquelles 
elle  donne  lieu,  demandent  à  être  étudiées  avant  celles 
des  phénomènes  qui  dépendent  des  diverses  espèces 
de  matière.  L'étude  de  ces  lois  est  r<;>bjet  de  cette 
Partie  de  notre  Ouvrage  :  et  leur  ensemble  constitue 
ce  que  nous  avons  appelé  la  science  des  forces. 

Ici  se  trouvent  des  considérations  que  ne  présentent 
pas  les  sciences  des  nombres,  et  de  l'étendue  :  celles 
de  temps,  de  mouevment,  el  de  cause. 

\a  notion  des  causes  productrices  de  mouyem^ot 
résulte  de  notre  propre  expérience  et  des  efforts  que 
nous  faisons  pour  déplacer  les  corps;  elle  n'est  sujette 
à  aucune  difficulté;  mais  les  deux  autres  ont  donné 
lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  philpsopbesoa 
les  sophistes, 

« 

3.  La  successioti  de  nos  sensations,  et  des  événe- 
ments  qui  les  ont  produites,  est  incontestable  pour 
tous  les  hommes.  Mais  entre  ce  septimço.t  et  I9  pen§ée 
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qa'il  y  a  un  être  dans  lequel  se  fasse  cette  succession, 
il  y  a  un  abime.  Le  temps  n'a  pas  plus  d'existence  réelle 
que  l'espace  ;  il  es.t  peut-être  encore  moins  saisissable. 
Ces  deux  prétendus  êtres  sont  des  créations  fantas- 
tiques de  l'imagination  de  l'homme,  qui  veut  toujours 
aller  au  delà  de  ce  qu'il  peut  saisir  et  comprendre. 
Mais  comme  la  succession  des  événements  joue  un 
grand  rôle  dans  la  nature  et  dans  la  vie  des  hommes, 
il  est  de  la  plus  grande  importance  d'y  introduire  de 
Tordre  et  de  la  précision  ;  et  c'est  ce  qu'on  a  fait  d'a- 
bord en  rapportant  les  divers  événements  k  des  événe- 
ments successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple  les 
retours  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon.  Ce  classement 
des  événements  au  moyen  des  jours  étant  bientôt  de- 
venu insuffisant,  il  a  fallu  les  rapporter  à  des  intei^ 
inédiaires,  et  l'on  a  appelé  cela  diviser  le  temps  en  in* 
tervaUes  :  langage  figuré  qui  a  fini  par  faire  croire  que 
le  temps  est  une  grandeur,  divisible  comme  les  quan- 
tités géométriques,  et  sur  laquelle  se  placent  toutes 
les  époques,  comme  les  points  de  division  sur  une 
ligne. 

Tout  en  protestant  d'avance  contre  l'admission  d'un 
être  appelé  temps^  nous  emploierons  le  langage  ordi- 
naire; nous  classerons  les  événements  successifs  par 
ce  que  nous  nommerons  des  intervalles^  que  nous  ex- 
primerons par  des  nombres,  après  en  avoir  défini  avec 
précision  l'égalité  ;  ce  qui  ne  sera  possible  qu'après 
l'iotroductioD  d'une  autre  notion  générale,  celle  du 
mouvement. 

4.  Lorsque  la  distance  de  deux  points  varie  d'une 

h 


mamère^  eowtîiHie;  on  dît^Vi'î's  sàoten  inoaircMpent 
l'UQ'  f$9  rsiifpwt  k  raatrei .  et  lonsqaa  jleaj  disteBfM 
d'aupMfit  aux  di|r&rea4a>pouijtei'd'im.s(^dlèxBeiti^df 
Varient,  on  dît, que  ce  pmot  eRt'oik^>Jhauv€màiii;fldaiil' 
venuntà  ^e^systin».  W  est  eu-repot^ndàtif.  lolsqipé  eés 
dibtaooe&rMteateûQstaatesJi..  ^>  <-•:  mj:'!];...!  I  ii>«  ! 
iLci  moiirettent  etilerrepoBiaSiiaî  aoâîça8;aQiit)ea«» 
tîeUemeat  pelatifs  :  mai8'peiil4iia>àtèae)ieff.ttfli:f»eDs>8« 

tlenx;  qui<!m<i  parient  isuppoattqt:  lié:  lespoeei  ûob 
iHHiiîes,  dont  teos  l4fs  po^nteitipt  ûaftoréalitéieil  ipA- 
que  aorte  j/Denoniîei/e>.e|t  auxqnel^  UiN^tilriètteiiW.  aaqa 
a>apéroevfiii<  ^  eeècle  i  t  i«ieukv  iume)  i^mmolf  Uilt»  i  kd»»- 
Ue^  U&  >ét€ent>aiorfi'qtt*iiiQ  tpûiiit^aaâ^eitiâyiirc^^ 
quand  ses  distaniôea  >aitt8  di!Vfti«.poia:to<djei:fitt']eapMp 
ne  changent  pas;  et  en  msiw&nent  absolu^  q.uan>d elles 
vahrierit.'Mais i{U^  sènaftt^eique'l'inumdlâUié  4&sdite 
des  points  4e  F«6fabe^niêiBejf3nL;léuJ!^MCordaot(iiets(0 
sorte  de  f^r^onnâlité^  dont  iiHMts  ayonfriphècèdeinment 
établi  1^  néiintS'Iitséraât  tout  a«fflii(mpoaBibleMde>b 
définir  pour  ces.  points  imaginairesjqne  plourldesipirâli 
yéèls;'etrUftipobUitéabéolu&ne  petltsb  diééioirkt^'eD 
la^eupposaiU  déjà  •  cpleiqùa  parl|;  .c'a^4<iif e  i  qu'ep 
£»faat'«K'P6Pe]iaivàetevrx*.'  -m    ;•>.•/•>  !m:«mii  r^y/!.  • 

'On  ilip^peuttétffe' qne  c'estjiàt*imejQeAQefiKîotiqtti 
iie  peut)  ^fene  «amenée:  à  <  au4Ufib^  iditrew  et»  i^jÂSf^Uiift' 
4enie'piâr  QUtf>aièaie»»<NoQ3  aépwditefta  qm.  \t»^fk»m 
piteanièf^s  ^ua^  Ton  >adB^  ^îasi»  i  ddiw»liâtf  eiekirb- 
ment  apparentes,  évidentes  par  elles-mèinna.  Orfit.fib 
^ttôut  aMrement  icivfusBque  •lesirhooimef  0'*4pe^ 
*9oivti^4pftede^rapoajob  ëea^dEmhj^vcttfÂtaireialifiii^^^ 


ne  :pofumieiitsrrrive«i  que  'plar^extenfiioix»  à  rêveur  un 
r^pMàb  im  limnivcmkiyt  absolu  :  et  si  l^ft  'voulait  ex^ 
filiquer Bcâlleffiait  bei|«^o0  eotend^r  là,  on iO(fliberâit 
hiéVftÂhtaiiMitifoaBilecerole  TÎoieux.  qoe  nous  venons 
de  8i|;iHileir.\Atemdc>ifnotts  «dodè  eelte  fouase  noUon^ 
dont  rinutilité  est  d'ailienrs. évidente^. car ^^ tous  lés 
frîncîpes  qne  l^ou  éudilifaift^nttradniettimt  ne  pdur^ 
fsient'jaaBaîs  élre  fondés  que  sur  àès  observations »el 
des  expérientes  relatives^  Bt  à  qnoî  bon  parlir  dn  re^ 
4atîf  poao^abUrtpaT^  induction  tin  absolu  âmagiaaîre, 
4'éiff  If  on  •tîl>enîtrded  principes  ap|)licabliss  au  relatÂf» 
i|ii»^est>'seikl  réelt'Ne  TantHil  paslnîeux^  aptes  avoir 
établi  leàj^rinoipes^sur  4e  relatiil,  ies  af^pliqoor  direct 
ténent  au'réeè,  sans  nempnter  àiin^bsolu  ftiMastiqiie, 
pour  radwndotfwer •immédiatement? 

5v  Le  sj/stbmed&'étoilcs^est  te  plosceittsidérable 
€18  te'oadrns  ^nrioMe  qu'il  soit  «d^mié'  à^  Tbonime  de 
eoMMaftl^;  c^^st  àce^sjtstëme,  que  Ton  peiit  sans  in*< 
eottVéniéof  cpnsidéper  *eninitie  imttHiubîè»  qo^il  est 
Howf  nable  '  dç  rpppoirter  les  graujds  mouvementa, 
eoflnina  I  tutoie  de  In  t^re  et  des  autres  planètes.  Mais 
pour  towi  ce  ^ui  «a  pour  objet  le  traivâil  des  booinies^ 
ou  Texécution  d'expérieneesaryant  anlrutquelconqo6t 
partioàftier  (SH  gétfértfl /c'est  au  système  des  objets  liés 
inTaMnUepiéntair  globe  terrestre  qu^oB  rapporte  ks 
«ooffeminti^  sauf  ^ tenir  compte  ensuite,  s'il  lofant, 
du  'itiouT^nMil/  dd  la>  tem  eiiet^méme  par:  rapport  «ux 

étdilrti      ;-     'M'»(    '—'II-    •    ■       .:    >•,!  •       W   I       -      f '^ 

a 

"Cela  poiévi<nbu»!diveM(«{ue  «  dena  intervalles 40 
iteaa^  ^onti  'égavx;  ilo«aq«6  deuansorps  <  tikntîqoes  au 


eommeaceinent  de  ehgcai^  deices'iiiit^i^Iki^/iM  ^MHeÉis 
dUK  iliêoies  afctions  et  iiifluèiioês<d0'toiilè^«&pèce','M^ 
rdnt  papeouru  fà  ia  fin  de  ces  îMeir^ltes  ^de»  e4|M06s 
idtentïqiies,  telfttiwmeot  au  vy^me  inttiiMMc^^'^  '<  ' 
<  Aidsi^  fifi  Fou  admettaiti  que  la  i  terre  ae^  trbuir^>èi»tt- 
fltaiDirieatdaiis  idearceBditiQos^idebtiqueisi'^  ir^UMin 
dans  la  mènDe  (loaîtidn^  ^artrappdft'imxéloilqirMfl»- 
raieat  à-desiÎDtalPvalles;  dfeitempi'égiaiix.iitlp  pUodule 
6eapt6  d'un  angle* doané  de/  ki  vertiosilèg^t abandomié 
à  idea  iép6q«ies  difféiieiilesià  ides  a^iuuaiidewlîquM, 
tei^ieik^irait  4  la  vbnioale(daii8<dea(teai^égau«pel0; 
L'égalHéi  dei  4ctex  ihiterArallei  qaelcoaqiics'i^étaiit 
déftaieigénéraiesoent,  ou 'eo^ choisira  unpoUr'tet înede 
QomjiteraÎMm  3  ^i  lea  tetapR  ]M<iirl»Qift  s'esfHiBicP'ën 
nombre,  comme  ai  iCiétaîent.  deYéÊitAls^lqauitHàf^^ 
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•  6).  OanftrCtf t  Ottviragev  comnie  ^  dans  ;mftre  »  !rniABerfit& 
JUVconi^Ke»  Jiioufii  avrasr  éAablLdeux  igiunées  Uitiaîa» 
dans  la  science  des  forces  :f*ku  ^repiièrfr- traite Umdeia 
de  leur  équilibre;  la  seconde,  des  lois  des  mou?e- 
mMto  qu'elleaproduisenti  '  ^  r'  ;  i  ^  î  i?.  .7 
r  h^s  doinuées'  aéoessaiteft  pour,  la- /pfennèvèr«pit 
moma.iinullipUées^  que  pK>up[la  »coiuQlé(  QkrjBonsifis 
avons  établies  avec  beaucoup  de  détail,  eirroherebeiit 
avecisoiin  :à  nojuâ  .défendre)  dé  e^ta  tendanct'trf  piia* 
tttreU«fà  aidhaiettiie  ootftme^'dçvaiit^ètriptd'ùne'peelBMP 
mamiëre  ^t  les  «chos^ft  i^uii  <pe  iiottaîofffetat  fiflade  raâf  •■» 
d'êlrei  autremealb  ;  an  emcoee  ^  à  i  éUsàdbe  écai  aoboep^ 
tioA&'i purement'  géométrîqttes;  '  ii  ^dcei  qnbatimsMiqiiâ 
renfeifiMtttfqiieltlùe  éltnieiilida'SystèiDet  du^^b^ 
i.  Les  4oQéée8  nécesaâiFest  pour  l'âtedb^doGlûial^ii 


.«^W^9Aeiltw{€^tf;eQtttDplii8  grand  nombre  d'expé- 
Jri«i\€^i>:i  Nous  avons  traité  ce.  poiot  important  avec 
4pttt.l6s<ij[niqufildfmjatadait^  et  noQs  a  anrons  pas  dis- 
simulé) Kf^f^iÇfiailQ^îspr-eiiiî^es»  étant  déduites  d'expé- 
li^ne^  toujours  impariaitesv  eten  nombre  limité, 
^yfàwni  l)e6(Hn  d^étrâ  eonfirméee  par  l'accord  de  leurs 
4}0«9éqileiiiees(^r#etieA  avec  lieaf faits  observés. 

iCett^  spluS'graAde  complication  des  données  serait 
1100  raison  suffisante  pèu^  faire  précéder  la  théorie 
dfLimofuVementde  celle.de  l'équilibre;  npaisil  y  en  a 
une  aittre.trë8|4iDpertante  qui  résulte  de  oe  que,  par 
un,  théitfèrme  général  dû  à  d^AIembert/on  peut  rame- 
ileDfila  d^eKfninaticm  des  équationa  du  mouybment 
.d*uo  système  queloonque  de' points,  à  celle  de  son 
équilibreLParW' moyen,  le  problème  du  mouvement 
de  tout  système  sera  ramené  k  une  question  de  pur 
caknl^  Jonque  lesi»  forces  auxxjvettes  il  sera  èoumis 
-setoat  >  données,  et  qu'oti  saura  trouver  les  équations 
-générales  ide- son  équitibi^e. 


—  ••  /'.'.<!  /»'•••  -•.  ^         * 


7.  Si  les  forces  ne  sont  pas  connuesy  ce6  oilémes 
éq»atiotts  servirent  à  }es  déterminer  par  la  connais- 
eMce*  quô  Ton  aura  de 'certaines-  circonstances  du 
moilvenlenÉ.'  ,  :    > 

-•.Xc(fineaiier,  et  aussi  le  plus- grimd  problème  de  ce 
geoate  quia'iéBt'préseoftéy  est  celui  du  monvement  des 
eevpèrcéleats^j.Let  fevoes  qui  les  produisent  n'étant 
{ifis  donné*s/4i  fiiUait  les  déduire. des  phénomènes; 
eti  les  fTflindna  lois  que  r^dbeepvation  avait  fait  connaitre 
k^Bepler^tUevaiettt'se'préter  merveilleusenuent  à  cette 
dédaotioas»^  aMsiftot  quei  la  seieoce  des  forces  serait 


créée .  C'iest  w  vue  de  ,c^^  jS^fUif^ti^.  (que^lfewli»ii^B 
éub)i  9a, belle Jt|)^pr4e«df;;|C(>^ 
dfi  ^âiquelljB  jes  Ipjuç  4!^  Kep|ef.pfi4|d4tei3aitaé(ff8;dimt 
tiona  e^Jeft  gf?p^ijra.4w  CvçiWf.qwi  demientn|Mr«pr6S 
à; la pr,<?4j^cjipft 4^ cesp^iK^n^n obdeové$p6if  9ii{h 

les  corps  à  la  surface  de,:Ï9:rti)rc04  Sibosi^^t^  i^ésiMiail 
^s^8»qeU,Q  ioi  .simples  4q  l!^tr^îfW(W»lilqlldK)frlotot«â 
les  par|ie8,4Q  ,1^,  ma^èr^^  pKftpf>rtio9ii4Ueto6Dtf0nii 
ai9/9se^^  e^.epraî&onÎQvevsa^flw  étoffé  de  jlaodifibiinel 
G^8.fç:rees.et^,painiu^S|  loaprrlMif^âmmmMÉieii 
sopt  4?^  ,cft^^4q^?ûÇ^«  fli^ffWrWf  iplûffiOWiinainà  A* 
jcilfç^  à.  déduiri^,  siiiyaotré^t.phiii^  |9tttritnoMisi>Aifaibdrf 
la  :  ^çieppe.  ,4e*  forçe«  :  e^^,  ppc.fi^te  îKi:ail4^  tlé<^qiiti€fte« 
i'ÂSjijcpijçiçi^,  qpi  n'était  AvnatflSci^tQli  <|u>'upe«6i«Hb 
(l'observ;aÛQQ I  «si ^çTiÇfme  w^^soiiHÇfi^dç^^nismnm 

8, .  CeUç  mjàtbod4î,  spif ie  pac J^eiwtoa  pourKAstrot 
opoiie,  et  quit  iMM^idérée^iiiiD  >||<mt|d^,we'génénil 
coo8ist;p.à  remonter 469  (pbéDomèiKb  aU^tioameél  fuû 
à  déduire  de  ces  causes  toutes  les  lois  de  ces  pbéoo- 
mënes,  a  été  adoptée  avec  empressement  et  suivie 
avec  prédilection  par  les  géomètres  français.  Malheu- 
revseiiiefit  les  phénomènes  ne  conduisent  pas  toujours 
avec  la  même  rigueur  à  la  découverte  de  la  cause  élé- 
mentaire» qui  est  la  donnée  indispensable  pour  le  Cal- 
cul des  actions  finies.  On  est  alors  obligé  d'avoir  ^ 
recours  k  uae  nouvelle  méthode,  celle  des  hypaiiéies. 
Elle  est  toujours  fondée  sur  des  observations  et  des 
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63cpérîetifces,  I màfô  des^ebtpériences  insuffisantes  pour 
faire  oonnaltrèicomptéteto'ent  les  causes;  et  Ton  ne 
p£at'8afiiplèerà  ce  défeut  de  donnée^,  qu^en  admet- 
IdBt^eoffilneiréet  un  état  de  choses  qui  n'eât  peut-être 
qfi&^ spécieux.  Ces  hypothèses tle  seftràf  pas  au  hasard; 
'ûtwàt  qu^plies  s'âcccffdeut  a^ec  toupies  fait^  cûiinus, 
etiii  iestiprUbable^alors  qu'elles  ^'accorderont  avec 
besottoiip  d'^utvè^  que  Fbft  ne  confiait  pas  ;  et  cbninie 
l»:elaftsci'd6'phéVi<Miiènès  pour  laquelle  elles  sont  faîtes 
deriént  ainsi  uâe  ^cienccl  de  raisobnement.  toutes  les 
loisipèuVedt  efa  êtt^e  déduites,  et  Kon  pourra  vérifier 
si»eUes^8€nrit  ô^ufirniéef^  par  rexpériencè:  Si  cet  ac- 
colrd>  fie  im«îniiet|t'  cdtetatnn^ent.  la  légitimité  des 
h7pothès|eS''a«:q\]ërra  tide  probabilité  de  plus  en  plus 
gnR»d0;jetl|â'!|héô«ie  que  lion  aura  forinée,  et  qui  a 
dc^ l'avantage  de* lie/ éMrè eux' tous  les  farts  contibs» 
pourra^tre^employée  avec  confiance  à  la  prévision  de 
faits  nouveaux.  Mais  si,  comme  cela  est  arrivé  quel- 
quefois, les  faits  prévus  ne  sont  pas  vérifiés  par  l'ex- 
péiMëde»  oq  é»t^  orbl{gé' de  èhatîger  !éîi  hyjpblhèses,  et 
(r«D>tro)iver,  si  PoÀf|ieut,  de  noûrelles  qui  s'accordent 
awef  J^^Rsembto'  âetm^  les  iphenomëties  connus. 
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APPLICATION 


DS9 


MÉTHODES  GÉNÉRALES 


A  hk 


SCIENCE  DES  FORCES. 


INTRODUCTION. 


DE  L'ÉTABLISSEMENT  DES  AXIOMES 

DAHS    LES    SCIENCES    QUI   DÉPENDENT    Dti    MONDE    MATÂRIEL, 


1.  Tout  ce  qui  dépend  du  nombre  et  de  la  figure  ne 
demande  aucune  connaissance  des  propriétés  particulières 
de  la  matière;  et  dans  cette  étude,  qui  nous  a  seule  occupé 
jusqu'ici,  on  a  pu  faire  abstraction  de  la  matière  elle-même, 
et  créer  le  monde  idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du 
nombre,  dont  le  sentiment  pourrait  rester  en  nous  lors 
même  que  le  monde  matériel  qui  nous  Ta  donné  se  trou- 
verait anéanti. 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  la  réalité  de  ce 
monde,  en  ne  nous  attachant  cependant  qu'à  la  propriété 
la  plus  générale  et  la  plus  simple,  qui  se  retrouve  dans 
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a    ÉTABLISSEMENT    DES    AXIOMES   DÀJffS    LES    SCIENCES,    ETC. 

tous  les  pliénomèn es  naturels,  et  doit,  par  conséquent,  être 
étudiée  avant  toutes  les  autres. 

D'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  la  première  Partie  de 
cet  Ouvrage,  il  faut,  pour  qu'une  science  devienne  ce  que 
nous  avons  nommé  une  science  de  raisonnement,  que  Ton 
connaisse  assez  de  principes  généraux  sur  les  choses  dont 
elle  s'occupe»  pour  que  tous  les  rapports  auxquels  elles 
peuvent  donner  lieu  en  soient  des  conséquences  nécessaires. 
Ces  principes,  ces  données  premières,  renferment. virtuel* 
lemcnt  toute  la  science,  sans  quoi  le  raisonnement  ne  Ten 
tirerait  pas.  Mais  la  science  ne  sera  pas  faite  par  cela  seal 
qu'on  connaîtra  ces  principes,  parce  que  leurs  consé- 
quences sont  infinies  en  nombre  et  en  variété,  et  que  la 
science  est  l'ensemble  de  toutes  ces  conséquences. 

Ces  principes,  pour  une  science  dépendant  du  monde 
matériel,  ne  pourront  être  obtenus  que  par  l'observation 
de  la  nature,  puisque  les  lois  du  monde  matériel  n'ont 
rien  de  nécessaire,  et  auraient  pu  être  tout  autres  qu'elle 
ne  sont.  Pour  arriver  plus  promptement  et  avec  plus  de 
précision  à  la  connaissance  des  vérités  que  Ton  cherche,  il 
ne  faudra  pas  toujours  attendre  que  la  nature  nous  les  offre, 
il  faudra  provoquer  ses  réponses,  en  créant  les  circonstances 
les  plus  propres  à  les  rendre  significatives,  c'est-à-dire 
joindre  a  V observation  immédiate,  ce  que  l'on  appelle  des 
expériences^  et  il  en  faudra  beaucoup  pour  se  croire  le 
droit  de  proclamer  une  vérité  générale  :  on  ne  sera  même 
jamais  certain  qu'un  rapport  que  l'on  aura  vérifié  dans  an 
nombre  immense  de  cas  analogues,  aura  lieu  dans  un  nou- 
veau cas  du  même  genre;  mais  on  sera  invinciblement 
porté  k  le  croire,  tant  par  la  puissance  de  l'analogie,  que  par 
le  besoin  naturel  à  l'homme  de  connaître  et  d'influencer 
les  faits  à  venir. 

Les  données  qui  auront  ainsi  constitué  une  science  de 
raisonnement  auront  donc  quelque  chose  d'incertain  ^  aussi 
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sera-l-il  à  propos  d*en  vérifier,  autant  qu'on  le  pourra,  les 
conséquences  éloignées.  Maïs  lorsque  Ton  aura  toujours 
trouvé  ces  conséquences  conformes  à  la  réalité  directement* 
observée,  la  science  approchera  beaucoup  de  la  perfection 
delà  Géométrie  et  de  la  Science  des  nombres,  et  Ton  pourra 
sans  inquiétude  croire  à  Texactitude  des  solutions  qu'elle 
fournira.  L'homme  ne  peut  pas  aller  plus  loin;  mais  cela 
lui  suffit  dans  la  pratique,  et  son  esprit  doit  être  satisfait, 
puisqu'il  a  la  conscience  d'avoir  fait  tout  ce  que  comporte 
sa  nature. 

Cela  posé,  nous  allons  procéder  à  l'établissement  des 
données  premières  de  la  science  qui  va  faire  l'objet  de  uos 
études. 

DES  FORCES. 

2.  Lorsque,  dans  un  système  quelconque  de  corps  liés 
on  non  les  uns  avec  les  autres,  il  ne  s'est  opéré  pendant  un 
certain  temps  aucun  changement  dans  les  positions  rela- 
tives, et  qu'à  un  certain  instant  on  voit  l'un  d'entre  eux 
se  déplacer  par  rapport  aux  autres,  restés  dans  les  mêmes 
positions  les  uns  par  rapport  aux  autres,  on  reconnaît 
généralement  qu'il  y  a  eu  intervention  de  quelque  chose 
d'étranger  à  ce  point  :  et  de  quelque  nature  que  soit  cette 
intervention,  on  l'appellera  c^ii^ede  ce  déplacement.  Pour 
que  de  pareilles  expériences  soient  le  moins  possible  ex- 
posées aux  dérangements  ou  accidents  causés  même  par 
les  procédés  et  appareils  d'expérimentation,  il  convient 
de  prendre  le  système  le  plus  vaste,  et  dont  l'immobilité 
relative  des  parties  soit  le  mieux  assurée  par  une  longue 
durée;  et  c'est  le  globe  terrestre  lui-même  qu'il  est  bon  de 
choisir.  Bien  que  les  objets  à  sa  surface  soient  sujets  à 
mille  déplacements  relatifs^  les  grandes  masses  qu'on  y 
reconnaît,  les  montagnes,  les  grands  édifices,  offrent  une 
fixité  relative  qui  permet  de  prendre  leur  système  comme 
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invariable,  et  se  prèlant  d'ailleurs  sans  dérangement  pos- 
sible à  toutes  les  expériences  auxquelles  les  hommes  peu- 
vent se  livrer.  Et  quelquefois^  pour  abréger  le  langage, 
nous  appellerons ^X05  des  corps,  des  lignes  ou  des  points 
qui  seront  supposés  ne  pouvoir  se  déplacer  par  rapport  à 
ce  système. 

3.  Cette  observation  d*une  cause  produisant  un  déran- 
gement relatif  étant  répétée  un  grand  nombre  de  fois,  la 
tendance  naturelle  de  Thomme  à  la  généralisation  le  porte 
k  croire  qu'il  en  sera  toujours  ainsi  ^  de  sorte  que,  même 
dans  les  cas  où  il  n'aperçoit  pas  d'intervention  étrangère, 
il  admet  qu'elle  existe,  et  il  pose  en  principe  général  que 
lorsqu^un  point  faisant  partie  d\in  système  invariable  vient 
à  se  déplacer  par  rapport  aux  autres,  cela  est  dà  à  Taction 
d'une  cause  étrangère;  et  c^  déplacement  est  dit  Veffet  de 
celte  cause. 

4.  Quelle  est  maintenant  la  nature  de  cette  action? 
Pourrait-elle,  par  exemple,  provenir  d'une  simple  volonté 
d^un  être  supérieur?  C'est  ce  qu'il  n'est  pas  donné  à 
rhomme  d'approfondir,  et  il  doit  se  borner  à  rétudier  sor 
lui-m^me.  C'est  en  déplaçant  lui-même  des  corps  faisant 
partie  d'un  système  invariable,  qu^il  acquiert  le  sentimeot 
de  Teflort  ;  et  il  reconnaît  en  même  temps  que  l'effort  qui 
a  déplacé  le  corps,  pourrait  être  détruit  par  un  autre  effort 
qui  seul  Taurait  déplacé  en  sens  contraire.  De  sorte  qu'il 
a  le  sentiment  de  l'effort  ou  de  la  ybrce,  lors  même  qu'il 
n^en  résulte  pas  de  déplacement. 

Lorsque,  dans  un  système  invariant,  un  corps  se  déplace 
relativement,  et  qu'on  n'aperçoit  pas  de  cause  de  ce  dépla- 
cement, on  reconnaît  encore  qu'on  aurait  pu  l'empêcher 
par  un  effort  qui,  seul,  le  déplacerait  en  sens  contraire;  et 
il  est  naturel  d'admettre  par  analogie  qu'il  s'exerçait  sur  ce 
corps  un  effort  qui  aurait  été  détruit  par  celui  qui  aurait 
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empècbé  le  déplacement.  Ainsi  un  corps  qu'on  empêche 
de  descendre  suivant  la  verticale,  au  moyen  d'un  effort 
dont  on  a  la  conscience,  sera  regardé  comme  sollicité  con* 
stamment  par  une  force  invisible  qui  le  pousse  dans  ce 
sens  :  force  qui  pourra  varier  d'un  corps  à  un  autre.  De 
même  encore,  la  présence  d'un  aimant  dans  un  système 
où  il  y  aura  un  morceau  de  fer,  qui,  maintenu  d'abord,  sera 
devenu  libre,  produira  un  déplacement  qu'on  pourrait 
empècber  par  un  effort  convenablement  dirigé.  Toutes  ces 
expériences  bien  constatées  et  souvent  répétées,  donnent 
la  notion  de  force  aussi  nette  que  l'expérience  puisse  faire 
connaître  quoi  que  ce  soit.  Elle  n'a  rien  d'hypothétique; 
mais  nous  ne  chercherons  pas  à  connaître  sa  nature  in- 
time, pas  plus  que  nous  ne  cherchons  celle  de  la  matière 
elle-même.  Nous  nous  bornerons  à  en  étudier  les  effets,  et 
à  reconnaître  et  accumuler,  par  des  expérience  précises, 
assez  de  données  pour  que  la  science  des  forces  devienne 
ce  que  nous  nommons  une  science  de  raisonnement. 

5.  Pour  commencer  par  les  considérations  les  plus  sim- 
|Jes,  nous  concevrons  les  corps  sur  lesquels  agissent  des 
forces,  comme  réduits  à  des  points  sans  étendue  sensible  -, 
nous  appellerons  direction  d^une  force  appliquée  à  un 
pareil  corps,  ou  point  matériel,  celle  suivant  laquelle  le 
point  se  déplacerait  dans  le  système  invariable,  s'il  y  était 
entièrement  libre  et  qu'il  ne  fut  sollicité  par  aucune  autre 
force. 

Admettant,  d'après  l'expérience,  que  le  déplacement 
pourrait  être  empêché  par  une  certaine  force  de  direction 
contraire,  nous  dirons  que  celte  seconde  force  est  égale  à 
ia  première.  Ainsi  se  trouvera  définie,  dans  ce  nouvel  ordre 
de  choses,  V égalité,  qui  est  la  première  notion  indispen- 
sable pour  la  comparaison  des  quantités. 

6.  La  seconde  notion  indispensable,  et  qui  complète  les 
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données  nécessaires  k  la  comparaison  et  à  la  mesure  des 
quantités,  est  celle  de  leur  addition.  Nous  dirons  que  deux 
forces  s'ajouient  lorsqu'elles  agissent  dans  le  même  sens  et 
suivant  la  même  droite  sur  un  même  point  matériel.  L'ei^ 
périence  ferait  voir,  si  cela  ne  paraissait  pa^admissible  de 
soi-même,  que  le  déplacement  d'un  point  libre  s^effectao* 
rait,  sous  l'influence  des  deux  forces,  dans  la  même  direo 
tion  où  il  aurait  eu  lieu  sous  l'influence  de  chacune  d'elles 
séparément;  et  que  ce  déplacement  pourrait  être  empèclié, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  au  moyen  d'une  force  de 
direction  contraire. 

D'où  il  snit  que  les  deux  forces  qui  sollicitent  le  même 
point  dans  le  même  sens  pourraient  être  remplacées  par 
une  seule,  et  cette  dernière  s'appellera  la  somme  des  deux. 

Ayant  ainsi  dé6ni  Végalité  et  Vadditio»  de  deux-forces, 
et  par  suite  d'un  nombre  quelconque  de  fonoes,  la  aous* 
traction,  la  multiplication  et  la  division  des  forces  s'en 
suivent.  La  comparaison  des  forces  et  leur  expression  eu 
nombre  en  résultent,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les, 
moyens  pratiques  d'exécution. 

7.  Les  forces  pouvant  ainsi  être  censées  représenlëes 
par  des  nombres,  et  les  nombres  pouvant  l'être  eux-mêmes 
par  des  lignes,  les  forces  pourront  l'être  par  des  lignes;  et 
il  sera  commode  de  les  placer  sur  les  directions  respectives 
de  ces  forces,  en  parlant  des  points  mêmes  où  elles  sont 
appliquées.  De  cette  manière^  une  force  quelconque  sera 
déterminée  par  son  point  d'application,  sa  direction,  et 
par  une  longueur  portée  sur  cette  direction,  à  partir  du 
point  d^application,  qui  représentera,  par  son  rapport  à 
l'unité  de  longueur,  le  rapport  de  la  force  à  celle  qui  a  été 
prise  pour  unité. 

8.  Si  nous  considérons  un  assemblage  de  points,  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  entièrement  libre 
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dans  le  système  invariable  auquel  on  rapporte  les  corps, 
ou  assujetti  à  certaines  liaisons  avec  les  points  de  ce  sys- 
tème, et  que  des  forces  viennent  à  être  appliquées  à  des 
points  de  cet  assemblage  :  elles  produiront  généralement 
tto  déplacement,  mais  il  peut  arriver  aussi  que  leurs  effets 
soient  détruits  par  les  liaisons  des  points,  tant  entre  eux 
qn'avec  ceux  du  système  invariable,  et  Ton  dit  alors  qu*elles 
y  sont  en  équilibre. 

L  étude  de  ce  cas  particulier  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, non-seulement  par  les  applications  utiles  que  les 
hommes  en  ont  faites,  mais  encore  parce  qu'il  est  la  base 
des  solutions  de  toutes  les  questions  de  mouvement.  C'est 
pour  cela  que  la  recherche  dnslois  de  l'équilibre  des  forces 
doit  être  Tobjet  des  premières  études. 

Elle  exigera  nécessairement  des  données  tirées  de  l'ob- 
serva tion  \  car  le  monde  dans  lequel  nous  vivons  aurait  pu 
être  soumis  à  des  lois  autres  que  celles  qui  y  régnent  ;  et  il 
serait  insensé  de  prétendre  que  les  lois  que  Tliomme  ima- 
ginerait seraient  nécessairement  celles  qui  ont  été  choisies 
parle  Créateur  de  Tunivers» 

Les  données  nécessaires  à  la  recherche  des  lois  de  Téqui- 
libre  des  forces  sont  moins  multipliées  que  celles  qu'exi- 
gent les  lois  des  déplacements  qu'elles  peuvent  produire. 

Cette  recherche  sera  l'objet  de  la  première  Section  de 
ce  volume^  et  nous  ne  nous  occuperons  d'abord  que  de 
l'établissement  des  premières  données  et  des  principes  qui 
lui  sont  nécessaires.  La  seconde  Section,  où  l'on  considérera 
les  déplacements  produits  par  les  forces,  sera  précédée  de 
l'établissement  de  nouvelles  données,  inutiles  pour  les  sim- 
ples questions  d'équilibre. 


PREMIÈRE  SECTION. 


DE  L'ÉQMIBRE  DES  FORCES. 


DE  ^ÉQUILIBRE  DES  FORCES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DONNÉES  EXPÉRIMENTALES  ET  PROPOSITIONS  GÉNÉRALES 
RELATIVES  A  L'ÉQUILIBRE  DES  FORCES. 


9.  Les  propositions  que  nous  allons  élablir  ne  devront 
pas  être  présentées  toutes  immédiatement  aux  commen- 
çants :  trop  de  généralité  dès  le  début  produit  presque  tou- 
jours du  vague  et  de  robscurité,  et  Ton  ne  se  rend  pas  assez 
compte  de  ce  que  Ton  admet  sur  des  choses  que  Ton  n'a 
pas  encore  pratiquées. 

Mais  dans  un  Ouvrage  comme  celui-ci,  qui  n'est  pas  des- 
tiné â  ceux  qui  n'ont  encore  aucune  notion  sur  les  matières 
qui  y  sont  traitées,  il  nous  a  paru  convenable  de  présenter 
dans  leur  ensemble  les  principes  qui  sont  la  base  de  la 
science,  et  qu'on  applique  k  chaque  instant  dans  les  circon- 
stances les  plus  variées.  Il  peut  être  sage,  dans  un  premier 
enseignement,  de  n'introduire  chacun  d'eux  qu^au  moment 
où  il  est  devenu  indispensable^  mais  quand  on  a  sufGsam- 
ment  étudié  les  détails ,  il  est  bon  de  réfléchir  sur  leur 
enchaînement,  et  de  se  rendre  compte  de  l'ensemble  des 
données  premières,  et  des  principes  qui  ont  guidé  dans  les 
déductions. 

10.  Premier  principe. —  Lorsqu'un  système  de  points 
est  en  équilibre,  on  ne  détruit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou 


111  DE   L^ÉQUILIBRE    DES    FORCES. 

plusieurs  de  ces  points,  ou  en  établissant  entre  eux  des 
liaisons  nouvelles^ 

En  effet,  on  n'introduit  ainsi  aucune  force ^  on  donne 
seulement  des  moyens  de  détruire  certaines  forces  nouvelles 
que  Ton  introduirait  dans  le  système. 

Nous  admettrons  encore^  soit  comme  évident  de  soi- 
même,  soit  comme  résultat  de  Texpérience,  que  lorsqu'un 
système  de  points  est  en  équilibre,  cet  ét^t  subsisterait  en- 
core s!  l'on  ajoutait  de  nouveaux  points,  ou  qu^on  eti  sup- 
primât, pourvu  que  toutes  les  liaisons  primitives  ne  fussent 
pas  altérées.  Ainsi,  en  supposant  le  système  entièrement 
rigide,  ce  que  nous  désignerons  quelquefois  sous  le  nom  de 
corps  solide^  on  pourra  y  lier  ou  en  retrancher  une  quantité 
de  matière  quelconque^  pourvu  que  les  points  auxquels 
sont  appliquées  lés  forces  ne  puissent  cbanger  leurs  dis- 
tances mutuelles,  et  qu'aucune  force  nouvelle  ne  soît  intro- 
duite^ et  Téquilibre  ne  sera  pas  troublé  :  de  sorte  qu'on  n'a 
â  s'occuper  que  du  système  des  points  d^applicalion  et  de 
leurs  liaisons  extérieures,  indépendamment  de  la  matière 
qui  compose  le  corps,  et  de  la  forme  qu'on  lui  donne. 

î  1 .  Deuxième  friitcipe.  —  Si  dii^ers  systèmes  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  points  liés  entre  eux  et  au 
système  invariable  d^une  manière  quelconque,  y  sont  sé- 
parément en  équilibre,  et  que  les  liaisons  soient  suscepti- 
blés  de  produire  des  résistances  indéfinies,  ils  seront  en 
équilibre  quand  ils  y  seront  appliqués  simultanément. 

Ainsi,  dans  un  système  sur  lequel  certaines  forces  sont 
en  équilibrCi  on  peut,  sans  le  rompre,  introduire  de  non- 
velles  forces  qui  seraient  en  équilibre  sur  ce  système,  si 
elles  y  étaient  seules. 

On  peut  aussi  évidemment  supprimer  des  forces  qui  sont 
détruites  par  les  efforts  qu'elles  font  naitre  dans  ce  sys- 
tème matériel.  Mais  il  ne  suffirait  pas  de  s'assurer  qu'elles 
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seraient  en  équilibre  quand  on  les  appliquerait  seules  sur 
le  système;  il  faut  toujours,  pour  avoir  le  droit  de  les  sup^ 
primer,  reconnaître  qu^elles  ont  fait  naître  dans  le  sjstème 
les  mêmes  résistances  que  si  elles  étaient  seules;  alors,  en 
les  supprimant,  les  autres  forces  sur  lesquelles  les  précé* 
deates  n'agissaient  pas,  puisqu'elles  étaient  détruites  indé- 
pendamment d'elles^  resteront  en  équilibre  :  ce  que  toutes 
les  expériences  confirment. 

Cette  condition  nécessaire  pour  la  suppression  d'un 
groupe  de  forces  n'est  pas  toujours  facile  à  reconnaître,  et 
est  suppléée  par  le  principe  suivant  : 

12.  Troisième  principe.  —  On  peut,  sans  détruire 
l'équilibre,  supprimer  un  groupe  de  forces  telles,  que  des 
forces  respectivement  égales  et  appliquées  aux  menues 
points  en  sens  contraire,  seraient  en  équibre  si  elles  exis- 
taient seules  sur  le  système. 

En  effet,  d'après  le  principe  précédent,  on  ne  dérangera 
pas  l'équilibre  primitif  en  introduisant  ces  dernières  forces; 
mais  chacune  d'elles  détruisant  la  force  égale  et  contraire 
appliquée  au  même  point,  on  peut  les  supprimer  l'une  et 
Fautre  en  chaque  point  sans  déranger  l'équilibre,  et  il  ne 
reste  plus  que  les  forces  primitives,  moins  le  groupe  en 
question. 

Il  est  à  remarquer  que  l'on  peut  ainsi  supprimer  un 
groupe  de  forces  qui  ne  serait  pas  en  équilibre  sur  le  sys^ 
tème,  s'il  y  existait  seul.  U  est  suffisant  que  le  groupe 
composé  de  forces  respectivement  contraires,  soit  en  équi- 
libre s'il  existe  seul  sur  le  système  :  toutefois,  celte  con- 
dition n'est  pas  indispensable,  et  nous  le  montrerons  tout 
à  l'heure. 

Ces  principes  très-généraux  sont  d'une  grande  utilité,  à 
cause  des  transformations  sans  nombre  qu'ils  permettent 
de  (aire. 
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Remarque.  ~~  Quelque  rigides  que  soient  les  corps,  \n 
forces  qu'ils  détruisent  opèrent  toujours  de  petits  chin- 
gements  daas  la  position  relative  de  leurs  molécules.  On 
n'en  tiendra  ici  aucun  compte;  et  l'on  supposef-«  qnedes 
forces  qui  se  font  équilibre  sur  un  corps,  et  ^î  ont,  par 
cela  même,  dérangé  tant  soit  peu  ses  moléctUes,  a'y  feraient 
encore  équilibre  si,  par  des  moyens  quelconques,  on  pon- 
vaît  rendre  ce  corps  assez  rigide  pour  que  le  dérangement 
fût  encore  bien  plus  insensible  et  mime  nul. 


T 
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13.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  psr 
un  exemple  très-simple,  combien  il  est  nécessaire  d'avoir 
^ard  à  l'observation  que  nous  avons  faite  au  sujet  dn  je- 
cond  des  principes  précédents,  et  comment  cette  dilficulté 
disparait  par  l'application  du  troisième. 

Soient  Â  et  B  (fig- 1)  deux  points  liés  de  telle  sorte, 
qu'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre,  mais  qn'itt 
Fig.  I.  puissent  se  rapprocher.  Que  l'oo  apjdiqne  u 
point  A  deux  forces  égales  et  contraires  P,  P*  dini 
la  direction  de  la  droite  AB,  et  que  l'on  applique  îB 
deux  forces  Q,  Q'  égales  aux  premières,  et  igissant 
aussi  en  sens  contraire  suivant  la  ligne  AB;  il  jaura 
équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y  a  équilibre  en 
chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  seraient  en 
équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AB, 
et  cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  perdre 
l'équilibre  drs  quatre  forces,  car  il  resterait  les 
deux  forces  P'  et  Q,  qui  ne  se  détruiraient  pas. 
puisque  les  deux  points  A  et  B  peuvent  se  rapprocber,  pir 
bypuilié.sp.  Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  groupe 
P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des  deux  cas  que  nous  avons 
indiqués  précédemment,  comme  permettant  la  suppression. 
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En  premier  Heu,  les  deux  forces  P,  Q'  ne  se  détruisent 
pas  eflecti ventent,  et  ne  produisent  pas  sur  AB  reflbrt 
qù*elleâ  produiraient  si  elles  y  étaient  seules  appliquées. 
La  force  P  est  détruite  par  P'et  n*agit  que  sur  le  point  A; 
il  en  est  de  même  des  forces  Q,  Q'  en  B,  et  il  n'en  résulte 
ancune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient 
pas  d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune 
liaison  entre  eux. 

En  second  lieu,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  à 
P  et  Q^  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  6  peuvent  se 
rapprocher. 

Donc  enfin  on  ne  pourrait  affirmer  qu^en  supprimant  les 
CDroes  P  et  Q'  on  ne  détruirait  pas  l'équilibre;  et  nous 
avons  vu  qu'effectivement  il  se  trouvait  détruit  par  cette 
suppression. 

Cet  exemple  montre  donc  que,  dans  un  système  en  équi- 
libre, on  ne  peut  pas  toujours  supprimer  un  groupe  de  forces 
qui  serait  en  équilibre  sur  le  système,  s'il  y  était  seul.  Et  il 
montre  aussi  qu'on  peut  supprimer  un  système  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre  s'il  était  seul  sur  le  système,  mais  qui  est 
tel,  que  le  système  opposé  serait  en  équilibre  s'il  y  était 
seul.  On  peut  en  effet  supprimer  les  deux  forces  P'  et  Q  qui 
ne  seraient  pas  en  équilibre  sur  le  système,  mais  sont  telles^ 
que  les  contraires  y  seraient. 

14.  On  peut  donner  aussi  un  exemple  bien  simple  de 
ce  que  nous  avons  avancé  dans  le  troisième  principe,  savoir 
qu'on  peut  quelquefois  supprimer  un  système  de  forces 
tel,  que  le  système  contraire^  existant  seul,  ne  serait  pas 
en  équilibre.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer  le  système 
P,  Q',  existant  seul  sur  AB.  On  peut  évidemment  le  suppri- 
mer sans  que  le  système  cesse  d'être  en  repos,  et  cependant 
le  système  des  forces  opposées  P^,Q,  existant  seul,  ne  serait 
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pas  en  équilibre  sur  AB;  mais  les  forces  que  Ton  supprime 
sont  effectivement  détruites  par  la  résistance  du  système. 
Cette  remarque  peut  être  énoncée  d'une  manière  différente 
en  observant  que  supprimer  un  système  de  forces,  c'est 
introduire  le  système  contraire.  On  aura  alors  la  proposi- 
tion suivante  : 

On  peut  quelquefois  introduire  un  groupe  de  forces  qui 
ne  serait  pas  en  équilibre  sur  le  système. 

15.  Remarque.  — On  tire  des  considérations  précédenles 
cette  conséquence,  que  si  Ton  introduit  des  forces  dans  uo 
système,  on  ne  peut  pas.  toujours  affirmer  que  leur  effet 
sera  le  même  que  si  l'on  avait  préalablement  introduit 
certaines  autres  forces  qui  n'auraient  pas  détruit  Téquilibre, 
mais  qui  cependant  pourraient  avoir  de  Tinfluence  sur 
celles  qu'on  applique  en  dernier  lieu.  Et  pour  cette  raison 
on  ne  peut,  sans  examen,  conclure  Teffet  de  forces  intro- 
duites dans  un  système  où  Ton  aurait  légitimement  rem- 
placé un  groupe  par  un  autre.  Un  exemple  bien  simple 
le  prouvera  sans  réplique. 

Soit  une  force  P  appliquée  à  un  point  A  d'un  corps  émi- 
nemment flexible,  mais  inextensible  AB,  ayant  tous  ses 
Fig.  Q.  points  en  ligne  droite  (^g>  a).  Introduisons  suivant 
^p*  la  droite  AB  deux  forces  P',  P"  égales  à  P  et  de 
sens  opposés.  L'effet  de  la  force  P  sur  le  système 
^^  ne  sera  pas  modiGé,  soit  qu'il  y  ait  équilibpe  ou 
non,  pourvu  que  le  corps  reste  constamment  dans 
les  conditions  primitives  qui  ont  permis  l'introduc- 
tion de  P',  P".  Or,  si  l'on  applique  en  B  une  force 
égale  et  contraire  à  P",  les  quatre  forces  se  détrui- 
^^  sent,  tandis  qu'il  en  aurait  été'  autrement  si  Ton 
avait  appliqué  la  dernière  force  avant  l'introdac- 
^  lion  de  P',  P^ 
Nous  reconnaîtrons  bientôt  que  les  mêmes  réserves  ne 
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se  rencontrent  pas,  dans  les  systèmes  rigides,  que  dans  ceux 
dont  les  liaisons  comportent  des  changements  de  forme  ou 
de  disposition.  Mais  il  faut  prendre  garde,  dès  le  commen- 
cement, d'attribuer  aux  principes  une  trop  grande  géné- 
ralité. 
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16.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  un  point  libre  A, 
nous  allons  démontrer  qu'on  peut,  sans  changer  son  effet, 
quel  qu'il  soit,  l'appliquer  à  tout  autre  point  B  de  sa  direc- 
tion, si  ce  point  est  lié  invariablement  au  premier. 

Et  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  cette  liaison  soit  aussi 
complète. 

Si,  par  exemple,  le  point  B  est  situé  par  rapport  à  A  du 
côté  où  s'exerce  l'action  de  la  force  P,  il  suffit  que  la  dis- 
tance AB  ne  puisse  augmenter;  ce  qui  sera  le  cas,  par 
exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un  corps  ex- 
trêmement délié,  éminemment  flexible  et  inextensible. 
Nous  donnerons  dorénavant  le  nom  de  fil  à  un  pareil  corps, 
et  nous  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimensions  que 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  prenant  sans  résistance 
toutes  les  formes  possibles,  en  conservant  la  même  lon- 
gueur. Nous  considérerons  plus  tard  des  fils  élastiques,  qui 
sous  l'action  des  forces  peuvent  changer  de  longueur. 

Si,  au  contraire,  le  point  B  était  de  l'autre  côté  de  A,  il 
suffirait  que  la  distance  AB  ne  pût  diminuer. 

Pour  le  démontrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  derniers 
cas,  appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  inextensible 
AB  {fign  a)  deux  forces  égales  à  P.  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP'^;  elles  se  détrui- 
raient si  elles  étaient  seules  sur  le  système,  et  par  consé* 
quent  leur  introduction  est  permise.  Mais  les  deux  forces 
égales  P,  P',  appliquées  au  même  point  en  sens  contraires, 
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et  détruisent,  et  il  ne  resie  plus  que  la  force  P'',  q«i  n  est 
autre  que  la  force  P  transportée  au  point  B  de  sa  direction. 

On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  le  point  B 
était  situé  de  Tautre  c6lédu  point  A,  et  que  la  distance  AB 
ne  p&t  pas  diminuer. 

Les  raisonnements  précédents  ne  seraient  plua  appli- 
cables dans  lé  cas  où,  le  système  des  points  étant  variable, 
la  distance  ÂB  ne  resterait  pas  la  même. 

Enfin  si  les  conditions  respectives  de  ces  deux  cas  sont 
réunies,  c'est-à-dire  si  les  points  A  et  B  sont  invariable- 
ment liés  Tun  à  l'auti^e,  comme  cela  arrivera,  par  exemple, 
s'ils  font  partie  d'.un  système  rigide,  on  pourra  transporter 
la  force  en  un  point  quelconque  4e  sa  dir^tion.,  supposé 
toujours  invariablement  lié  au  système. 

Remarque.  —  Il  est  important  d'observer  que,  quand 
on  a  fixé  des  points»  ou  introduit  toute  autre  espèce  de 
liaison  dans  un  système  en  équilibre,  on  peut  Sfippriincr 
dçs  forces  telles,  que  les  contraires,  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  modifié.  C'est  unç  conséquence  immédiate 
du  troisième  principe. 

Si|  par  exemple,  dans  un  système  rigide,  on  fixe  ua  de 
ses  points,  on  pourra  supprimer  toutes  Iqs  forces  dont  la 
dircctioi^  passera  par  ce  point,  puisque  les  contraires  ap- 
pliquées en  ce  point  seraient  détruites* 

Si,  au  lieu  de  fixer  un  point  du  système,  on.^p  fi^^e  de^^ 
et  par  suite  tous  ceux  de  la  droite  qui  les  joint,  soit  qu'ils 
appartiennent  d'abord  au  système,  sOit  qu'on  les^  intro- 
duise et  qu'on  les  lie  invariablement  aux  autres,  on  pourra 
supprimer  toutes  les  forcer  doat  la  direction  reno^otrera 
cet  axe  fixe,  puisque  cliacune  d'elles  peut  être  appliquée  à 
son  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

•  •    •        . 

f  > 

17.  Postulatum,  —  Nous  venons  de  voir  que  quand  ua 
système  rigide  avait  un  point  fixe  autour  duquel  il  pouvait 
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se  mouvoir  d'une  manière  quelconque,  toute  force  dont  la 
direction  passait  par  ce  point  était  détruite,  et  ne  pouvait 
produire  aucun  déplacement.  Nous  admettrons  comme  ré- 
sultat d'expérience,  ou  comme  axiome,  que  toute  force 
dont  la  direction  ne  passerait  pas  par  le  point  Jixûy  ne 
serait  pas  détruite^  et  produirait  un  déplaeement^ 

Nous  admettrons  encore  qu'i7  en  serait  de  même  dans 
le  cas  d*un  axefixe^  ou  de  deux  points  fixes* 

Il  en  résultera  nécessairement  que  si  un  corps  a  un  point 
unique,  ou  un  axe,  fixe,  et  quW  sache  qu'une  force  appli- 
quée seule  à  ce  corps  est  détruite,  on  pourra  affirmer  que 
sa  direction  passe  par  le  point  fixe,  ou  rencontre  Taxe  fixe, 
i  une  distance  finie  ou  infinie. 

Nous  donnerons  encore  un  peu  d^ extension  à  ce  pos<« 
tulatum;  et  nous  admettrons  que  si  un  système  rigide  ne 
peut  que  tourner  autour  d'un  axe  [fixe,  et  qu'il  soit  solli- 
cité par  plusieurs  forces  qui,  si  elles  a^ssaient  séparément, 
le  feraient  tourner  dans  le  même  éeus,  le  système^  souis 
leur  action  simultanée^  tournerait  dans  ce  même  sens,  et 
ne  serait  pas  en  équilibre. 

Si,  au  lieu  d'un  axe  fixe,  il  y  avait  seulement  un  point 
fixe,  on  peut  affirmer  que  des  forces  appliquées  à  ce  système 
n'y  seront  point  en  équilibre,  si  elles  n'y  sont  pas  quand 
on  fixera  un  second  point  du  système,  ou  un  axe  passant 
par  le  premier. 

18.  Tiéciproque  d'une  proposition  précédente.  —  11  e^ 
important  de  remarquer  qu'une  force  agissant  sur  un 
système  libre,  ne  saurait  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  en  un  point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  première 
direction;  et,  plus  généralement,  qu'elle  ne  peut  être rem^ 
placée  par  une  autre  qui  n'agirait  pas  suivant  la  même 
ligne  droite^ 


a. 
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En  effet,  6upposon8  qu'une  force  P  puisse  ôtre  remplacée 
par  une  autre  Q  qui  n'agisse  pas  suivant  la  même  ligne 
droite.  Fixons  un  point  sur  la  direction  de  P,  qui  soii 
autre  que  le  point  de  rencontre  des  directions  de  PclQ, 
si  toutefois  elles  se  rencontrent.  La  force  P  sera  détruite, 
comme  nous  venons  de  le  voir*,  elle  n^aurait  donc  pas  pu 
être  remplacée  par  Q,  qui  dans  les  mêmes  conditions  ne 
serait  pas  détruite. 

11  n'est  donc  pas  possible,  dans  un  sj'stème  libre,  de  trans- 
porter une  force  parallèlement  à  elle-même  en  un  point  hors 
de  sa  direction,  ni  de  la  remplacer  pa^r  toute  autre  force  di- 
rigée comme  on  voudra  et  appliquée  à  un  point  qui  ne  se- 
rait pas  sur  sa  direction. 

Et,  par  conséquent,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  pix)uvcr 
qu'une  force,  agissant  sur  un  système  libre,  peut,  sans 
changer  d^effet,  être  remplacée  par  une  autre,  appliquée 
en  un  certain  point,  on  en  conclura  nécessairement  que  sa 
direction  passait  par  ce  point.  Il  est  facile  de  reconnaître, 
en  outre,  que  cette  nouvelle  force  doit  être  égale  à  la  pre- 
mière; car  il  a  été  démontré  qtie,  dans  la  position  où  elle 
se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle  lui 
était  égale  ;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite, 
elle  ne  produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

19.  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égales  et  directement 
opposées  ne  peuvent  se  faire  équilibre  sur  un  système  ri- 
gide libre. 

Cela  résulte  immédiatement  des  raisonnements  précé- 
dents; car,  en  fixant  sur  la  direction  de  Tune  un  point 
qui  ne  serait  pas  sur  la  direction  de  l'autre,  l'équilibre 
ne  devrait  pas  être  rompu  ;  mais  la  première  serait  dé- 
truite, et  la  seconde  mettrait  le  système  en  mouvement: 
l'équilibre  n'existait  donc  pas.  Il  est  donc  nécessaire^  pour 
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qu  il  existe,  que  tout  point  pris  sur  la  direction  d'une  des 
forces  soit  sur  la  direction  de  l'autre,  et  par  conséquent 
que  ces  deux  directions  se  confondent;  il  est  évident  alors 
qu'elles  doivent  agir  en  sens  contraire  et  être  égales. 

SYSTEMES  ÉQUIVÀLEITTS  OU    QU£   PEUVENT   SE   REMPLACER.    

COMPOSANTES   ET   RÉSULTANTE. 

20.  Soit  A  un  certain  groupe  de  forces,  et  B  un  second 
groupe  qui  pourrait  le  remplacer  sur  un  système  donné  de 
points,  sans  déranger  son  état,  quel  qu'il  soit.  Introdui- 
sons le  groupe  B  et  l'opposé  que  je  désignerai  par  —  B, 
sans  attacher  aucun  autre  sens  au  signe — .  Les  trois  sys- 
lèmes  A,  B,  —  B  ne  seront  autre  chose  que  A.  Or,  pour 
que  B  puisse  le  remplacer,  il  faut  qu'on  puisse  supprimer 
A  et  —  B,  ce  qui  aura  Heu  si  le  contraire  —  A  et  B  est  en 
équilibre  quand  il  existe  seul  sur  le  système.  D*où  l'on 
conclut  qu'un  groupe  de  forces  B  peut  toujours  en  rent^ 
placer  un  autre  A,  lorsqu^il  serait  en  équilibre  sur  le  sjs^ 
lètne  auec  r opposé  —  A  à  cet  autre. 

Mais  cela  n'entraîne  pas  que  A  puisse  remplacer  B,  parce 
que  A  ne  serait  peut-être  pas  en  équilibre  avec  —  B,  et 
alors  on  ne  pourrait  prononcer. 

Si,  par  exemple,  on  considère  un  fil  flexible  MN  et  une 
force  P  appliquée  au  point  N  suivant  NM,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  force  égale  et  de  même  sens  P'  appli- 
quée en  M,  parce  que  celte  dernière  serait  en  équilibre 
avec  P''  égale  et  contraire  à  P.  Mais  on  ne  peut  affirmer 
qiie  P  pourrait  remplacer  P',  parce  que  P  ne  serait  pas  en 
équilibre  sur  le  fil  avec  la  force  égale  et  opposée  à  P'  et 
appliquée  en  M. 

Et,  en  effet,  P  ne  pourrait  pas  toujours  remplacer  P'. 

'Remarque.  -^  On  voit  par  cet  exemple  qu'il  est  possible 


20.  DE    l'équilibre    DES    FORCES. 

qu'un  groupe  de  forces  B  soit  équivalent  h  un  autre  groupe 
A,  sur  un  certain  système,  sans  que  A  soit  équivalent  a  B, 
sur  le  même  système. 

21.  Composantes  et  résultante.  —  Lorsque  des  forces 
appliquées  à  un  système  rigide  et  entièrement  libre  dans 
Tespace  sont  telles ,  qu'elles  pourraient  dans  tous  les  cas 
être  remplacées  par  une  seule,  cette  force  unique  est  dite 
la  résultante  Aes  premières,  et  celles-ci  s'appellent  les  com- 
posantes de  l'autre. 

.Cette  substitution  d'une  sepic  force  à  plusieurs  autres 
$u<>  un  systèxae  vigidc  et  libre  se  nomme  composition  des 
iii^rces,  et  la  substitution  de  plusieurs  forces  à  une  seule  se 
nomme  fiécompositîon  de  celte  dernière. 
.  .On  voit  donc,  p^r  ce  qui  précède,  qu'on  aura  la  résul- 
iapte  d'un  système  de  forces,  si  l'on  en  trouve  une  qui 
fas^e  équilibre  au  système  contraire,  c'est-à-dire  au  sys- 
tème, qui  consisterait  dans  les  forces  primitives  prises  cd 
sensi  contraire  jçt  appliquées  irespeclivement  aux  mêmes 
ppints.  Et,  par. conséquent,  le  problème  de  la  composition 
des  forces  rentre  dans.celui  de  Téquilibre. 

Si  l'on  a  prouvé  une  résultante,  il  n'y  a  pas  à  en  cher- 
cher une  antre,  puisque  nous  avons  vu  qu'une  force  ne  peat 
être  remplacée  identiquement  que  par  une  autre  qui  oe 
serait  que  la  première  transportée  en  un  point  de  sa  direo 
lion  lié  invariablement  au  système. 

Mais  pent-on  dire  réciproquement  qu'une  force  puisse 
être  remplacée  par  plusieurs  autres,  par  cela  seul  qu'elle 
pourrait  les  i*emplacer?  Nous  avons  vu,  en  effet,  des  cas 
où  un  groupe  de  forces  A  pouvait  être  remplacé  par  un 
autre  B,  sans  pouvoir  réciproquement  le  remplacer. 
L'exemple  que  nous  en  avons  donné  s'appliquait,  il  est 
vrai,  à  un  système  non  rigide;  mais  nous  n'avons  pas  en- 


CHAPITRE    PREMIER.  ^3 

core  le  droit  d'aflBrmer  que  cette  réciproque  est  toujours 
vraie  quand  ilr  s'agit  d'un  corps  solide. 

Nous  prouverons  bientôt  quMI  eu  est  ainsi,  c'est-à-dire 
que  si  un  groupe  A  peut  être  remplacé  par  un  autre  B  sur 
UQ  système  rigide,  réciproquement  il  pourra  remplacer  R. 
Maisdanâ  les  cas  simples  que  nous  étudierons  avant  d'avoir 
établi  celte  proposition  générale,  nous  reconnaitrons  sans 
pfine  que  celle  réciprocité  a  lieu. 

REMARQUES    DIVERSES. 

22.  Lorsque  plusieurs  forces,  situées  ou  non  dans  un 
même  plan,  sont  appliquées  à  un  même  point  et  qu^ elles 
ne  sont  pas  en  équilibre,  elles  ont  toujours  une  résnl'» 
tante. 

En  effet,  supprimons  ces  forces,  et  introduisons  à  leurs 
places  des  forces  respectivement  égales  et  contraires.  Le 
point  tendra,  par  leur  action,  à  se  déplacer  dans  une  cer- 
taine direction  déterminée*,  et,  si  Ion  appliquait  en  sens 
contraire  une  force  d'une  intensité  convenable,  on  empê- 
cherait évidemment  le  déplacement  de  se  produire,  et  l'é- 
quilibre aurait  lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  cette  force  pourra  remplacer  les  premières. 

23,  Lorsque  trois  forces  appliquées  en  un  même  point 
sont  en  équilibre,  leurs  directions  sont  dans  un  même 
plan. 

Trois  forces  respect is^ement  égales  et  opposées  aux 
premières  seraient  aussi  en  équilibre. 

Chacune  des  trois  forces  est  égale  et  opposée  à  la  ré- 
sultante des  deux  autres. 

1^  Si  les  trois  forces  n'étaient  pas  dans  un  même  plan, 
el.qo'on  fixât  deux  points  liés  au  point  donné  et  situés 
sur  les  directions  de  ces  deux  forces,  l'équilibre  ne  serait 
pas  détruit.  Or  ces  deux  forces  seraient  détruites  et  la 
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troisième  ne  le  serait  pas  (n^  16^  Remarque)^  Téquilibre 
serait  donc  détruit,  ce  qui  est  contradictoire;  Il  n^esl  donc 
pas  possible  que  les  trois  directions  ne  soient  pas  dans  un 
même  plan. 

2^  Les  trois  forces  étant  en  équilibre  sur  le  point  libre, 
cet  état  ne  cessera  pas  quelque  part  qu^on  transporte  ce 
système  sans  y  rien  changer.  Or^  si  on  le  fait  tourner  de 
deux  angles  droits  dans  son  plan,  autour  du  point  d'appli- 
cation, chaque  force  est  dans  la  direction  opposée  à  la 
première  et  l'équilibre  subsiste.  Donc,  lorsque  trois  forces 
sont  en  équilibre  sur  un  point,  les  trois  respectivement 
égales  et  Contraires  y  sont  aussi. 

3°  Une  force  opposée  à  Tune  quelconque  des  trois  peut 
remplacer  les  deux  autres*,  car,  d'après  ce  qui  vient  d*éire 
dit,  elle  serait  en  équilibre  avec  les  forces  égales  et  oppo- 
sées aux  deux  autres.  Donc  chacune  des  trois  forces  est 
égale  et  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres. 

Inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  force 
qui  puisse  faire  équilibre  à  deux  autres  appliquées  n  un 
point,  car  cette  force  doit  être  opposée  à  la  résistance,  qui 
est  unique  (n**  21). 

Rappelons  encore  qu'en  introduisant  une  force  égale  et 
opposée  à  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  k  un 
point,  il  y  a  équilibre.  En  effet,  on  a  démontré  que  l'équi- 
libre est  possible  en  introduisant  une  troisième  force  con- 
venable, et  ensuite  que  cette  troisième  est  égale  et  opposée 
à  la  résultante.  D'où  il  suit  que  la  force  égale  et  opposée 
à  la  résultante  établit  l'équilibre. 

2i.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  sont  appli- 
quées à  un  même  point,  et  que  leurs  directions  soient 
toutes  dans  un  même  plan  et  d'^un  même  côté  dUine  droite 
passant  par  ce  point  y  il  est  impossible  quelles  soient  en 
équilibre. 
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EnefTety  soient  A  le  point  donne  (fig*  3),  XAX'  une 
droite  telle,  que  toutes  les  directions  des  forces  P,  P',  P^', 
P'",. . .,  soient  d'un  même  côté  de  celte  droite;  et  suppo- 
sons que  ces  forces  soient  en  équilibre.  Fixons  un  point  O 


simé  sur  AX  ci  lié  invariablement  à  A,  Téquilibro  ne  sera 
pas  troublé. 

Or,  si  Von  conçoit  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de 
A,  et  partant  de  la  direction  AX  pour  arriver  à  AX'  en  se 
mouvant  du  côté  où  sont  les  directions  des  forces  données, 
on  reconnaît  immédiatement  (n°  16)  qu'une  force  qui  se- 
rait appliquée  seule  au  point  matériel  A,  dans  une  quel- 
conque de  ces  directions,  le  ferait  tourner  autour  de  O  dans 
le  même  sens,  et  que  toute  force  appliquée  à  A,  dans  une 
direction  située  de  l'autre  côté  de  XX',  ferait  tourner  le 
point  dans  le  sens  contraire  autour  de  O. 

Il  suit  de  là  que  chacune  des  forces  P,  P',P", . . .  ten- 
dant à  faire  tourner  A  autour  du  point  fixe  O  dans  le  même 
sens,. rien  ne  s'opposera  à  ce  que  le  mouvement  ait  lieu,  et 
que,  par  conséquent,  ces  forces  ne  seront  pas  en  équilibre 
comme  cela  devrait  être  d'après  l'hypoilièse. 

Cette  hypothèse  était  donc  fausse  et  les  forces  ne  pou- 
vaient être  en  équilibre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire,  —  Il  suit  de  là  que  lorsque  trois  forces 
P,  P',  P'',  appliquées  à  un  point  libre  A,  sont  en  équilibre, 
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}a  direction  contraire  à  celle  de  Tune  quelcontjué  des  tn>is 
e^tdans  Tangle  des  deux  autres. 

En  effet,  sî  la  direction  opposée  à  AP,  par  exemple, 
A'étaît  pas  dans  Tangle  P'AP^,  on  poiîrrait  mener  par  A 
une  droite  telle,  que  les  directions  des  trois  forces  seraient 
d^lin  même  côté  de  cette  droite^  les  trois  forces  ne  seraient 
donc  pas  en  équilibre,  ce  qui  serait  contraire  à  Thypo- 
thèse. 

2S.  La  direction  de  la  résultante  de  deux  forces  ap' 
pUquées  à  un  même  point  est  située  dans  V  angle  formé 
par  les  directions  de  ces  forces. 

En  effet,  la  force  égale  et  opposée  a  la  résultante  éta- 
blissant l'équilibre,  la  direction  qui  lui  est  opposée,  cVst- 
à-dire  celle  de  la  résultante,  sera  dans  l'angle  des  deux 
forces. 

Si  les  deux  forces  sont  égales  y  la  résultante  sera  dirigée 
suiifant  la  bissectrice  de  V  angle  des  forces. 

Supposons,  en  effet,  qu^elle  ait  uhe  autre  direction  ei 
faisons  tourner  de  deux  droits  le  système  autour  de  la  bis- 
sectrice.  La, résultante  aura  pris  une  position  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice.  Or  les  deux  forces  coïncidant 
avec  les  premières  devraient  aussi  donner  la  première  ré- 
sultante, et  le  même  système  en  aurait  deux,  ce  qui  est  im- 
possible. Donc  la  direction  de  la  résultante  ne  peut  être 
que  la  bissectrice. 

,26.  Si  une  force  R  peut  remplacer  deux  forces  P  e^  Q 
appliquées  à  un  mémo  point,  réciproquement  P  e£  Q  en- 
semble pourront  remplacera. 

;  En  effet,  si  R  peut  remplacer  P  et  Q,  nous  venons  de 

voir  qu'il  y  aurait  équilibre  entre  P,  Q,  — R;  donc  P  etQ 

peuvent  remplacer  R,  puisque  leur  système  est  en  équilibre 

avec  Topposé  de  R  (n^  20). 

.27.  Lorsque  deux  forces  égales  .non  opposées  soni  ap^i* 
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quées  à  un  méiae  point,  elles  peuvent  être  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque  de  la 
bissectrice  de  leur  angle,  pourvu  quMl  soit  lié  invariable- 
meiit  au  premier.  Car  ces  forces  peuvent  être  remplacées 
par  une  seule,  dirigée  suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut 
être  appliquée  en  un  quelconque  de  ses  points*,  or,  en 
ce  point,  d'après  le  numéro  précédent,  elle  peut  être  dé- 
composée comme  elle  aurait  pu  Tètre  au  premier  point 
d^applicatjon,  et  Ton  aura  ainsi  deux  forces  égales  et  pa- 
rallèles aux  premières,  appliquées  en  un  point  quelconque 
de  la  bissectrice. 

AÉ^UVÉ  DES  PR0P0SIÏ|O»S  ET  PRUHCIPBS  QUI  PRéckUEMT. 

28.  1^  On  peut,  sans  rompre  l'équilibre  d'un  système, 
introduire  de  nouvelles  forces  telles,  que  si  elles  étaient  ap- 
pliquées seules,  elles  se  détruiraient  au  moyen  des  résis- 
tances et  efforts  que  peut  produire  le  système  et  qui  sont 
supposés  illimités. 

a°  On  peut,  sans  détruire  l'équilibre,  supprimer  le 
groupe  de  forces  ainsi  introduit,  et  généralement  tout 
groupe  de  forces  qui  sont  effectivement  détruites  par  les 
résistances  seules  du  système,  sans  le  secours  des  autres 
forces. 

3^  On  peut,  sans  détruire  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque, y  supprimer  des  forces  telles,  que  l'ensemble  de 
forces  égales  appliquées  respectivement  aux  mêmes  points 
en  sens  cotitraîres  seraient  en  équilibre  sur  le  système,  si 
elles  y  agissaient  seules. 

Cette  circonstance  pourrait  avoir  lieu  sans  que  les  forces 
erles-mèmes  fussent  en  équilibre,  agissant  seules  sur  le  sys- 
tème. 

4°  Une  force  peut,  sans  changer  son  effet,  quel  qu'il 
sott,  être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction, 
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lié  invariablement  à  celui  auquel  elle  était  d'abord  appli- 
quée. Il  n*est  même  pas  nécessaire  que  la  liaison  des  deux 
points  soit  complète. 

5*^  Lorsqu'un  système  rigide  a  un  seul  point  fixe,  les 
forces  dont  la  direction  passe  par  ce  point  sont  détruites, 
puisqu'elles  peuvent  être  appliquées  au  point  fixe.  S'il  y  a 
un  axe  fixe,  les  forces  dont  la  direction  rencontre  cet  axe 
sont  détruites  par  lui,  puisqu'elles  peuvent  être  appliquées 
à  ce  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

Nous  admettrons  comme  résultat  de  l'expérience  ou 
comme  axiome,  que  toute  force  dont  la  direction  ne  passe 
pas  dans  le  premier  cas  par  le  point  fixe,  et  dans  le  second 
par  un  point  de  Taxe  fixe,  ne  sera  pas  détruite  et  déplacera 
le  système. 

6°  Une  force  appliquée  en  un  point  d'un  système  libre 
ne  peut  être  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  un 
point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  direction.  Elle  ne  peut  même 
être  remplacée  par  aucune  autre,  qui  n'agirait  pas  suivant 
la  même  droite.  11  résulte  de  là  que  lorsqu'on  sait  qu'une 
force  appliquée  à  un  point  libre  peut,  sans  changer  d'effet, 
être  appliquée  à  un  autre  lié  au  premier,  ce  second  point 
est  sur  la  direction  de  la  force. 

7°  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égales  et  opposées  ne 
peuvent  pas  se  faire  équilibre  sur  un  système  libre. 

8°  Lorsqu'un  système  quelconque  est  en  équilibre,  on 
peut  y  ajouter  ou  supprimer  des  parties  matérielles  qui 
n'altèrent  pas  les  liaisons  des  points  auxquels  les  forces 
sont  appliquées. 

On  peut  rendre  fixes  des  points  du  système  qui  pouvaient 
se  déplacer,  et  l'équilibre  qui  existait  ne  sera  pas  troublé. 
Mais,  après  cela,  il  sera  permis  d'introduire  des  forces  qui, 
agissant  seules  sur  le  système  ainsi  modifié,  s'y  détruiraient, 
et  de  supprimer  des  forces  telles,  que  les  contraires  appli- 
quées seules  s'y  détruiraient. 
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9**  Uu  groupe  de  forces  pcul  en  remplacer  un  premier 
sur  uu  système  donné  quelconque  lorsqu'il  serait  eu  équi- 
libre sur  ce  système  avec  \f  contraire  de  ce  premier,  c'est- 
à-dire  avec  un  groupe  composé  de  forces  égales  respective- 
ment à  celles  du  premier^  et  appliquées  aux  mêmes  points 
en  sens  contraires. 

Il  faut  bien  remarquer  que  cela  n'entraîne  pas  que  le 
premier  groupe  pourrait  réciproquement  remplacer  l'autre 
sur  le  même  système. 

En  d'autres  termes,  uu  groupe  de  forces  peut  être  équi- 
valent  k  un  autre,  relativement  à  un  système  de  points,  sans 
que  ce  dernier  soit  équivalent  au  premier  sur  le  même 
système. 
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CHAPITRE  II. 

COMPOSmON  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  APPUQUÉES 

A  UN  MÊME  POINT. 


29.  La  recherche  de  la  résultante,  ou  la  composition 
de  forces  en  nombre  quelconque  appliquées  â  un  même 
point,  se  ramène  à  la  composition  de  depx  seulement  ;  car 
si  Ton  cherche  d'abord  la  résultante  de  deuY  quelconques 
des  forces,  cette  résultante,  qui  peut  les  remplacer,  étant 
composée  avec  une  troisième^  donnera  une  résultante  qui 
pourra  remplacer  ces  trois  forces  ;  en  la  composant  avec  une 
quatrième,  on  aura  une  force  qui  pourra  remplacer  ces 
quatre,  et,  en  continuant  ainsi  jusqu'à  la  dernière,  on 
obtiendra  une  fçxrce  qui  pourra  les  remplacer  toates^,  et 
pourrait,  réciproquement,  être  remplacée  par  elles  dans 
tout  système  rigide  ou  non  rigide.  Cherchons  doue  dV 
bord  la  résviltante  de  deux  forces  appliquées  à  un  point 
libre. 

30.  Composition  de  deux  forces.  —  Parallélogramme 
des  forces,  ' 

La  résultante  étaiit  appliquée  au  point  auquel  ces  forcée 
)e  sont  elles-mêmes,  il  ne  s^agît  plus  que  de  trouver  sa  di- 
rection et  son  intehsité. 

On  commence  ordinairement  par  s'occuper  de  la  direc- 
tion, et  on  distingue  deux  cas,  celui  où  les  deux  forces 
ont  une  commune  mesure,  et  celui  où  elles  n*en  ont  pas. 
Dans  le  premier  cas,  la  considération  répétée  de  deux 
forces  égalos  appliquées  à  un  même  point,  et  qùî  peuvent 
être  transportées  parallèlenient  k  ellès«ôiêmë3  en  un  point 
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quelconque  de  la  bissectrice,  conduit  à  cette  conséquence 
que  :  ^ 

La  résultante  de  deux  forces  commensurables  applî^ 
quées  à  un  même  point  peut^  sans  changer  (Vejfwt^  être 
transportée  parallèlement  à  elle-même  à  V extrémité  de 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  les  forces  en  grandeur  et  en  direction. 

On  conclut  de  là  que  cette  extrémité  de  la  diagonale 
est  sur  la  direction  de  la  résultante,  qui  n^est  donc  autre 
que  celle  de  cette  diagonale  môme.  Si  les  forces  sont 
incommensurables,  on  arrive  h  la  même  conclusion,  soit 
par  la  considération  des  limites,  soit  par  la  réduction  h 
Tàbsurde. 


<( 


Corollaire.  —  Cette  proposition  générale  permet  réci- 
proqliement  de  trouver  le  rapport  de  deux  forces  appli- 
quées à  un  même  point  lorsqu'on  connaît  leurs  direction» 
et  celle  de  la  résultante.  , 

31.  Pour  en  déterminer  Tîntensité,  on  remarque  qu'il 
y  aurait  équilibre  entre  les  deux  forces  données  et  une  troi<» 
sième  égale  et  opposée  à  la  résultante.  Cette  troisième  et 
Tune  des  deux  premières  auraient  donc  pour  résultante 
une  force  de  direction  opposée  à  la  seconde;  et  comme, 
par  conséquent^  on  connaît  le  rapport  de  cette  troisième  à 
la  première  qui  est  donnée,  on  connaîtra  donc  celte  tro|t 
sièmei  qui  çst  ég^le  à  la  résultante  cbcrcbée. 

Les  constructions  simples  qui  représentent  ce  qui  vient 
d'être  énoncé  montrent  que  Tintensité  de  la  résultant^ 
est  représci^tée  par  la. diagonale  du  parallélogramme  oon- 
slruit  sur  les  deux  forces.  D'où  résulte  ce  théorème  fou;* 
damental  :     ,      . 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques  appliqué^ 
à.  un  mente  points  est  représentée  en  grandeur  et  en  di-^ 
rfictipn  par  ta  ^diagonale  du  parallélogramme  construit, 
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sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces  en  grandeur  et 
en  direction, 

La  réciproque,  ou  la  décomposition  d'une  force  en  deux 
autres  passant  au  même  point,  est  évidente. 

32.  Remarque,  —  Cette  diagonale  partage  le  parallélo- 
gramme en  deux  triangles  dont  les  côtés  représentent  les 
deux  forces  et  leur  résultante,  et  dont  les  angles  sont  ceux 
que  font  entre  elles  les  directions  de  ces  trois  forces.  D^où 
résulte  que  les  divers  problèmes  que  Ton  peut  se  proposer 
sur  les  grandeurs  et  les  directions  de  deux  forces  et  de  leur 
résultante,  se  ramènent  immédiatement  à  la  construction 
ou  au  calcul  d^un  triangle. 

33.  Parallélépipède  des  forces,  —  Lorsque  trois  forces 
non  dans  un  même  plan  sont  appliquées  à  un  même  point, 
on  trouve,  en  les  composant  successivement,  que  la  résul- 
tante est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  forces. 
Cette  diagonale  ne  peut  se  réduire  à  zéro  que  lorsque  les 
trois  composantes  sont  séparément  nulles.  C*est  donc  le 
seul  cas  où  les  trois  forces  non  dans  un  même  plan  ne 
déplaceront  pas  le  point  libre  auquel  elles  sont  appliquées. 

On  voit  que  les  divers  problèmes  aux((uels  peut  donner 
lieu  la  considération  de  trois  forces  appliquées  à  un  point 
et  de  leur  résultante,  sont  ramenés  à  la  construction  ou  au 
calcul  d'un  parallélépipède.  Le  plus  simple  de  ces  pro* 
blêmes,  après  le  précédent,  est  celui  qui  a  pour  objet  de 
décomposer  une  force  en  trois  autres  appliquées  au  ménie 
points  dans  des  directions  données.  Il  revient  à  trouver  les 
trois  arêtes  d'un  parallélépipède,  connaissant  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  diagonale,  ainsi  que  les  directions  des 
arêtes. 

34.  Forces  en  nombre  quelconque.  —  La  composition 

-  ^ 
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successive  de  ces  forces,  que  nous  avons  indiquée  en  com- 
mençant, conduit  au  résultat  suivant,  d'après  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces  : 

«  Par  rextrémité  de  la  droite  qui  représente  Tune  quel- 
»  conque  des  composantes,  menez  une  droite  parallèle  à 
»  Tune  des  autres,  de  même  sens  et  égale;  par  rextrémité 
»  de  celle-ci,  une  droite  parallèle  à  Tune  de  celles  qui 
»  restent,  de  même  sens  et  égale,  et  continuez  ainsi  jus- 
0  qu'à  la  dernière  composante,  en  les  prenant  dans  un 
»  ordre  quelconque;  la  droite  qui  joindra  le  point  d'ap- 
»  plication  des  forces  à  Textrémîté  de  la  dernière  droite 
B  construite,  représentera  la  résultante  en  grandeur  et  en 
M  direction.   » 

On  voit  que ,  si  toutes  les  forces  changeaient  de  sens 
sans  changer  de  grandeur,  il  en  serait  de  même  de  la 
résultante. 

11  suit  de  là  que,  si  celte  ligne  polygonale  était  fermée, 
la  force  à  laquelle  les  proposées  sont  réduites,  serait  nulle, 
el  les  forces  seraient  en  équilibre;  et  réciproquement. 

Mais,  comme  les  constructions  sont  le  plus  ordinaire- 
ment moins  commodes  que  les  calculs,  il  est  utile  de  tra- 
duire le  théorème  précédent  en  formules  algébriques.  Nous 
commencerons  par  chercher  directement  ces  formules,  puis 
nous  indiquerons  comment  elles  pourraient  être  déduites 
de  ce  théorème. 

EÊDUCTIOIf   DE   TOX7TES  LBS  FORCES  A  TROIS    AUTRES  DIRIGÉES 
SUIVAI9T  DBS  AXES  FIXES  QUE1.C0NQUBS. 

35.  Si,  par  le  point  d'application  de  ces  forces,  on  mène 
trois  axes  arbitraires,  et  qu'on  décompose  chaque  force 
en  trois  autres  dirigées  suivant  ces  axes,  toutes  les  com- 
posantes situées  sur  un  même  axe  se  réduiront  à  une  seule^ 
égale  à  l'excès  de  la  somme  de  celles  qui  agisseint  dans 
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un  sens  sur  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  con- 
traire; et  celle  force  sera  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  des  deux  sommes.  L'ensemble  des  forces  données 
sera  donc  remplacé  par  trois  forces  agissant  suivanl  les 
axes  choisis,  et  dans  un  sens  bien  déterminé  pour  chacune; 
et  pour  avoir  leur  résuUante,  qui  sera  celle  du  syslème, 
il  suffira  d^appliquer  la  règle  du  parallélépipède  des  forces. 
On  parviendrait  au  même  résultat  en  considérant  la 
ligne  polygonale  qui  fait  connaître  la  seconde  exirémilé  de 
la  résultante.  En  effet,  si  Ton  décompose  celle  dernière 
suivant  les  trois  axes,  en  menant  par  son  extrémité  trois 
plans  parallèles  à  ceux  des  axes  pris  deux  a  deux,  et  qu'en- 
suite on  mène  par  tous  les  sommets  de  la  ligne  polygonale 
des  plans  parallèles  à  ceux  des  axes,  on  voit  clairement 
que  chacune  des  trois  composantes  de  la  résultatile  est 
égale  à  la  résultante  des  composantes  partielles  que  donne- 
raient toutes  les  forces  proposées,  suivant  ces  mêmes  axes. 

TlVTflODUCTION    DES    SIGNES    DÀffS    LES    FORCES. 

36.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  composantes  suivant 
un  même  axe,  se  réduisaient  à  une  seule  force  égale  à  la 
différence  entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sens 
et  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  l'autre,  et  que  cette 
force  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme. 

Cet  énoncé  peut  être  simplifié  et  réduit  à  la  même 
forme  que  quand  toutes  les  forces  sont  dans  le  même  sens. 
Il  suffit  de  considérer  comme  des  nombres  absolus  ceux  qoi 
mesurent  les  forces  dirigées  dans  Tun  des  deux  sens  choisi 
arbitrairement,  et  comme  des  nombres  négatifs  ceux  qui 
expriment  les  forces  de  sens  contraire.  En  effet,  si  Ton 
ajoute,  suivant  les  règles  des  signes,  tous  ces  nombres,  tant 
positifs  que  négatifs,  on  aura  une  somme  dont  la  valeur 
absolue  exprimera  la  grandeur  de  la  résultante,  et  dont  le 
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signe,  indiquant  laquelle  des  deux  sommes  est  la  plus 
forte,  fera  connaître  le  sens  de  cette  résultante.  L'énoncé 
général  sera  ainsi  formulé  : 

Les  forces  agissant  suivant  une  même  droite  se  corn-- 
posent  en  une  seule  égale  à  leur  somme,  et  agissant  dans 
le  sens  indiqué  par  son  signe. 

On  voit  encore  ici  que  nous  n'avons  introduit  les  signes 
dans  les  forces  que  pour  généraliser  Ténoncé  d'uue  pro- 
position. 

Si  Ton  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes,  ainsi  enten- 
dues, de  l'une  quelconque  des  forces,  les  composantes  de  la 
résultante  suivant  les  axes  seront 

Sx.  2^.  1^- 

37.  Cas  oà  les  axes  sont  rectangulaires,  —  Lorsque 
les  irois  axes  sont  rectangulaires,  Texpression  des  compo- 
santes leur  donne  précisément  les  signes  qui  conviennent 
à  la  généralisation  que  nous  venons  d'indiquer. 

Eu  effet,  soit  P  Tune  quelconque  des  forces  données, 
a,  6,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  trois  sens  que 
Ton  a  choisis  sur  les  axes,  les  composantes  seront 

Pcosa,     Pcosê,     PCOS7, 

à  la  condition  de  regarder  comme  positives  celles  qui  fe-' 
ront  des  angles  aigus  avec  les  axes  positifs,  et  comme  né- 
gatives celles  qui  feront  des  angles  obtus,  P  étant  toujours 
considéré  comme  un  nombre  absolu.  En  ajoutant  toutes 
celles  qui  sont  suivant  un  même  axe,  on  aura  les  trois 
résultantes  des  forces  données,  qui  seront 

\^Pc0Sa,      ^'Pcosô,      y  PCOS7. 

Connaissant  ainsi  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes, on  connaîtra  la  résultante  R  et  les  angles  a,  5,  c 
qu  elle  fait  avec  les  axes. 
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Dans  le  cas  des  axes  quelconques,  X,  Y,  Z  désignant  en 
grandeur  et  en  signes  les  composantes  de  la  résultante,  les 
équations  de  celles-ci  seront 

_X  Y 

^— z^'   r— ^s- 

38.  Ég  nation  s  d^  équilibre,  —  Pour  que  des  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  soient  en  équilibre,  il  faut  que 
la  force  unique  à  laquelle  on  les  réduit  soit  nulle,  et  par 
conséquent  que  ses  trois  composantes  suivant  des  axes 
obliques  ou  rectangulaires  soient  séparément  nulles,  ce 
qui  donne  les  trois  équations 

2x=o,  2^=0.  2^=0. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  ces   équations  de- 
viennent 

^'PcOSarnO,        ^'PcOSêzrrO,        ^  P  COS7  =^  O. 

Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  il  serait 
convenable  de  les  décomposer  suivant  deux  axes  situés 
dans  ce  plan,  et  alors  on  aurait,  pour  les  composantes  de 
la  résultante, 

el  pour  conditions  d'équilibre, 

2x=o,  2^=**- 

Mais  on  pourrait  avoir  des  raisons  de  conserver  les  trois 
axes,  et  les  forces,  n'étant  dans  aucun  des  plans  de  ces 
axes,  devraient  encore  être  décomposées  en  trois  forces 
suivant  ces  axes,  et  la  résultante  aurait  encore  pour  com- 
posantes 2^»  2^»  2^'  ^^^^^  *^  °®  faudrait  plus  trois 
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équations  :  deux  d^enire  elles  entraîneraient  la  troisième. 
En  efTet,  si  Téquation  du  plan  des  forces  est 

3  n=  aa:  -h  by^ 

on  aura,  pour  chacune  des  forces, 

donc 

et  les  deux  équations  ^X  =  o,    ^^¥  =  0    en  traînent  la 

troisième  et  suffisent  par  conséquent. 

Si  toutes  les  forces  étaient  en  ligne  droite^  la  seule  équa- 
tion ^^  X  =  G  entraînerait  les  deux  autres  et  suffirait  par 
conséquent. 


CHAPITRE  IIL 

COMPOSITION  ET  ÊOUILIBRE  DES  FORCES  PARALLÈLES. 


39.  Le  syalème  de  deux  forces  parallèles  appliquées  à 
un  système  rigide  libre,  c'est-à-dire  dont  le  déplacement 
n'est  assujetti  à  aucune  condition,  peut  être  considéré 
comme  un  cas  limite  de  deux  forces  concourantes. 

Ou  peut,  en  effet,  leur  substituer  d'abord  deux  forces 
passant  par  les  mêmes  points  d*application  et  concourant 
en  un  même  point  qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  droite 
parallèle  aux  forces;  la  limite  de  la  résultante  de  ces  forces 
sera  la  résultante  des  deux  proposées.  On  obtient  facile- 
ment ainsi  la  solution  de  la  question. 

On  peut  aussi  considérer  directement  les  deux  forces 
parallèles,  comme  Ta  fait  Archimède,  qui  n'a  pas  connu  la 
composition  des  forces  concourantes  :  c*est  la  solution 
adoptée  par  Poinsot  dans  sa  Statique. 

On  peut,  enfin,  ramener  le  cas  des  forces  parallèles  a 
celui  des  forces  concourantes,  non  comme  limite,  mais  par 
la  simple  introduction  de  deux  forces  qui  se  détruisent  sur 
le  système  rigide,  et  qui,  par  leur  combinaison  avec  les 
deux  proposées,  ramènent  immédiatement  à  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces,  et  finalement  à  la  résultante 
cherchée.  On  parvient  ainsi  à  cette  proposition  : 

c(  Deux  forces  parallèles  de  même  sens  ont  une  résul- 
»  tante  égale  à  leur  somme; 

»  Si  elles  sont  de  sens  différents,  et  inégales,  elles  ont 
»  une  résultante  égale  à  leur  différence  et  dirigée  dans  le 
9  sens  de  la  plus  grande. 
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tt  Si  elles  sont  de  sens  différents  et  égales,  elles  n'ont 
0  pas  de  résultante.  Et  il  faut  bieu  remarquer  qu'elles  ne 
»  sont  pas  en  équilibre  sur  le  système;  car  il  y  aurait  en- 
»  core  équilibre  en  y  fixant  un  axe  rencontrant  Tune  des 
»  deux  forces  seulement.  La  force  restante,  qui  ne  ren- 
»  contre  pas  Taxe,  ne  devrait  donc  pas  mettre  le  système 
»  en  mouvement;  ce  qui  est  contraire  à  Tuii  de  nos  prin- 
»  cipes. 

»  Quand  il  y  a  une  résultante,  elle  est  dans  le  plan  des 
»  composantes,  et  rencontre  la  droite  qui  joint  leurs  points 
»  d'application  en  un  point  tel,  que  chacune  des  trois  forces 
»  est  proportionnelle  à  la  partie  de  cette  droite,  comprise 
»  entre  les  deux  autres.  » 

40.  Quoiqu'une  force  puisse  toujours  être  appliquée  en 
un  point  quelconque  de  sa  direction,  lié  au  premier,  on 
appelle  spécialement  point  d'* application  de  la  résultante, 
celui  où  elle  rencontre  la  droite  qui  passe  par  les  points 
auxquels  sont  réellement  appliquées  les  composantes.  Ce 
point  jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  indépendant 
de  la  direction  des  composantes,  et  même  de  leur  grandeur 
absolue;  il  ne  dépend  que  du  parallélisme,  du  sens  relatif 
et  du  rapport  des  deux  composantes. 

41.  Composition  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles.  —  En  composant  ensemble  toutes  les  farces  de 
même  sens,  on  arrive,  dans  le  cas  le  plus  général,  à  deux 
forces  de  sens  contraire.  Si  elles  sont  égales,  et  non  direc- 
tement opposées,  il  n'y  a  pas  de  résultante*,  et  si  elles  sont 
directement  opposées,  il  y  a  équilibre.  Si  elles  sont  iné- 
gales^ il  existe  une  résultante  égale  à  la  différence  entre  les 
deux  sommes  des  forces  respectivement  de  même  sens  et 
dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme*,  son  point 
d'application  se  déterminera  comme  nous  l'avons  dit. 

Centre  des  forces  parallèles.  —  En  composant  d'abord 
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deux  des  forces  de  même  seos,  puis  leur  résultante  avec 
une  troisième  de  même  sens,  et  ainsi  de  suite  jusqu^à  la 
dernière  de  celles  de  même  sens,  et  prenant  toujoui^s  pour 
point  d'application  des  résultantes  partielles  successives 
celui  que  nous  avons  défini  précédemment;  agissant  de 
même  pour  les  forces  du  sens  opposé,  et  de  même  pour  la 
composition  de  ces  deux  résultantes  de  sens  contraires,  on 
obtient,  si  elles  sont  inégales,  une  résultante  dont  le  point 
d'application  ne  dépend  ni  de  la  direction  des  forces,  ni 
de  leurs  grandeurs  absolues,  mais  simplement  du  sens  res- 
pectif et  du  rapport  des  forces.  On  le  nomme  centre  des 
forces  parallèles. 

THÉORÈME    DES    MOMENTS.    SON    USAGE. 

\%  Nous  venons  de  ramener  la  détermination  de  la  ré- 
sultante à  celle  du  centre  des  forces  parallèles;  mais  le 
procédé  qui  nous  a  conduit  à  démontrer  son  existence  est 
peu  commode  pour  sa  détermination. 

Les  points  d'application  des  forces  sont  donnés  par  leurs 
coordonnées,  et  il  est  naturel  de  chercher  à  déterminer  le 
centre  par  les  siennes;  de  sorte  qu'on  est  naturellement 
conduit  à  chercher  des  équations  entre  ces  dernières,  celles 
des  points  donnés  et  les  grandeurs  des  forces.  Par  des  rai- 
sons générales,  données  ailleurs,  les  coordonnées  devront 
être  considérées  avec  leurs  signes,  comme  dans  toutes  les 
équations  démontrées  jusqu'ici  :  sans  quoi,  dans  une  même 
question,  il  faudrait  entendre  de  différentes  manières  des 
choses  qui  recevraient  le  même  nom.  Et  si,  en  agissant 
ainsi,  on  ne  pouvait  avoir  d'équations  générales,  on  serait 
obligé  de  distinguer  plusieurs  cas,  ce  qui  n'aurait  d'incon- 
vénients que  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Heureusement  que  les  deux  sens  que  présentent  les  forces 
offrent  une  ressource  qu'on  pourra  utiliser  ;  et  l'on  recon- 
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nailra  effectivement  que  les  équations  que  nous  cherchons 
peuvent  s'énoncer  et  s'écrire  d'une  manière  unique  pour 
tons  les  cas,  en  considérant  les  signes  des  coordonnées 
comme  nous  Pavons  fait  jusqu'ici,  et,  de  plus,  en  regardant 
les  forces  dirigées  dans  l'un  des  sens  comme  représcDtées 
par  des  nombres  absolus,  et  par  des  nombres  négatifs  celles 
qui  sont  dirigées  dans  le  sens  opposé. 

43.  En  considérant  d'abord  deux  forces  parallèles,  de 
même  sens,  et  un  plan  quelconque  par  rapport  auquel 
leurs  points  d'application  soient  d'un  môme  côté,  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  grandeurs  des  forces  et  de  leur 
résultante  et  les  distances  des  points  d'application  de  ces 
trois  forces,  conduisent  à  cette  proposition  : 

u,  Si  Ton  fait  les  produits  de  chacune  des  deux  forces  et 
»  de  leur  résultante  par  les  distances  respectives,  obliques 
»  ou  rectangulaires,  de  leurs  points  d'application  au  plan, 
»  la  somme  des  deux  premiers  sera  égale  au  troisième. 
»  Mais  si  les  points  d'application  des  forces  n'étaient  pas 
»  d'un  même  côté  du  plan,  ce  serait  la  diflerence  des  pro- 
»  duils  qu'il  faudrait  substituer  à  la  somme,  et  le  point 
»  d'application  de  la  résultante  serait  du  même  côté  que 
»  celui  qui  correspond  au  plus  grand  produit,  d 

On  voit  par  là  quelles  sont  les  diverses  circonstances 
qu'il  est  nécessaire  d'examiner,  et  l'on  reconnaîtra  facile- 
ment que  les  différentes  équations  qui  leur  correspondent 
peuvent  être  renfermées  dans  une  seule,  en  regardant 
comme  positives  les  perpendiculaires  situées  d'un  côté  du 
plan,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  situées  de  l'autre. 
En  désignant  sous  le  nom  de  moment,  par  rapport  au  plan, 
le  produit  d'une  force  par  la  perpendiculaire,  positive  ou 
négative,  abaissée  de  son  point  d'application  sur  le  plan, 
et  regardant  les  forces  comme  des  grandeurs  absolues, 
Téquation  qui  renferme  tous  les  cas  s'énoncera  ainsi  : 
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Le  moment  de  la  résultante  par  rapport  à  un  plan 
quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  corn- 
posantes. 

Si  les  deux  forces  n'étaient  pas  de  même  sens,  cette  équa- 
tion se  trouverait  modiGée  dans  les  signes  des  termes. 
Mais  on  reconnaît  facilement  qu'on  se  procurera  Favantage 
de  réunir  ces  diverses  formes  en  une  seule,  en  considérant 
comme  positives  les  forces  dirigées  dans  Tun  des  deux  sens 
choisi  à  volonté,  et  comme  négatives,  celles  qui  sont  diri- 
gées en  sens  contraire. 

44.  Cas  d^un  nombre  quelconque  de  forces.  —  En  ap- 
pliquant ce  théorème  à  deux  des  forces,  puis  à  leur  résul- 
tante et  une  troisième  force,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la 
dernière,  on  arrive  sans  difficulté  au  théorème  suivant  : 

tt  Lorsque  des  forces  parallèles  quelconques  ont  une  ré- 
»  sultan  le,  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  un  plan 
»  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  corn- 
»  posantes,  à  la  condition  de  regarder  les  forces  dirigées 
»  dans  un  sens  comme  positives,  et  celles  qui  sont  dirigées 
))  en  sens  contraire  comme  négatives;  les  perpeudiculaires 
»  situées  d'un  côté  du  plan  comme  positives,  et  celles 
»  situées  de  l'autre  comme  négatives;  et  en  entendant  que 
»  les  sommes  et  les  produits  seront  faits  suivant  les  règles 
))  démontrées  dans  l'addition  et  la  multiplication  des  poly- 
»  nômcs.  » 

On  voit  ici,  comme  toujours,  que  les  quantités  négatives 
sont  introduites  pour  renfermer  plusieurs  formules  en  une 
seule,  et  qu'il  n'y  a  aucune  règle  à  démontrer  sur  ces 
quantités  négatives  isolées,  puisque  la  manière  de  les  trai- 
ter a  été  une  condition  de  la  généralisation,  fournie  par  la 
comparaison  des  formes  diverses  des  équations. 
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EXPRESS lOIÏ    DE  LÀ   RÉSULTANTE  ET  DES   COORDONNÉES   DE  SON 

POINT  d'application. 

Soient  P,  P',  P", ...  les  nombres  positifs  ou  négatifs 
qui  expriment  les  forces*,  oc,  /,  z  les  coordonnées  du  point 
d'application  de  la  force  P;  x\  y\  z'  celles  du  point  d'ap- 
plication deP'y  et  ainsi  de  suite  ^  R,  la  valeur  de  la  résul- 
tante en  grandeur  et  en  signe;  x^^y^  z^  les  coordonnées  de 
son  point  d'application,  ou  du  centre  des  forces  parallèles. 
Oo  aura,  d'après  ce  qui  vient  d^ètre  dit,  en  prenant  les 
moments  successivement  par  rapport  à  chacun  des  plans 
coordonnés, 

R  =  P-f-P'-4-P''-l-.... 

Ror.rr:  Px  -f-  F*'  4-  P^x''  -h  .  .  .  , 
R7»=r  Pj  -f.  P'j^'  -f-  P  V"  -h  .  .  .  , 
Rz,=r  Pz   -f-  P'ï'  +  P"z  "  -+- 

On  connaîtra  doncMmmédiatement  la  grandeur  et  le 
sens  de  la  résultante,  et  les  coordonnées  de  son  point 
d'application. 

ÉQUATIONS  d'équilibre  DES  FORCES  PARALLÈLES. 

45.  Il  faut  d'abord  s'expliquer  nettement  sur  la  position 
de  la  question,  et  déclarer  si  l'on  veut  des  équations  qui 
assurent  Téquilibrc,  quelle  que  soit  la  direction  des  forces, 
comme  nous  avons  trouvé  la  détermination  du  point  d'ap- 
plication de  la  résultante,  quand  elle  existe  *,  ou  bien  si  Ton 
veut  des  équations  qui  assurent  l'équilibre  de  forces  paral- 
lèles à  nne  direction  bien  déterminée. 

I**  Supposons  d'abord  que  l'équilibre  doive  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  direction  des  forces,  et  commençous, 
comme  nous  Tavons  déjà  fait,  par  réduire  le  système  de 
toutes  les  forces  aux  deux  résultantes  des  forces  respective- 
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ment  de  même  sens  :  pour  quM  y  ait  équilibre,  il  faut  que 
ces  deux  forces  soient  égales  et  directement  opposées. 

D^abord,  pour  qu'elles  soient  égales  et  de  sens  contraire 
il  faudra  que  Ton  ait 

P -h  P' 4- P" -»-  ...  =0. 

Pour  qu'elles  soient  directement  opposées,  quelle  que  soit 
leur  direction,  il  faut  que  les  deux  points  d^applicaliondes 
résultantes  partielles,  égales  et  de  sens  contraire,  coïn- 
cident. 

Or,  pour  que  deux  points  coïncident,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  leurs  coordonnées  soient  égales  et  de  mêmes 
signes,  par  rapport  à  trois  plans  passant  par  un  même 
point. 

Ainsi,  en  considérant  d'abord  les  x  des  deux  points,  il 
faudra,  pour  qu'ils  soient  égaux  et  de  même  signe,  qu'en 
les  multipliant  par  les  résultantes  correspondantes  qui 
sont  égales  et  de  signe  contraire,  la  somme  soit  nulle.  Et 
comme  cette  somme  est  égale  à.  la  somme  totale  des  mo- 
ments Px  -f-  Vx'  -f-  F'x"  -h  . . . ,  il  faudra  que  cette  der- 
nière soit  nulle.  Il  en  serait  de  même  pour  les  deux  autres 
axes;  et  les  conditions  de  Téquilibre  seront 

(l)  P-h      P'     -+-     P"    4-...=:0, 

IPx4-F«'-h  P*'x*'-h . . .  ==  o, 
Pr  +  P'/'-+-PV-h...  =  o, 
Vz  +P'*'  -hP''5"4-...  =  o. 

Si  tous  les  points  d'application  sont  dans  un  même  plau, 
la  troisième  des  équations  (a)  rentre  dans  les  deux  autres. 

S'ils  sont  en  ligne  droite,  les  équations  (>)  se  réduisent 
à  une,  la  direction  des  forces  restant  indéterminée. 

46.  Si  l'équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  seule  direc- 
tion bien  déterminée,  il  ne  s«)ra  plus  nécessaire  que  ks 
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points  d*applicalion  des  deux  résultantes  partielles  coïnci- 
dcDtpl  suffira  qu'ils  soient  sur  une  droite  parallèle  aux 
forces.  SI  donc  on  prend  les  deux  plans  ZX,  ZY,  parallèles 
à  la  direction  des  forces,  il  suffira  que  les  deux  points  d'ap- 
plication aient  le  même  x  et  le  même  jr\  ce  qui  n'exige 
plus  que  deux  équations.  Les  équations  d'équilibre  seront 
alors,  par  rapport  à  des  axes  quelconques,  parallèles  aux 
forces  : 

P  -f-    F  -h    P"  -f-...=  o, 

(   Pjr-+-P'j:'-+-P'V'-h...=  o, 

I  pj-  -f-  py  4-  ?"/'+••  •= o- 

Si  Ton  voulait  conserver  aux  axes  des  directions  arbi- 
traires, en  supposant  aux  forces  une  direction  déterminée,. 
Téquation  (  i  )  subsiste  toujours*,  et  si  Ton  suppose  les  for- 
ces parallèles  à  la  droite  x  =  az^j=:  bz^  les  conditions 
pour  que  les  points  d'application  des  deux  résultantes  par- 
tielles soient  sur  une  parallèle  à  cette  droite  seiont 

ce  seront  les  conditions  d'équilibre. 
Si  Ton  a  a  =  o,  6  =  o,  on  retombe  sur  les  équations  (3  ) . 

47.  Si   en   laissant  les  axes  quelconques,  on    suppose 
toutes  les  forces  dans  un  même  plan 

mx  -h  njr  -h  pz  -h  q  ^=  Of 

il  faudra  d'abord  que  la  droite  x  =  «z,  j  =.  bz  soit  pa- 
rallèle à  ce  plan,  ce  qui  donne 

a  m  -f-  bn  -*-/?  =  o, 
et  les  équations 

qoe  uous  venons  d'établir  pour  le  cas  général  d'une  Jircc- 


46  DE  l'équilibre  des  forces. 

tion  fixe  des  forces,  deviendront^  en  remplaçant  les  z  par 
}eur  valeur  tirée  de  Téquation  du  plan, 

qui  n^en  font  qu'une. 

Les  équations  dVquilibre  seront  dans  ce  cas 

et  il  est  remarquable  qu'elles  ne  dépendent  pas  de  la  posi- 
tion du  plan  des  forces. 

Si  l'on  voulait  que  les  forces  fussent  dans  le  plan  des  x 
et  y  y  il  faudrait  que  les  équations  de  la  droite  parallèle, 
'qui  sont 

se  réduisissent   à  2  =  0,    x  =  hjr^  h  étant   un    nombre 
donné. 

On  fera  tendre  la  droite  vers  cette  position,  en  faisant 
croître  a   et  &    indéfiniment,  en   conservant   le   rapport 

rr  =  Xr,  et  il  faudra,  dans  les  équations  précédentes^  remplacer 
T  par  h  y  ce  qui  doni^era 

2p*  =  x2Pr. 

Si  les  forces  étaient  parallèles  à  l'axe  des  jr^  on  aurait 
A*  =  o,  et  les  équations  d'équilibre  seraient 

P  =  o,     VPjr  =  o. 


COMPOSITION    ET    ÉQUILIBRE    DES    COUPLES. 

48.  Nous  avons  reconnu  que  deux  forces  parallèles  éga- 
les, de  sens  contraire,  mais  non  directement  opposées,  ap- 
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pliquécs  à  deux  points  liés  iuvariablemept  Tun  à  Tautre, 
ne  sont  pas  réductibles  à  une  force  unique,  et  ne  sont  pas 
non  plus  en  équilibre. 

On  s'était  contenté  de  celte  remarque  jusqu'à  Poinsot, 
qui  a  fait  de  ces  singuliers  assemblages  de  forces,  un  élé- 
ment essentiel  delà  théorie  de  Téquilibre  et  du  mouve- 
ment. Nous  les  désignerons,  avec  lui,  sous  le  nom  de 
couples. 

L'objet  de  cet  Ouvrage  étant  de  faire  connaître  Tenchai- 
nement  et  la  liaison  des  idées,  en  partant  des  données  pre- 
mières, nous  nous  bornerons  ici  à  indiquerlcs  principes  sur 
lesquels  se  fonde  Femploi  des  couples  :  les  théories  sui- 
vantes cil  montreront  Tusagc. 

I!  faut  d'abord  choisir  le  moyen  le  plus  simple  pour  dé- 
terminer chaque  couple  en  particulier,  de  manière  qu'il  ne 
puisse  être  confondu  avec  aucun  autre.  Pour  la  détermina- 
tion d'une  force,  on  donne  son  point  d'application,  sa  di- 
rection et  son  rapport  à  une  force  particulière,  prise  pour 
tinité:  voyons  ce  qu'il  convient  de  donner  pour  la  déter- 
mination d'un  couple,  sans  s'occuper  aucunement  de  reffct 
qu'il  produirait  sur  le  corps  auquel  il  serait  appliqué. 

La  première  chose  à  faire  connaître,  c'est  le  plan  dans 
lequel  se  trouvent  les  deux  forces  qui  forment  le  couple; 
ensuite  la  position  et  le  sens  de  chacune  des  deux  forces 
dans  ce  plan.  Mais  ces  données  peuvent  être  remplacées 
par  d'autres  beaucoup  plus  simples.  Pour  faciliter  le  lan- 
gage, nous  appellerons  bras  de  lei'ier  d*un  couple  une 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  de  Tune 
des  forces  sur  l'autre,  et  nous  prendrons  ses  extrémités  pour 
les  points  d'application  de  ces  forces. 

49.  Cela  posé,  on  démontre  facilement  que,  quel  que 
soit  Teffet  d'un  couple,  il  ne  sera  pas  changé  si  on  le  dé- 
place d^uue  manière  quelconque  dans  son  plan,  en  y  faisant 
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prendre  h  son  bras  de  levier  une  posiiîon  et  une  dîreclion 
arbitraires,  pourvu  qu^il  soit  lié  invariablement  à  sa  posi- 
tion première.  On  démontre  en  second  lieu  que  reflet  sera 
le  mrmc  si  Ton  transporte  ensuite  le  couple  parallèlement 
à  lui-même,  dans  un  plan  quelconque  parallèle  au  pre- 
mier, pourvu  toujours  que  dans  sa  nouvelle  position  son 
bras  de  levier  soit  lié  invariablement  à  la  précédente. 

La  conséquence  a  tirer  de  là,  c'est  quMl  est  inutile  de 
donner  le  plan  même  dans  lequel  se  trouve  le  couple^  mais 
seulement  un  plan  quelconque  qui  lui  soit  parallèle )•  et 
dans  ce  plan  on  peut  proudrc  telle  position  qu'ofi  voudra 
pour  Te  bras  de  levier  donné,  en  ayant  soin  que  les  deux 
forces  perpendiculaires  à  ce  bras  soient  dans  des  directions 
qui  permettent  la  coïncidence  des  deux  coupIeS|  par  un 
simple  déplacement  dans  le  plan. 

^  ■ 

50.  La  détermination  de  cette  dernière  condition  toulà 
fait  indispensable,  se  fera  au  moyen  de  Tirnage  suivan(e\ 

Supposons  qu^on  fixe  le  milieu  du  bras  de  levier  .qui 
pourra  prendre  diverses  positions  autour  de  ce  poiut^  et 
qu^un  observateur  se  place  dans  la  perpendiqulaiie  mçnée 
par  ce  p()int  en  appuyant  ses  pieds  sur  le  plan.  Imaginons 
ensuite  nue  le  bras  de  levier  tourna  de  manière  qu^  cha« 
cune  de  ses  extrémités  se  déplace  4ans  le  sens  où  elle  est 
tirée  parla  force  qui  lui  est  appliquée.  L'observateur  verra 
ce  déplacemeht  s'efiectuer  de  sa  gauche  y^rs  sa  droiiÇ|.ou 
de  sa  droite  vers  sa.  gaucbe.  Mais  s*il  se  plaidait  sur  le  pro- 
longement Op  la  perpendiculaire,  de  IVvtr^  ^ôtë  (lu  plan» 
sur  lequel  il  aurait  totijours  les  pieds  appuyés,  cett^  i;ijiêmp  ro- 
tation lui  apparaîtrait  en  sens  inverse.,  Ceja  pjp^i  uqus.cop- 
vehons  de  considérer  toujours  celle  des  deu^  ditreçtious  it 
la  perpendiculaire,  poui  laquelle l^  rotation  par^)Li;a  ^  exé- 
cuter  de  gauche  à  droite:  nous,  la  nommerons  4i^^ectipji  dfi 

/'axet///(:or4p/e;elleseiisdecetterolatiQnsç;ra  a^çp^pdirt^tt 

......  j  .         j 
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II  suffira  donc,  pour  la  complète  déterraination  d'un 
couple,  de  faire  connaître  la  direction  de  son  axe,  prise  à 
partir  d'un  point  arbitraire^  Tintensité  des  forces,  et  la 
grandeur  du  hras  de  levier. 

51.  Enfin  on  opérera  une  dernière  simplification  en  se 
fondant  sur  cette  proposition,  qu'on  peut,  sans  changer 
Yefîei  d'un  couple,  changer  la  force  et  le  bras  de  levier, 
pourvu  que  leur  produit  reste  le  même. 

Il  en  résulte  en  effet  qu'il  est  inutile  de  connaître  sépa- 
rément la  force  et  le  bras  de  levier,  mais  qu'il  suffit  d'en 
counaître  le  produit,  auquel  nous  donnerons  le  nom  demo- 
ment  du  couple.  Nous  le  représenterons  par  une  longueur 
portée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  du  point  arbitraire 
par  lequel  on  aura  mené  cet  axe;  nous  appellerons  cette 
longueur  la  grandeur  de  l'axe;  et,  en  entendant  ainsi  les 
choses,  nous  pourrons  dire  : 

Un  couple  est  complètement  déterminé  par  la  direc* 
tien  et  la  grandeur'  de  son  axe. 

Remarque. — Le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer  pour 
fixer  le  sens  d'une  rotation  peut,  au  premier  abord,  paraître 
bizarre,  comme  étant  fondé  sur  la  conformation  particu- 
lière de  l'homme;  et  l'on  désirerait  peut-être  en  trouver 
un  plus  géométrique.  Mais  ce  serait  se  faire  une  grande  il- 
lusion; car  il  n'est  ni  axes,  ni  équations  qui  puissent  faire 
distinguer  l'un  de  ces  deux  sens  de  l'autre. 

Concevons,  par  exemple,  dans  un  plan,  deux  axes  rec- 
tangulaires AX,  AY,  et  un  cercle  de  rayon  R  ayant  son 
centre  en  A.  Un  point  partant  du  point  B  de  rencontre  de  ce 
cercle  avec  AX  peut  tourner  dans  deux  sens  différents  que 
Ton  peut  faire  correspondre  aux  valeurs  d'un  angle  par- 
tant de  zéro  et  prenant  des  valeurs  positives,  ou  des  valeurs 
négatives.  On  pourra  donc  bien  exprimer  d'une  manière 
différente  le  sens  de  la  rotation   par  laquelle  le   rayon 
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vecteur  du  point  cotnin^iïcc  par  marcher  vers  Ta^e  desj 
positifs,  ou  vers  Taxe  des  y  négatifs.  Mais  rien  ne  peut 
caractériser  aucune  de  ces  rotations,  qui  ont  cependant 
chacune  une  existence  absolue  et  différente.  Dire  qu'un  dé- 
placement se  fait  de  AX  vers  AY  ne  détermine  rien,  puis- 
que les  axes  peuvent  avoir  deux  positions  relatives,  et  la 
difficulté  serait  de  les  distinguer;  ce  que  ni  la  géométrie  ni 
le  calcul  ne  peuvent  faire.  11  n'y  a  que  la  conformation  de 
l'homme  qui  puisse  ici  lui  venir  en  aide;  sa  vtie  s  exerce 
d'un  seul  côté,  et  sa  droite  ne  peut  être  confondtte  avec  sa 
gauche*  Lors  donc  quHl  dît  qu'il  voit  un  point  tourner  au- 
tour de  lui^  de  sa  gauche  vers- sa  droite,  ses  pieds  repotônt 
sur  le  plan  dans  lequel  s'eflbctue  cette  rotation,  tous  les 
hommes  auront  la  connaissance  précise  du  sens  de  cette 
rotation,  et  ne  le  confondront  pas  avec  le  sens  contraire. 

De  même,  la  position  relative  de  deux  axes  i^ecrtangu^^ 
laires  sur  un  plan,  se  distinguera  en  commençant  par  faire 
choix  du  côté  du  plan  où  l'on  Teut  se  placer^  et  en  disant 
si  la  rotation  qui  amènerait  Taxe  des  x  positifs  sui^  Taxe 
des  y  positifs,  en  lui  faisant  décrire  un  angle  droit,  est  di- 
recte,  ou  rétfVgfYide^  c'est-i-dirc  inverse. 

Dans  le  cas  de  trois  axes  rectangulaires,  il  y  a  une  cir- 
constance qui  ne  se  présente  pas  quand  il  n'y  a  que  deux 
axes.  Dans  ce  demie;*  casy  en  se  plaçant  d'un  cédé  couye- 
nable  du  plan,  on  aura  les  axes  dans  la  position  relative 
que  Ton  voudra,  et  en  retournant  le  plan  des  deux  axes, 
on.  les  ferait  coïncider  avec  ceux  qui  étaient  placés  dans  la 
position  inverse;  et  alors  les  formules  ne  dépendront  pas 
de  cette  position  relative;  Mais  si  Ton  a  deux  systèmes  de 
trois  axes  se  succédant,  les  uns  dans  Tordre  XYZ,  les  autres 
dans  l'ordre  YXZ,  il  sera  impossible,  par  aucun  d(''place' 
ment,  d'amener  les  axes  positifs  de  l'un  des  systèmes,  stfr 
ceux  de  Fautre.  Et  de  là  pourront  résulter  des  diflërénoes 
dans  les  formules  dépendantes  de  deux  systèmes  d'axes, 
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suivant  qu'ils  seront  dans  le  méaie  ordre,  ou  en  ordre 
inverse. 

Ces  deux  dispositions  possibles  des  x^y^  z,  qu'aucun 
déplaceinent  ou  retourneuienl  ne  peut  amener  à  coïncider, 
ne  peuvent  se  distinguer  Tim  de  Tautre  qu'en  disant  si  Tob* 
servaleur  placé  dans  Tax^  positif  des  z^  les  pieds  appliqués 
sur  le  plan  xy^  verrait  Taxe  des  x  positifs  marcher  vers 
Taxe  às^y  positifs^  par  une  rotation  directe  ou  rétrograde^ 
qui  amènerait  la  coïncidence  des  deux  axes,  lorsque  le 
premier  aurait  tourné  d'un  angle  droit. 

Comme  exemple  de  figure  susceptible  de  deux  sens -im- 
possibles à  distinguer  par  des  équations  ou  procédés  géo- 
métriques, nous  citerons  encore  les  deux  hélices  de  même 
pas  qui,  tracées  sur  un  cylindre,  en  imprimant  des  rota- 
tions inverses  aux  projections  des  deux  points  décrivauts, 
ne  peuvent  jamais  être  amenées  à  coïucider.  Elles  sonc 
essentiellement  diûerentes,  et  forment  deux  types  distincts^ 
Or  il  n'y  a  aucun  moyen  purement  mathématique  de  dé<- 
signer  l'un  de  ces  deux  types  en  particulier.  On  pourra 
bien  former  deux  systèmes  d'équations  qui  représentent  les 
deux  types,  mais  tous  les  procédés  purement  géométriques 
seront  insuffisants  pour  les  distinguer. 

Il  est  encore  nécessaire  pour  cela  de  recourir  à  la  nLÔme 
image,  et  de  supposer  un  observateur  placé  dans  l'axe,  les 
pieds  appuyés  sur  la  base  du  cylindre  et  regardant  les  deax 
points  qui  s'élèvent  en  tournant.  Eln  indiquant  le  sens  dans 
lequel  tourne  la  projection  du  point  décrivant,  on  a  Tna 
des  types,  parfaitement  caractérisé.  Ces  deux  types,  par 
suite  de  celte  image  même  qui  permet  de  les  distinguer, 
ont  été  désignés  sous  le  nom  d'hélice  daxtrorsum^  et  d'hé- 
lice smfstrQusum. 

Le  règne  végétal  et  le  règne  minéral  en  .  offrent  des 
exemples. . 

4- 


; 
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COMPOSITION    DES    COUPLER. 

52<  1**  Cas  oà  les  axes  sont  parallèles.  -^  Si  les  cou- 
ples sont  dans  des  plans  parallèles,  on  les  ramènera  daus 
un  même  plan,  on  les  transformera  en  d^autres  qui  au- 
ront un  même  bras  de  levier  et  les^  mème^  moments  res- 
peciîfs  que  les  couples  donnés,  puis  on  amènera  tous  ces 
bras  de  levier  à  coïncider.  11  est  visible  alors  que  tontes 
les  forces  se  réduiront  à  deux  égales  et  contraires  for- 
mant un  couple  ayant  le  bras  de  levier  commun,  et  pour 
Valeur  des  forces  qui  k  formeiit ,  là  dîfiWrence  cnlfe  la 
somme  de  toutes  eelleà  des  couples  datiè  uii\sens9  et  celles 
des  coujiles  de  sens  contraire,  et  agissant  dans  lé  sens  de  h 
plus  grande  aonime,  ce  qui  donne  la  proposition  suivante  : 

c(  Des  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  se  cotn- 
»  posent  toujours  en  un  seul,  situé  dans  un  plan  parallèle, 
»  ayant  un  moment  égal  à  la  différence  entre  la  somme 
»  des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens,  et  h 
)>  somme  des  moments  des  couples  d^  sens  contraire,  et 
»  agissant  dans  le  sens  de  ceux  qui  donnent  la  plus  forte 
»  somme.  )> 

Cette  proposition  peut  s^énoncer  plus  simplement  comme 
il  suit: 

«  Pour  compOiser  des  couples  doht  les  axesr  sont  parai- 
»  lèles,  il  suffit  de  ti*ansporter  en  un  même  j)ôîni  tous  tes 
»  axes  qui  seront  alors  en  ligne  droite,  de  faire  la  somme 
»  de  tous  ceux  qui  sont  du  même  côté  de  1  origine  cora- 
))  mune,  et  de  retrancher  la  plus  petite  de  la  plus  grande: 
»  le  reste  représentera,  en  direction  et  en  grandeur,  Vvsk 
»  du  couple  résultant.  » 

Et  si,  pour  simplifier  encore  cet  énoncé,  on  considère 
comme  positifs  les  axes  dirigés  dans  un  sens,  et  comme  fié- 
golifsceux  qui  sont  dirigés  en  sens  contraire,  ce  qui  n'est 
nullement  {obligatoire,  on  énoncera  ainsi  le  théorècse: 
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tt  Des  couples  quelconques  ayant  leurs  axes  parallèles 
»  se  composent  en  un  seul  dont  Taxe,  parallèle  aux  prc- 
»  mîers,  est  représenté  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
»  somme  algébrique  des  axes  des  couples  donnés.  »> 

D*où  Ton  voit  que  la  composition  des  couples  qui  ont 
leurs  axes  parallèles  est  identique  à  celle  de  forces  agissant 
suivant  une  même  droite. 

2^  Cas  oii  les  axes  ne  sont  pas  parallèles.  *— «  En  con- 
sidérant d'abord  deux  couples  seulement,  et  transportant 
leurs  axes  en  un  même  point,  on  reconiiait  facilement 
qu'ils  se  composent  en  un  seul  représente  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  con^ 
strtât  sur  les  axes  des  couples  donnés* 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  composer  des  cou* 
pies  dont  les  axes  sont  donnés^  c'est  composer  des  couples 
dont  les  plans  et  les  moments  sont  donnés,  et  cette  seconde 
question  peut  f^cjlçment  être  traitée  directement  :  il  en  est 
de  même  pour  la  décomposition  d'un  couple. 

Cette  composition  des  axes  est  identique  à  celle  de  deux 
foroes  qui  seraient  substituées  aux  axes;  et  Ton  obtient 
ainsi  la  règle  générale  suivante,  qui  comprend  les  deux  cas, 
et  qui  ramène  à  une  question  déjà  traitée  : 

Pour  composer  des  couples  en  nombre  quelconque  at 
dont  les  axejs  ont' des  directions  quelconques^  il  suffit  de 
transporter  les  axes  de  ces  couples  en  un  même  point  qui 
soit  leur  origine  eommune^  et  de  composer  ces  axes  comme 
i'ils  représentaient  des  forces;  la  résuUante  de  celles-ci 
représentera  en  diivction  et  en  grandeur  Vuxe  du  couple 

rêsn/tanii. 

Il  est  visible  que  cette  composition  ne  donne  lieu  à  au- 
cun ca&d'<exception,. comme  on  en  ^  rencontré  dans  le>cas 
des  £(^rçes .  parallèles^ 

Conditions^  ^d'équdihre. des.  couples.  *t^  Tous  ces  couples 
peuv^nt,(ou)pii^$^  réduir^e  àua^Aeul  dont;<kfi  peuly  ptir  ce 
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qui  précède^  déterminer  le  moment.  Mais  si  ce  couple 
eiiste,  nous  savons  qu'il  ne  peut  être  en  équilibre  sur 
un  système  rigide  libre;  il  est  donc  évident  qu'il  faut,  ou 
que  les  deux  forces  qui  le  composent  soient  nulles,  ou  que 
ces  forces  soient  directement  opposées,  c'est-à-dire  que  le 
bras  de  levier  soit  nul*  Il  n'y  a  donc  évidemment  équilibre 
qne  si  le  moment  du  couple  résultant  est  nul. 

Or  la  condition  d'équilibre  de  forces  appliquées  a  un 
même  point  est  aussi  que  leur  résultante  soit  nulle.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  en  se  dispensant 
de  reproduire  ce  qui  a  été  dit  sur  l'équilibre  de  forces 
appliquées  à  un  même  point  : 

«  Pour  avoir  les  équations  qui  expriment  l'équilibre  de 
*  couples  en  nombre  quelconque,  il  suffit  dé  transporter 
»  tous  leurs  axes  parallèment  à  eux-mêmes  en  un  même 
»  point,  de  les  considérer  comme  représentant  des  forces 
9  en  grandeur  et  en  direction,  et  d'exprimer  que  ces  forces 
»  sont  en  équilibre.  » 

Si  les  couples  sont  dans  des  plans  parallèles,  il  faut  donc 
que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  soit  nulle.  Dans 
le  cas  général  on  les  décomposera  suivant  trois  ates,  et 
Ton  aura,  comme  pour  les  forces,  trois  équations  dVqni- 
libre. 


CHAPITRE  IV. 

œMPOSmON  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  QUELCONQUES 
APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME  RIGIDE  LIBRE. 


53.  Première  réduction  des  forces.  —  Toute  force  ap- 
pliquée en  un  point  d'un  systèoie  rigide  peut  être  rem- 
placée par  une  force  égale,  parallèle  et  de  même  sen.s, 
appliquée  à  un  point  quelconque  lié  invariablement  au 
système,  plus  un  couple  dont  l'une  des  forces  sera  la  pro- 
posée, et  la  seconde  passera  par  le  point  choisi.  C'est  ce 
que  Ton  aperçoit  immédiatement  en  introduisant  à  ce 
point  deux  forces  égales  et  contraires,  parallèles  à  la  pre- 
mière. 

Si  Ton  fait  celte  transformation  pour  toutes  les  forces 
appliquées  au  système,  leur  ensemble  sera  remplacé  par 
ces  mêmes  forces  transportées  parallèlement  ft  elles-mêmes 
en  un  point  choisi  arbitrairement  et  lié  au  système,  plus 
un  nombre  égal  de  couples  bien  déterminés. 

Or  toutes  les  forces  appliquées  à  un  même  point  se  ré- 
duisant à  une  seule,  et  tous  les  couples  à  un  seul,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Des  forces,  en  nombre  quelconque,  appliquées  à  un 
corps  solide,  ou  à  un  système  rigide  quelconque,  peus^ent 
toujours  être  réduites  à  une  force  et  un  couple. 

Cette  force  est  la  résultante  de  toutes  les  proposées 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point 
quelconque  lié  au  système.  Sa  grandeur  et  sa  direction  sont 
donc  indépendantes  de  ce  point. 

Les  couples  composants  et  le  couple  résultant  dépen^ 
dent  du  point  choisi. 
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54.  Conditions  pour  que  les  forces  appliquées  à  un 
corps  solide  à'bre,  soient  en  équilibre.  — ^  Ces  forces  ëtanl 
réduites  à  une  seule  force  et  un  couple,  il  est  facile  de  toir 
qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre  que  si  cette  force  et  fc 
couple  sont  séparément  nuls.  En  effet,  si  une  force  et  un 
couple,  qui  ne  seraient  pas  nuls,  étaient  en  ^uilrbre,  on 
pourrait,  sansdétrvirecetéquîKbre,  fiicer  un  point  sur  h 
direction  de  cette  force,  qui  se  trouverait  ainsi  détt^dite; 
il  ne  resterait  donc  plus  que  le  couple,  quie  Ton  peut  trans- 
porter de  manière  qu'une  de  ses  deux  forces  passe  par  le 
point  fixe,  qui  la  détruira;  et  il  restera  yoe  fprçe  qui  oe 
Passera  pas  parle  point  fixe,  et,  par  conséquent,  d'après 
un  des  premiers  principes,  déplacerait  le  corps.  On  arrive 
ainsi  à  ce  théorème  : 

Tbéorbme.  —  Pour  que  des  forces  quelconques  appli- 
quées à  un  système  rigide  y  soient  en  équilibre,  il  est  ne- 
cessante  et  suffisant  que  toutes  ces  forces,  transportées 
parallèlement  à  elles-méme  en  ui^  même  points  j  soient  en 
équilibre;  et  que  les  couples  provenant  de  ce  transport,  y 
soient  de  leur  côté. 

Chacun  de  ces  équilibres  s'exprime  généralement  par 
trois  équations;  il  y  en  aura  donc  six  pour  exprimer  l'équi- 
libre d'un  système  rigide  :  nous  nous  occuperons  bientôt  de 
leur  formation» 

Corollaire  L  —  Si  un  système  de  forces  est  en  équi- 
libre sur  un  corps  solide  libre,  le  système  de  ces  nténics 
fotves  changées  de  sens  y  sera  de  même. 

En  effet,  si  l'on  opèi^e  sur  chacun  de  ces  deux  syslèmes 
la  réduction  que  nous  venons  d'indiquer,  <în  prenant  le 
même  point  pour  y  transporter  les  forces^  on  aura  en  ce 
point,  pour  chacun  des  systèmes,  des  forces  égales  et  oppo- 
sées qui  donneront  deux  résultantes  égales  et  opposées,  et 
des  couples  qui  auront  respectivement  les  mêmes  pltnS}, 
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les  mêmes  moments»  mais  des  sens  contraires  :  les  axes  de 
ces  couples  seront  donc  respectivement  éganx  et  directe* 
ment  opposés.  Les  axes  des  couples  résultants  seront  donc 
de  même  grandeur  et  de  sens  directement  contraire. 

Cela  posé,  s'il  y  a  équilibre  dans  Fun  d'eux,  la  force  ré- 
sultante et  le  couple  résultant  seront  nuls  séparément;  ik 
le  sferoiut  donc  dans  rautre»  qui  sera  par  couséq.uent  aussi 
en  équilibre. 

Corollaire  II.  —  Si  un  groupe  de  forces  B  peut  eii 
remplacer  un  autre  A  sur  un  corps  solide,  réciproquement 
A  pourra  remplacer  B. 

En  effet,  d'après  Tîiypothèse,  B  et  —  A  se  feraient  équr- 
lîbre  sur  le  système  (le  signe  —  étant  mis  devant  le  groupe 
pour  indiquer  un  groupe  composé  de  forces  directement  op- 
posées à  celles  de  A,  comme  nous  en  avons  déjà  prévenu  au 
n^  20),  et  par  conséquent,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi, 
A  et  —  jB  seraient  en  équilibre  :  donc  A  peut  remplacer  B. 

Corollaire  111.  —  Si,  dans  un  système  de  forces  en 
équilibre  sur  un  corps  solide^  on  peut  supprimer  un  groupe 
de  forces  sans  détruire  P équilibre,  ce  groupe  appliqué 
seul  y  serait  en  équilibre. 

En  effet,  soient  A  et  B  les  deux  groupes  qui  composent 
le  système  donné,  et  supposons  qu'on  puisse  supprimer  B 
sans  troubler  l'équibre,  c'est-à-dire  que  A  seul  serait  en 
équilibre,  et  par  suite  —  A ,  d'après  le  Corollaire  I.  Or, 
—  A  étant  en  équilibre  sur  le  système,  on  peut  suppri- 
mer A  du  système  AB  sans  troubler  Tcqui libre,  par  suite 
B  appliqué  seul  serait  en  équilibre.  Il  eu  résulte  que  —  B 
y  serait  aussi. 

Et  réciproquement,  si  un  groupe  M  appliqué  seul  à  un 
corps  solide  y  est  en  é^iuilibre,  on  pourra  le  supprimer 
dans  tout  systèmo  de  forces  en  équilibre  sur  ce  corps,  dont 
il  ferait  partie.  Car  il  sufCt  pour  cela  que  —  M  soit  en 
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équilibre,  seul  sur  le  sjstèvne  ]  ce  qui  esi  en  effet,  puisque 
M  y  est. 

CoEOLLÀiBE  rV.  —  Si  dans  un  système  de  forces  en  équi- 
libre sur  un  corps  solide,  on  peut  introduire  un  groupe  A 
sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  appliqué  seul  y  serait  en 
équilibre. 

En  effet,  on  peut  commencer  par  introduire  les  deux 
groupes  A  et  — A.  Or,  supprimer  ensuite  — A,  c'est  comme 
si  Ton  avait  introduit  A  seul,  ce  qui,  par  hypothèse,  ne  dé- 
truit pas  Tëquilibre.  La  suppression  de  — A  ne  détruira 
donc  pas  l'équilibre  existant;  donc,  .d*après  le  troisième 
corollaire,  ce  groupe  serait  en  équilibre  s'il  était  appliqué 
seul  sur  le  système.  Le  groupe  contraire  A  y  est  donc  aussi  ; 
de  quHl  fallait  prouver. 

Corollaire  V.  — Si  des  forces  sont  en  équilibre  sur  un 
système  non  rigide,  et  quon  puisse  introduire  un  groupe  A 
sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  serait  en  équilibre  sur 
le  même  système  rendu  rigide. 

En  effet,  les  premières  forces  en  équilibre  sur  le  sys- 
tème non  rigide  y  seraient  encore  si  Ton  rendait  ce  système 
entièrement  rigide;  et  le  système  non  rigide  étant  en  équi- 
libre après  l'introduction  de  A,  il  en  serait  encore  de  même 
de  ce  système  rendu  rigide.  Or  ce  dernier  état  de  choses 
est  celui  que  Ton  obtiendrait  en  introduisant  A  dans  le 
système  rigide  auquel  seraient  appliquées  les  premières 
forces,  et  qui  serait  en  équilibre;  et  cette  introduction  ne 
rompant  pas  Téquilibre,  le  groupe  A,  appliqué  seul  sur  le 
système  rendu  rigide,  y  serait  en  équilibre  :  ce  qu'il  fallait 

prouver. 

. 

CoROLLAiRB  VI.  —  Si  Vùn  peut  supprimer  un  groupe  A 
sur  un  système  non  rigide  en  équilibre^  sans  détruire  cet 
état  y  le  groupe  A  serait  en  équilibre  >,  appliqué  seul  sur  le 
système  rendu  rigide. 
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En  efTet,  la  suppression  de  A  équivaut  à  rintroduction 
de  — A.  Or,  cette  introduction  ne  troublant  pas  l'équilibre, 
par  hypothèse,  il  suit  du  corollaire  précédent  que  le  groupe 
*— A  serait  en  équilibre  sMl  était  appliqué  seul  sur  le  sys- 
tème rendu  rigide.  Il  en  serait  donc  de  même  de  A  :  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

CONDITIOIf  POUR  qu'un  SYSTEMS  DE  FORCES  APPLIQUÉES 
A  UN  CORPS  SOLIDE  AIT  UNE  RÉSULTANTE. 

55.  Pour  qu'un  système  de  forces  non  en  équilibre  soit 
réductible  à  une  force  unique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
qu'en  introduisant  une  certaine  force  il  y  ait  équilibre.  Car, 
si  le  système  propose  peut  être  remplacé  par  une  force  uni» 
que,  il  serait  en  équilibre  si  Ton  introduisait  une  force 
égale  et  contraire;  et  réciproquement  si  le  système  proposé 
est  mis  en  équilibre  par  l'introduction  d'une  certaine  force 
S,  ce  qui  entraîne  qu'il  y  ait  équilibre  entre  le  système 
contraire  et  — S,  il  s'ensuit  que  — S  peut  remplacer  le 
premier  système  (n**  20),  et,  par  conséquent,  ce  dernier  a 
une  résultante  —  S.  Or  nous  avons  vu  que  tout  système  de 
forces  appliquées  à  un  corps  rigide,  peut  être  réduit  à  une 
Force  et  un  couple;  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que 
celte  force  et  celle  que  Ton  introduira  détruisent  le  couple. 
Or  ces  deux  forces  peuvent  toujours  se  réduire  à  un  couple 
et  une  force;  et  il  faut  que  celte  dernière  force  soit  zéro; 
car,  sans  cela,  il  faudrait  qu^elle  fût  en  équilibre  avec  le 
couple  résultant  des  deux  autres,  ce  qui  est  impossible.  Les 
deux  forces  doivent  donc  former  simplement  un  couple;  et 
ce  couple  doit  détruire  le  couple  résultant.  Il  doit  donc  être 
dans  un  plan  parallèle  à  celui  de  ce  dernier;  et,  par  consé- 
quent, la  résultante  des  forces  transportées  en  un  même 
pbim  doit  être  parallèle  au  plan  du  couple  résultant,  et  ne 
pas  être  égale  à  zéro.  Et  réciproquement,  s'il  eu  est  ainsi, 
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il  existera  évidemment  une  force  qoi  formera  aTec  là  résul- 
tante un  couple  ajant  son  plan  parallèle  k  celui  du  couple 
résultant,  le  même  moment  et  le  sens  contraire,  et  les  dé- 
truira par  conséquent^  d'où  il  résulte  que  le  système  des 
forces  sera  réductible  à  une  force  unique.  On  obtient  ainsi 
la  proposition  suivante  : 

Pour  que  des  forces  appliquées  à  un  système  rigide 
aient  une  résultante^  il  est  nécessaire  que  ces  forces,  trans- 
portées en  un  même  point ^  donnent  une  résultante  paral- 
lèle au  pUtn  du  couple  résultant. 


\     r    I 


ÉQUATIONS  D^ÉQUTtlBTlE  îi'tJN  SYSTÈME  QUÈlCOHQUE  dÉ  FORCES 

APPLIQUÉES  A  UN  CORPS  SOLIDE, LIBRE. 

...  '      •  \        ■        .    •  •  ■ 

,56.  jSous  avons  montré;  que,  pour  qua  id»s  fodroes  q«fit 
conques  appliquées  à  un  corps  solide  Cusstfnt^ii:  équilibre^ 
il  était  nécessaire  c^t.sufGsauAqi^e  toutes  CesTôrees^'  tranfr^ 
p^rté.es  paraUèlement  à  ellearniièqBes^B^uniloiàt^qttelooa^ 
qi^e  lié  au.corps,  dpnnaspem  :uiie  résullante  nulle  y  otqoe 
le, moment. du  eouple  résultant  fiit  aussi  t^ul.  Il  no  s'a^t 
plus  que  d'cicprimer  ces  con<Utlpn&  par  des  équations.  Tfoos 
prendrons,  pour  plus,  de  '  genêt  allié,,  un  ajatèdie  d^^esdê 
cpqi  données  Qjjliques.      ... 

Désignons  les  forces  donaoe^  par   ..       *  -    1      .  "    ' 

p     r^       V     ' 


,1    I 
I 


et  par 


<  1 1         ,  *  ■  >    I  il, 


Ici  coordonnées  ae  leurs  points  (l'application, roppectif s 

MBJaUB  diWéii»onsl?Ofigîrie'dés'eôohldiittëè^  piU^ 
ttà  les  forwÊtt^set^rfC'  baïW|)t>k*tfts'tSài'allèlfeirirtitf*à  'èlfts-î 
nrièiiiDS,i«t» ivue de- réduire  Ite'syskèmé^à  Iraièr 'fdféèk'^^tit 
les  axes  en  trois  couples  suivant  les  plans  coordonnés. 
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Mais,  pour  calculer  plus  facilement  ]e$  lUomeDis  de  ces 
troU  couples  y  nous  commencerous  par  décomposer  chaque 
force,  en  son  poiui  même  d^applicatioU)  en  trois  forces  pa* 
rallèles  aux  axes,  et  ce  sont  ces  composantes  que  nous  trans» 
porterons  à  Torigine  où  elles  se  trouveront  dirigées  suivant 
les  axes  mêmes.  Ces  composantes  seront, les  niêcnes  qu^  si 
1  on  avait  transporté  les  forces  P,  P'». , .  à  Torigine,  ei  qu'on 
les  eût  ensuite  décomposées  suivant  les  axes;  mais  il  sera 
bien  plus  facile  de  calculer  les  moments  et  de  reconnaître 
lesensdes  couples  composants  «ituésdans  les  plans  des  axes. 
Prenons  Tune  quelconque,  P,  des  forces  données,  et  dési- 
gnons par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  parallèles  aux 
axes,  et  appliquées  au  même  point  M  que  la  force  P. 
La  composante  Z  sera  remplacée  par  une  force  égale  et  de 
même  sens,  située  dans  Taxe  AZ,  et  par  un  couple  situé 
dans  le  plan  ZAM,  qui  pourra  être  décomposé  en  deux  cou- 
ples situés  dans  les  deux  plans  coordonnés  qui  se  coupent 
sntTâfit  AZ.  En  agissant  de  même  pour  la  composante  T, 
oaanra  deux  couples  situés  dans  les  deux  plans  qui  se  cou- 
pent suivant  AY;  et  enfin  la  composante  X  donnera  deux 
couples  situés  dans  les  deux  plans  qui  se  coupent  suivant 
Taxe  AX  ;  de  sorte  que  chaque  plan  coordonné  contiendra 
deux  couples,  dont  il  faut  calculer  le  moment  et  reconnaî- 
tre le  sens.  Les  formules  que  nous  allons  obtenir  seront 
générales,  sous  une  forme  unique,  aux  mêmes  conditions 
que  dans  tout  ce  qui  précède;  c'est-à-dire  en  regardant  :  les 
coordonnées  x,  /,  z  comme  positives  quand  elles  sont  de 
même  sens  que  les  directions  respectives  AX,  AY,  AZ;  les 
forces  parallèles  dans  un  même  plan  comme  positives  ou 
négatives,  suivant  qu'elles  sont  dirigées  dans  lesensdes 
actes  positifs  ou  en  sens  contraire  ;  elles  moments  comme 
positifs  ou  négatifs  dans  un  même  plan  coordonné,  suivant 
qu'ils  9eropt  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde  pour  un  ob* 
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servateur  situé  du  même  côté  de  ce  plan  que  Taxe  des  coor- 
données qui  ne  s'y  trouve  pas. 

D'abord,  les  forces  dirigées  suivant  les  axes  se  réduironl 
à  trois,  ayant  respectivement  pour  expressions  les  sommes 
algébriques 

X-HX'-+-X''-+-..., 

Z  -4- Z' -h  Z'' -+-..., 
ou 

2X,     ^Y,      ^Z. 

Soient  maintenant  Q  le  point  où  la  cota{>osatUe  Z  en  M 
perce  le  plan a:;^ 5  AS,  AT,  Txet  1^  de  Monde  Q  (fig^i)] 

Kg.  4. 


I 
i 


le  couple  dont  les  deux  forces  Z  sont  appliquées  en  A  et 
Q  est  celui  qui  proviendra  de  la  composante  Z  sur  A ^  et  si 
en  Z  on  introduit  deux  forces,  Z,  —  Z,  qui  se  détruisenc^pn 
aura,  au  Heu  du  premier  couple,  deux  couples  ayant  Z  poitr 
forces,  et  Tun  dans  le  plan  zjt,  ayant  pour  bras  de.  Wvkr 
oblique  AS  ou  x,  l'autre  ayant  pour  bras  de  levier  çblique 
QS,  et  qu*un  peut  transporter  dans  le  plan  parallèle  1^9 
où  son  bras  de  levier  sera  AT  ou  j^.  Et  Tangle  de  la  force 
et  du  bras  de  levier  de  chacun  de  ces  couples  est  précisé: 
meot  celui  des  deux  axes  dan^  Je  plan  desquels  il  se  icouve. 
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On  obtiendra  semblablement  les  couples  produits  par  les 
deux  autres  composantes. 

En  supposant  d'aboixl  les  trois  coordonnées  x^  y^  z  et 
les  composantes  X,  Y,  Z  dirigées  dans  le  sens  des  axes  po- 
sitifs, la  force  P,  pour  la  somme  des  moments  des  deux 
couples,  sera  : 

Dans  le  plan  YZ, 

{yZ  —  zt)hmjrz\ 
Dans  le  plan  ZX, 

{2X  —  xZ)sînzj:; 
Dans  le  plan  XY, 

(jtY  — ^•X)sinj:j. 

Or  on  reconnaîtra,  par  une  discussion  très-simple,  que, 
quelles  que  soient  les  directions  des  coordonnées  et  des 
composantes,  les  expressions  précédentes  représenteront 
toujours,  en  grandeur  et  en  signes,  les  moments  des  couples 
fournis  par  la  force  P,  à  la  condition  que  les  coordonnées 
et  les  composantes  seront  regardées  comme  positives  quand 
elles  seront  dirigées  dans  le  sens  des  axes,  et  comme  néga* 
tivcs  dans  le  sens  contraire*,  et  que  les  moments  positifs 
correspondront  au  sens  direct  des  couples,  et  les  moments 
négatifs  au  sens  inverse.  Et  tout  cela  est  démontré  à  la  con- 
dition que  les  opérations  sur  toutes  les  quantités  négatives 
seront  exécutées  suivant  les  règles  démontrées  dans  le  cas 
des  polynômes.  Il  n'y  a  donc  aucune  question  à  faire  à  cet 
^ard,  celte  manière  d'opérer  étant  la  condition  de  la  gé- 
néralité, qu'on  peut  ne  pas  vouloir,  mais  qu'on  ne  peut 
obtenir  qu'à  ce  prix^ 

JMaiiiteuant,  si  l*on  fait  la  somme  algébrique  de  toutes  les 
expressions  analogues  que  fournissent  les  autres  forces  P^, 
P^, .  •  « ,  on  aura 5  en  grandeur  et  en  signes^  les  moments  des 
couples  résuliaDtsdans  Itssiroik  plans  coordonnés.  Et  comme 
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des  couples  situés  dans  trois  plans  qui  n'ont  qu'un  point 
commun,  se  composeraient  toujours  en  un  seul  dont  le  mo- 
ment ne  serait  pas  nul,  il  est  nécessaire,  pour  Téquilibrede 
l'ensemble  des  couples,  que  les  trois  moments  résultant 
soient  séparément  nuls. 

De  plus,  pour  que  la  résultante  des  forces  soit  nulle,  il 
faut  que  ses  trois  composantes  suivant  les  axes,  le  soient 
séparément.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de 
Téquilibre  des  forces  données,  seront  donc  exprimées  par 
les  six  équations  suivantes,  dans  lesquelles  nous  avons  sup- 
primé les  facteurs  inutiles  sînjZj  sinzx,  sinx^  : 

(2)  j  '^[zX^xZ)z=o, 

2('Y-rX)  =  o. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  ces  équations  deviennent 

(3)  y)P^^**  =  o>    2^^*^==^^»     ^cos7  =  o, 

(  y,  P(/co*7  —  zcos6)=:o, 

(4)  i^^9(zcosa  —  xcoS7)=:o, 

\'P(xcos€ — ^  cosa)  =o. 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  énoncées 
d*unc  manière  quMl  n'est  pas  inutile  de  reconnaître.  Si, 
par  le  point  quelconque  d'application  de  la  force  P,  on 
mène  nn  plan  perpendiculaire  à  AZ,  qui  coupe  cette  ligne 
eu  O,  et  qu'on  décompose  la  force  en  une  force  parallèle  à 
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cet  axe  et  nue  aulre  Q,  située  dans  le  plan  perpendiculaire, 

la  première  sera  Pcos^^  et  la  seconde  Psîny  sera  la  ré- 

saltsûte  des  forces  Pcosa,  PcosS^  parallèles  a  AX,  A  Y. 

Le  momeat  de  cette  force  Q  par  rapport  à  O,  que  Ton  ap-» 

pelle  aussi  le  moment  de  laJorceT?  par  rapport  àAZ, 

sera  donc  la  somme  algébrique  des   moments  des  deux 

antres,  ou 

P  (x  cos6  —  j  cos«)  ; 

ce  qui  est  le  couple  relatif  à  la  force  P,  estimé  suivant 
rpise  des  z.  Ooù  Ton' voit  que  les  trois  dernières  équations 
d^équilibre  expriment  que  les  sompnes  des  ^moments  de 
toutes  les  forces  par  rapport  à  trots  axes  rectangulaires 
sont  séparément  êgflïes  à  zéro ^  . 

On  peut  remarquer  que  la  distance  du  point  O  à  la 
force  Q  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan 
mené  par  la  force  P  parallèlement  à  TaKe  des  z\  c'est  donc 
la  plus  courte  distatice  de  la  forcQ.JP  à  cet  axe.  De  sorte 
que  le  moment  d^une  force  par  rapport  à  un  axe  est  le 
produit  de  la  plus  courte  distance  da  ces  deux  droites  par 
la  composante  de  cette  force  perpendiculairement  à  Taxe. 

CAS    ou    TOT^TES    lES    FORGES   SO^iT   OA^S    Ul»    MEUS   PLAN. 

57.  Si^  pour  plus  de  simplicité,  on  prend  ce  plan  pour 
celui  des  x  et^i  bn  aura,  pour  toutes  les.  forces, 

zz=o,     Z=:o;     _      . 

les  équations  (i)  et  (2)  se  réduiront  donc  aux  suivantes  : 

(5)        2x=:o,  '2y=o,      ^(xY->X)=o; 

ou^  si  les  axes  son(  rectangulaires, 

*'  •  ''•»  Il  '!•*  *  s  '*  '  ' 

(6*)   VPcOslaarO,''  VPcoJÇttrô,    ^ P(.tr  cosg  —J  c0Bg)=^ O. 

,  Gçj Hjaft  ,pa,rtjp|iUer,  pjçu.t,êt,TC  rtr^ijé :d.Jrieatemeiçtt,:en(SK:^^^. 
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vant  la  même  marche  que  dans  le  cas  générai  :  c^et t  même 
ce  quMl  convient  de  faire  pour  les  commençants. On  arrive 
ainsi  immédiatement  aux  équations  (5)  ou  (6). 

La  troisième  des  équations  (6),  qui  exprime  que  le 
couple  résultant  a  un  moment  nul,  peut  être  mise  sous 
une  autre  forme  qu'il  n^est  pas  inutile  de  connaître.  11 
suffit,  pour  cela,  de  transporter  les  forces  elles-mêmes  à 
Torigine,  sans  les  décomposer  à  leur  point  d'application  : 
le  couple  qui  proviendra  du  transport  de  Tune  quelconque 
des  forces  aura  pour  moment  le  produit  de  cette  force  pir 
la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  sur  sa  direction; 
le  sens  de  ce  couple  sera  direct  si  la  force  tend  à  faire 
tourner  le  système  dans  le  sens  direct  autour  de  Torigine 
supposée  fixe,  et  inverse  dans  le  cas  contraire.  En  dési- 
gnant ce  produit  sous  le  nom  de  moment  de  la  force  par 
rapport  à  r origine,  et  en  le  regaixlant  comme  positif, 
quand  le  sens  est  direct,  et  comme  négatif,  quand  le  sens 
est  rétrograde,  la  condition  d'équilibre  des  couples  s'énon- 
cera ainsi  : 

La  somme  algébrique  des  moments  des  forces  par  rap' 
port  à  un  point  quelconque  du  plan,  doit  être  égale  à 
zéro. 

CAS    ou    TOUTES    LES    FORCES    SOKT    PAUALLELES. 

X     Y     Z 

Dans  ce  cas,  les  rapports  -n»  "k"'  ^  *^^^  '^^  mêmes  pour 

toutes  les  forces.  Si  nous  les  désignons  par  a,  b,  c,  les 
équations  (i),  (2)  \leviendront  : 
Les  premières 

ou  simplement 

2;p=o; 
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Les  secondes 


^?(cx—bz)=zo,     ^^(aZ'^ca:)  =  o,     ^Pf^-r— a7)=o. 


ou 


(7)  ja^PzzzrcJP*. 

Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas,  suivant  que  IW 
voudra  que  Téquilibre  ait  lieu,  quelle  que  soii  la  direction 
des  forces  passant  toujours  par  les  mêmes  points  d'applica* 
tion,  ou  bien  que  la  direction  de  ces  forces  soit  donnée  et 
invariable. 

1®  Dans  le  premier  cas,  deux  des  rapports  a,  è,  c  sont 
injléterniinés,  a  et  b^  par  exemple.  La  troisième  des  équa- 
tions (7  )  exige  alors  qu'on  ait  ^l  P^  =  ^>  2  ^^  ^^  °'  ^^ 

les  deux  autres  donneront  alors  \'Pz  =  o.  Les  condi- 
tions d*équilibre,  dans  cette  hypothèse,  seront  donc,  comme 
nous  les  avons  déjà  trouvées, 

2°  Si  l'équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  direction  dé- 
terminée des  forces,  a,  t,  c  sont  des  nombres  donnés  inva- 
riables. Les  deux  premières  équations  (7)  donnent 

f 

et  la  troisième  en  est  une  conséquence.  Les  conditions  de 

5. 
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Téquilibre  se  réduisent  donc,  dans  ce  cas,  à 

(8)  2p=o»  2p-=72p».  2p->-*2^^' 

si  Ton  prenait  Taxe  des  z  parallèle  aux  forces,  on  aurait 

«  =  o,     à  =  o, 
et  les  équations  deviendraient 

comme  nous  les  avions  trouvées  précédemment. 

3^  Si  ces  forces  parallèles  étaient  dans  un  même  plan 
ayant  pour  équation 

z  =ax  -j-  ^jr  -h  yy 

on  aurait 

c=  aa  -h  6^, 

et  les  équations  (8)  deviendraient 

qni  se  réduisent  à  une  seule. 

Les  équations  d'équilibre  seront  alors,  comme  nous  les 
avons  trouvées  précédemment, 

CALCLL    DE    LA    RÉSULTANTE    DE    FORCES    APPLIQUÉES  A  l» 

CORPS    SOLIDE. 

58.  Soîoni  X',  Y^  Z',  X",  Y^  Z"  les  composantes  ies 
forces  données.  Posons 

2x'=x,  2^'="^'  2^'=^' 
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X,  Y,  Z  seront  les  composantes  de  la  résultante  des  forces 
données,  transportées  à  Torigine. 

Soient  — Xi,  — Yi,  —  Zi,  en  grandeur  et  en  signe,  les 
composantes  d'une  force  inconnue  qui  ferait  équilibre 
aux  forces  données,  et  par  suite  Xj,  Yi,  Zi  les  composantes 
de  la  résultante  si  elle  existe,  et  soient  X|,  j^i,  Zi  les  coor- 
données de  son  point  d'application;  les  six  équations  de 
l'équilibre  seront 

X  — X,  =  o,     Y  — Y,  =  o,     Z  — Z,  =  o; 

2(yz'-z'r)--tr.z.~«.Y.)  =  o, 

2(»'X'-ar'Z')-(».X,-x,Z.)  =  o, 

2(x'Y'~/X0-(a:.Y.-j,X.)  =  o. 

Représentant  par  L,  M,  N  les  trois  sommes  qui  sont  dans 
ces  équations,  elles  deviennent 

(1)  X|  — X  =  o,     Y,  — Y  =  o,     Z,  — Z=:o, 

(2)    J^.Z  — Z,Y=:L,       Z,X  — JrtZ=:M,       :r,Y— J»X  =  N. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  l'on  puisse  satisfaire  à  ces  six  équations  par  des  va- 
leurs données  à  Xi^yi^Zi^  Xi,  Yi,  Zi,  et  alors  il  y  aura  une 
résultante  qui  sera  la  force  opposée  à  celle  qui  établira 
l'équilibre. 

Les  équations  (i)  donnent 

X|  =  X|     Y|  =  Y,     Z|  =  Z| 

ce  qui  exprime  que  les  composantes  de  la  résultante  sui- 
vant les  axes  seront  les  sommes  des  composantes  des  forces 
données. 

Les  équations  (n)  expriment  que  les  moments  des  trois 
couples  fournis  par  la  résultante,  sont  égaux  à  la  somme  de 
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ceux  que  fournissent  toutes  les  forces.  Elles  feront  connaitre 
«^i97'i9  ^19  mais  elles  ne  seront  pas  toujours  compatibles. 
En  cflet,  si  Ton  multiplie  la  première  par  X,  la  seconde 
par  Y,  la  troisième  par  Z,  et  qu'on  les  ajoute,  on  aura 

(3)  LX4-My4-NZ  =  o,  .     . 

équation  entre  des  quantités  connues^  et  qui  est  une  condi- 
tion nécessaire  pour  la  possibilité  de  TéquiKhre.  Elle  serait 
insignifiante  si  les  trois  quantités  X,  T,  Z  étaient  nulles; 
mais  alors  on  ne  multiplierait  pas  les  équations  (2), parc, 
et  elles  se  réduiraient  à  L  c=  o,  M  =s  o»  N  =  o,  qui  indi- 
queraient que  le  couple  résultant  serait  nul;  et  le  système 
serait  en  équilibre. 

Écartant  donc  ce  cas,  l'équation  (3)  subsiste  comme  con- 
séquence des  équations  (2),  qui  se  réduisent  à  deux  seule- 
ment. 

Les  quantités  Xi^ji^  Z|  ne  seront  donc  pas  déterpainées, 
et  comme  elles  satisfont  à  deux  équations  du  premier  de- 
gré, le  lieu  des  points  qu'elles  construisent  sera  une  ligne 
droite.  Tous  les  points  de  cette  droite  pourront  donc  être 
pris  pour  le  point  d'application  de  la  force  qui  fait  équi- 
libre, et  par  suite  de  la  résultante  da  système,  qui  lui  est 
directement  opposée. 

Remarque.  —  Gomme  on  a  démontré  que  la  condition 
pour  que  les  forces  aient  une  résultante,  est  que  la  résul- 
tante des  forces  transportées  en  un  même  point  soit  paral- 
lèle au  plan  du  couple  résultant^  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion (3)  doit  exprimer  cette  condition  géométrique.  C'est 
ce  qu'on  vérifie  immédiatement  dans  le  cas  des  axes  rec- 
tangulaires. Car  alors  X,  Y,  Z  sont  proportionnels  aux  co- 
sinus des  angles  que  la  résultante  fait  avec  les  axe»,  et  L, 
M,  N  le  sont  aux  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  du  couple 
résultant.  L'équation  (3)  exprime  donc  que  la  résultante 
est  perpendiculaire  à  Taxe  du  couple  résultant,  et  par  çon- 
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séqttent  parallèle  à  son  plan.  Dans  le  cas  des  axes  obliques, 
il  n'est  pas  facile  de  reconnaître  cette  signification  de  l'é- 
fiuaûon  (3))  et  je  ne  connais  aucun  Traité  de  Mécanique 
où  elle  soit  démontrée.  Il  est  nécessaire  pour  cela  de  con- 
naître 1  équation  du  plan  du  couple  résultant  dte  trois  autres, 
situés  dans  trois  plans  donnés  que  l'on  prendra  pour  plans 
coordonnés.  Cette  équation  ne  se  trouvant  dans  aucun  ou- 
vrage, à  ma  connaissance  du  moins,  je  crois  utile  de  la 
donner  et  de  la  démontrer  ici. 

tQVÀTIOIl  DU  PLAN  DU  COUPLB  RâSOLTANT  DE  TROIS  COUPLES 
SITUAs  DÀHS  LES  PLABS  CCOADONNÉS. 

59.  Soient  A,  B,  C  (Jig*  5)  les  moments  des  couples 
situés  respectivement  dans  les  plans  YZ,  ZX,  XT.  Com- 
posons d'abord  les  deux  couples  dont  les  plans  se  coupent 


suivant  AX^  pour  cela,  plaçons-les  de  manière  qu'une  des 
forces  de  l'un  soit  dans  Taxe  des  2,  et  une  des  forces  de 
l'autre  dans  Taxe  des  y^  et  en  changeant  la  grandeur  des 
forces  sans  changer  les  moments,  faisons  en  sorte  que  les 
secondes  forces  de  ces  couples  viennent  rencontrer  l'axe  AX 
en  un  même  point  B  pris  à  volonté. 


7^  DE  l'équilibre  des  foecbs. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  trois  couples 
soient  dans  le  sens  direct,  et  soient  AC,  AD  les  grandeurs 
des  forces  qu'il  faudra  appliquer  au  bras  de  levier  obli- 
que AB  pour  que  les  moments  soient  B  et  A  ;  ces  forces  se- 
ront déterminées  parles  conditions  suivantes  : 

(i)  AG.ÂBsinxz  =  B, 

(2)  AD.ABsinxj=C, 

dans  lesquelles  AB  peut  être  choisi  à  volonté. 

La  diagonale  AM  du  parallélogramme  CADM  sera  la 
force  qu^il  faudra  appliquer  au  bras  de  levier  AB  pour 
avoir  le  couple  résultant  des  deux  premiers.  L^inclînaison 
de  cette  force  sur  AB  n^est  pas  donnée,  et  par  suite  le  mo- 
ment du  couple  MABM' n'est  pas  donné;  mais  nous  verrons 
.qu'il  est  inutile  de  le  calculer. 

Il  reste  à  composer  ce  couple  avec  le  couple  situé  dans 
le  plan  YZ,  et  dont  le  moment  est  A.  Nous  transformerons 
ce  dernier,  et  nous  le  placerons  de  manière  que  ses  forces 
soient  égales  à  AM,  et  que  Tune  des  deux  soit  directement 
opposée  à  AM,  ce  qui  est  possible,  puisque  AM  est  dans  le 
plan  YZ,  qui  est  celui  du  couple;  la  seconde  force  M'E  de 
ce  couple  ME^'AMi,  viendra  rencontrer  AY  en  un  point E, 
tel  que  l'on  ait 

AM.AEsinMAD  =  A; 


et  comme 


d*où 


MA:AC::sinYZ:siaUAO, 


MAsin  M  AD  =  ACsin^, 
on  aura 

(3)  AE.ACsinj^«  =  A,. .  - . 

La  force  AM  étant  détruite  par  AM],  il  restera  seule- 
ment les  deux  forces  M^E  et  BM',  qui  formeront  le  couple 
résultant. 


CHAPITRE    IV.  73 

Le  plan  cherché  est  donc  celui  qui  passerait  par  EB  et 
serait  parallèle  à  AM,  ou,  encore,  tout  autre  plan  paral- 
lèle, par  exemple  celui  qui  passerait  par  AM  et  serait  pa- 
rallèle à  EB. 

Les  équations  de  AM  sont 

AD 

ou,  d'après  les  équations  (1)  et  (3), 

celles  de  EB  sont 

et  celles  de  la  parallèle  menée  par  Torigine)  et  qui  sera 
dans  le  plan  cherché,  seront 

X         y 

ou 

AB 

et  comme  les  équations  (i)  cl  (3)  donnent 

^„        Asîn;r»  .^ 

AE=  —-. AB, 

B  sinjs 

les  équations  précédentes  deviennent  donc 

//ri                                                           Bsinr» 
5)  2  =  0,      ar= --: X' 

Maintenant  que  les  équations  des  deux  droites  qui  dé- 
terminent le  plan  sont  exprimées  au  moyen  des  quantités 
données,  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  cette  équa- 
tion. Soit,  en  cflet,  féquation  générale  d'un  plan  passant 
par  Torigine,  «x  ■+-  &/  -H  cz  =  o. 
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La  condiUoiii  pour  qu'il  contienne  la  droite  (4)»  sera 

c       Csm  jrz 
h       Bsinx;- 

etf  pour  qu'il  contienne  la  droite  (5), 

a Asinxz 

b       fi  sinj^o; 

Reportant  les  valeurs  de  a  et  c,  et  supprimant  le  fac- 
teur £,  on  a,  pour  Téquation  du  plan  du  couple  résultant, 

ABC 

x-4-  -, X  4-  -, »  =  o. 


sin/s  %inxz  smxy 

APPLICATION   DE  CETTE  ÉQUATION  A  LA  RÉSOLTAHTE 

d'un  STSTÈMB. 

60.  Ce  système  est  réduit  à  une  force  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  X,  Y^  Z^  et  à  un  couple  résul- 
tant des  trois  autres  situés  dans  les  plans  coordonnés  et 
dont  les  moments  obliques  sont  L,  M,  N,  et  dont,  par 
conséquent,  les  moments  rectangyiJaires  sont  Lsin/x, 
Msinxz,  Nsinx^.  Ces  dernières  expressions  sont  donc 
celles  que,  dans  le  calcul  précédent,  nous  avojis  désignées 
par  A,  R^  €•  L'équation  du  plan  du  couple  résultant  sera 
donc,  dans  le  cas  actuel, 

Lar  -+-  Mj  -f-  N«  =  O. 

Or  les  équations  de  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z,  si- 
tuées dans  les  axes,  sont 

X  Y 

z  z 

et  la  condition  pour  que  celle  droite  soit  parallèle  au  plan 

sera 

LX  -f.  MY  -h  NZ  ==  o. 
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Cette  équation  que  nous  avions  trouvée  pour  eicprimer  que 
les  équations  de  la  résultante  ne  sont  pas  incompatibles, 
et  qui  était,  par  conséquent,  la  condition  de  l'existence  de 
cette  résultante,  exprimait  donc  que  la  résultante  des  forces 
transportées  en  un  même  point  était  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant. 

Cette  dernière  condition  avait  été  démontrée  par  d'autres 
considérations ,  mais  il  n'était  pas  inutile  de  montrer  que 
celle,^  laquelle  le  calcul  conduisait  n'en  était  que  la  tra- 
duction. 


COMFAaiISOlf  OES  MOMBirrS  0  USf  SYSTEME  UE  FORCES 
PAR  RAPPORT  A  niFFÉREMTES  OROITES. 

61  •  Rappelons  d'abord  ce  que  noue  avons  appelé  moment 
à"  une  force  par  rapport  à  une  droite.  Nous  avons  conçu 
cette  force  décomposée  en  deux  autres,  Tune  parallèle  à  la 
droite  ou  a!i^e,  l'autre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe,  et  nous  avons  nommé  moment  de  la  force  donnée  par 
rapport  à  cet  axe^  le  moment  de  cette  dernière  composante 
par  rapport  au  point  O,  où  l'axe  est  coupé  par  ce  plan  per- 
pendiculaire. 

Or  ce  moment  n'est  autre  chose  que  celui  du  couple  au- 
quel cette  dernière  composante  donne  lieu,  quand  on  la 
transporte  en  un  point  quelconque  de  la  droite  donnée.  Et 
comme  la  composante  parallèle  à  l'axe,  transportée  en  ce 
même  point  O,  donne  lieu  à  un  couple  dont  le  plan  passe 
par  l'axe  et  est,  par  conséquent,'  perpendiculaire  au  plan 
de  l'autre  couple  \  que  d'ailleurs  les  deux  couples  sont  les 
composants  du  couple  résultant  du  transport  de  la  force  en 
O,  on  peut  dire  que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à 
une  droite  quelconque  n'est  autre  chose  que  le  moment  du 
couple  résultant  correspondant  au  point  quelconque  O, 
estimé  suivant  la  direction  de  cette  droite^  ou,  en  d'autres 
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termes,  la  projection  de  Taxe  du  couple  résultant  sur  cette 
même  droite.  On  peut  donc  dire  que: 

Le  moment  d^uné force  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque, est  égala  Vaxe  du  couple  résultant  du  transport 
de  cette  force  en  un  point  quelconque  de  cette  droite,  pro- 
jeté sur  la  direction  de  cette  dernière. 

62.  Si  l'on  avait  plusieurs  forces  et  qu'on  fit  pour  chacune 
une  décomposition  analogue,  en  prenant  le  même  point  0 
pour  toutes,  la  somme  des  moments  de  ces  forces,  par  rap- 
port à  l'axe  donné,  serait  la  somme  des  moments  des  cou- 
ples provenant  du  transport  de  chaque  force  en  O,  estimés 
suivant  cette  droite;  ce  serait  donc  la  projection  de  Taxe 
du  couple  résultant  sur  la  direction  de  cette  droite;  ce  que 
nous  exprimerons  ainsi  : 

Le  moment  d^un  sjstème  de  forces  par  rapport  à  une 
droite  quelconque,  s* obtient  en  projetant  sur  cette  direc^ 
tion  Vaxe  du  couple  résultant  du  transport  des  forces 
en  n'importe  quel  point  de  cette  droite. 

Ce  qui  montre  que  cette  projection  sera  constante,  quoi- 
que l'axe  du  couple  résultant  puisse  changer,  en  déplaçant 
sur  la  droite  le  point  où  Ton  transporte  les  forces.  Nous 
parviendrons  tout  à  l'heure  à  cette  même  propriété  par 
des  considérations  difTérenies* 

MOMENTS  PAR  RAPPORT  AUX  DROITES  QUI  PASSEST 

PAR  UN  MÊME  POINT. 

63.  Le  transport  de  toutes  les  forces  en  ce  point  donne 
lieu  à  un  couple  résultant  ;  et  son  axe  projeté  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point,  donnant  la  mesure  du 
moment  du  système  des  forces  données  par  rapport  à  celte 
droite,  il  en  résulte  immédiatement  les  conséquences  sui- 
vantes : 

La  droite  y  menée  suivant  Vaxe  du  couple  résultant. 
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donne  le  moment  maximum.  Toutes  les  droites  qui  font 
le  même  angle  a\fec  Vaxe  de  ce  couple  donnent  des  mO' 
mcnts  égaux.  Toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  cet  axe  donnent  des  moments  nuls. 

Ces  propositions  sont  si  évidentes  qu'on  croirait  presque 
inutile  de  les  énoncer.  Mais,  avant  la  théorie  des  couples, 
elles  constituaient  des  théorèmes  importants,  dont  la  dé- 
monstration ne  se  présentait  pas  d'elle-même. 

CHANGEMENT   QUE   SUBIT  LE  MOMENT  MAXIMUM 
PAR  LE  nÉPLACEMENT  DU  POINT. 

Si  Fon  déplace  de  A  en  A'  le  point  où  les  forces  avaient 
été  transportées,  le  couple  résultant  produit  en  AMeux 
forces  égales  et  opposées  qui  se  détruiront,  et  la  résultante 
se  transportera  en  A',  en  produisant  un  nouveau  couple 
dont  le  plan  passera  par  la  résultante  en  A  et  le  point  A^, 
et  dont  le  moment  sera  le  produit  de  cette  résultante  par 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  elle  du  point  A^  L*axe  de 
ce  couple  sera  perpendiculaire  à  la  résultante  et  à  la  droite 
AA^  De  là  résultent  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  la  résultante  en  A,  le  cow- 
pie  introduit  sera  nul^  et  Vnxc  du  couple  résultant  ne 
changera  ni  de  direcliony  ni  de  grandeur. 

S*il  se  déplace  le  long  d^une  autre  droite  quelconque, 
Taxe  du  couple  introduit  étant  perpendiculaire  à  AA',  qui 
est  situé  sur  cette  droite,  donnera  sur  elle  une  projection 
nulle,  et  Taxe  du  couple  résultant)  quoique  changeant  de 
grandeur  et  de  direction,  donnera  la  même  projection  sur 
la  droite;  et,  par  conséquent,  le  moment  du  système  par 
rapport  à  une  droite  quelconque  ne  sera  pas  changé  par  le 
déplacement  de  A  sur  cette  droite.  C'est  ce  que  nous  avions 
déjà  reconnu  par  d'autres  considérations.  Supposons  main- 
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tenant  que  le  point  A'  prenne  des  positions  quelconques, 
non  sur  la  résultante  en  A.  Soient  AR  (^i^.  6)  la  direction 

Fig.  6. 
M 


de  celte  résultante,  AM  celle  de  Taxe  du  couple  résultant, 
et  0  l'angle  de  ces  deux  droites.  Le  couple  qu'il  faudra 
composer  avec  AM ,  aura  son  axe  perpeudicnlaire  k  AR,  et 
pourra  prendre  toutes  les  directions  dans  le  j^n  perpen- 
diculaire à  AR;  aucune  ne  sera  celle  de  AM  si  Tangie  0  n*est 
pas  droit,  c^esi*à-dire  si  le  système  des  forces  n^a  pas  une 
résultante  unique  :  ainsi,  en  exceptant  ce  cas  particulier,  la 
direction  de  Taxe  du  couple  résultant  sera  différente  de  AM, 
si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les  directions  diverses  de  Taxe  du 
coiipleRR' feront  avec  AM,  les  unes  un  angle  aigu,  les  autres 
un  angle  obtus,  si  AM  et  AR  n'ont  pas  la  même  direction. 
Les  axes  qui  feront  un  angle  aigu  avec  AM,  donneront  un 
couple  résultant  plus  grand  que  AM  ;  ceux  qui  feront  un 
angle  obtus  pourront  donner  un  couple  résultant  plus 
grand  ou  plus  petit  que  AM,  suivant  la  grandeur  du  mo- 
ment du  couple  RR',  qui  peut  varier  de  zéro  à  Tinfini,  en 
changeant  la  distance  de  A'  à  AR.  D'où  l'on  voit  que  le 
moment  maximum  relatif  au  point  A,  comparé  à  ceux  qui 
correspondent  aux  divers  axes  passant  par  A',  sera  plus 
petit  que  les  uns  et  plus  grand  que  les  autres,  si  les  direc- 
tions AM,  AR  sont  diflerentes;  mais  si  elles  se  confondent, 
les  deux  couples  h  composer  auront  nécessairement  leurs 
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axes  perpendiculaires  entre  eux,  et,  par  conséquent,  don- 
neront un  couple  résultant  plus  grand  que  AM.  D'où  ré- 
sulte cette  proposition  : 

Le  point  pour  lequel  le  moment  du  couple  insultant  est 
h  plus  petit,  est  celui  pour  lequel  la  direction  de  Vaxe  de 
ce  couple  se  confond  avec  celle  de  la  résultante, 
,  Et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi  tout  à  Theure,  si 
l'on  trouve  un  point  jouissant  de  cette  propriété,  tous  les 
points  de  la  parallèle  à  la  résultante  menée  par  ce  point,  en 
joairont  de  même;  et  tous  les  axes  des  couples  résultants, 
ou,  en  d^autres  termes,  les  axes  pour  lesquels  la  somme 
des  moments  des  forces  est  maximum,  considérés  pour  tous 
les  points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont 
parallèles  à  cette  droite  même;  de  sorte  qu'il  n'existe  dans 
Tespace  qu'un  seul  axe  tel,  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  k  lui,  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points,  et  en  même 
tempssoit  moindre  que  la  somme  maximum  relative  à  tout 
point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  a>'e  que  M.  Poinsot 
donne  le  nom  à* axe  central  des  moments, 

64.  Détermination  de  Vaxe  central.  —  Pour  obtenir 
Taxe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR,  et  par  conséquent  dirigée  suivant  la 
ligne  AN,  intersection  du  plan  MAR  avec  le  plan  mené 
par  A  perpendiculairemen  t  à  AR ,  et  telle,  que  AR  soit  dans 
Fangle  MAN  ;  il  faudra  donc  prendre  A'  sur  la  droite  menée 
par  Â  dans  ce  dernier  plan,  perpendiculairement  à  AN,  et 
du  côté  de  AR  pour  lequel  le  sens  du  couple  donnera  à 
Taxe  la  direction  AN,  et  non  la  direction  opposée,  puisqu'il 
faut  que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des  deux  axes 
composants.  Cela  posé,  il  suffira  de  prendre  le  point  A'  à 
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une  distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du  couple  soit 
égal  au  côté  MB  du  parallélogramme  MBAN. 

Désignons  par  G  le  moment  du  premier  couple  résultant 
AM;  par  K  celui  du  nouveau  couple  résultant;  parais 
distance  de  A'  à  AR  ;  par  6  Tangle  IVIAR  :  le  moment  do 
couple  RR^  sera  Rp.  Les  cosinus  des  angles  de  AR  et  AM 
avec  les  axes  étant  proportionnels  respectivement  à  X,  Y^ 
Z  et  L,  M,  N,  on  aura  d'abord 


,       LX  +  MY  +  NZ 
cosG=             ^^ 

ensuite 

K  — 

G 

^       LX-hMY-+-NZ        „ 
cosO  — — « j      Rp 

G 

sin9. 

Le  point  A'  est  ainsi  déterminé  jautant  qu'il  doit  Tètre,  ce 
sera  Fun  quelconque  de  ceux  de  la  parallèle  à  AR  menée  à 

G  sîn  â 

la  distance  — - —  de  AR,  sur  la  droite  perpendiculaire  à 

AN,  et  du  côté  de  AR  que  nous  avons  indiqué.  Les  coor- 
données a,  è,  c  de  ce  point  se  détermineront  par  les  équa- 
tions suivantes,  en  prenant  le  point  A  pour  origine  : 

flX  +  6Y -f-crZ  =o,     ûL -h  ^M-f-cN=:o. 

Les  deux  dernières  expriment  que  la  droite  A  A'  est  perpen- 
diculaire sur  la  résultante,  dont  les  composantes  sont  X,  Y, 
Z,  et  sur  Taxe  du  couple  résultant,  dont  le^  axes  conipo* 
sants  sont  L,  M,  N.  La  première  exprime  que  la  longueur 
A  A'  est  égale  à  p.  Ces  trois  équations  donnent  deux  points 
dont  les  coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires; 
mais  un  seul  devra  être  choisi  :  c^est  celui  qui  donne  ao 
couple  RR'  le  sens  que  nous  avons  indiqué  prérédemmenl. 
Le  point  A^  étant  ainsi  déterminé,  la  parallèle  â  la  ré- 
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sultante  menée  par  ce  point  sera  Yaxe  central;  et,  nous  le 
répétons,  la  direction  de  cet  axe  est^  pour  un  quelconque 
de  SCS  points,  celle  de  Taxe  du  moment  maximum;  et  ce 
moment  est  moindre  que  le  maximum  correspondant  à 
tout  autre  point. 

65.  Disposition  de  tous  les  axes  autour  de  Vaxe  cen- 
tral. —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
Taxe  central;  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s^appliquerait  identiquement  à  ceux  de  tout  autre  plan 
parallèle. 

Soient  AR  (fig^  7  )  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 

Fig.  7. 


du  plan  perpendiculaire  mené  par  A.  En  prenant  ce  nou- 
veau point  pour  origine,  il  faudra  composer  le  couple  ré- 
sultant dont  Taxe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec 
le  couple  situé  dans  le  plan  RAA',  ayant  pour  moment  Ry!7, 
p  désignant  la  longueur  AA^  L^axe  du  couple  résultant 
sera,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonale  AR  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN,  égale  à  R^  et  per- 
pendiculaire au  plan  RAA'.  Désignons  par  (f  Vanglede  Taxe 
résultant  avec  Taxe  central,  et  par  K  le  moment  résultant; 
on  aura 

tang(p  =  ^,      K»  =  R';»»  +  G'. 

F.cs  valeurs  de  K  et  cp  ne  dépendant  que  de/?,  il  s'ensuit 

6 
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que^pourtous  les  points  d'une  même  circonférence  décrite 
du  centre  Â  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR,  les  mo- 
ments maxima  sont  égaux,  et  leurs  axes  forment  un  hyper- 
boloïde  de  révolution  autour  de  Taxe  central,  dont  la  cir- 
conférence que  Ton  considère  forme  le  cercle  de  gorge;  et 
le  demi-axe  imaginaire  de  Thyperbole  génératrice  a  pour 

valeur  ^*  Si  Ton  prend  p  comme  abscisse  et  le  moment 

correspondant  K  comme  ordonnée,  on  construira,  d'après 
Inéquation  ci-dessus,  une  hyperbole  dont  Taxe  réel  sera  di- 
rigé suivant  AR  et  aura  pour  valeur  siG.  Son  demi-axe 

imaginaire  sera  ^  comme  pour  l'autre  hyperbole. 

Ainsi,  Taxe  central  jouit  de  la  propriété,  que,  pour  tous 
les  points  d'une  surface  cylindrique  quelconque  dont  il  est 
Taxe,  le  moment  maximum  a  la  même  valeur;  Taxe  de  ce 
moment  a  la  même  direction  pour  tous  les  points  d'une 
même  arête  de  ce  cylindre;  il  change  de  direction  en  pas- 
sant d'une  arête  à  une  autre,  en  conservant  la  même  incli- 
naison sur  Taxe  et  la  même  distance.  La  valeur  du  moment 
maximum  augmente  indéfiniment  avec  la  distance  de  l'ori- 
gine à  Taxe  central;  et  l'angle  de  son  axe  avec  Taxe  central 
a  pour  limite  l'angle  droit. 

66.  Cas  où  le  système  des  forces  a  une  insultante.  — 
Si  l'on  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  cette 
résultante,  le  couple  correspondant  sera  nul,  et,  par  consé- 
quent, cette  droite  sera  l'axe  central  lui-même.  Les  formu- 
les précédentes  donnent,  en  effet,  p  =  Oy  quand  on  suppose 
G  =  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque  en 
dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résultant 
dont  le  plan  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  tous  Us 
points  d^un  même  plan  quelconque  passant  par  la  résul- 
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tante  unique,  donnent  des  couples  résultants  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

Mais  les  moments  de  ces  couples  ne  sont  pas  égaux*,  ils 
sont  proportionnels  à  la  distance  de  Toriginequi  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Ils  n'ont  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  situés  sur  detix  parallèles  à  la 
résultante^  équidistantes  de  cette  ligne  :  et,  de  plus,  le  sens 
de  ces  couples  n^est  le  même  que  pour  les  points  d'une 
même  parallèle. 

Cas  où  la  résultante  est  nulle.  — •  Si  la  résultante  est 
nulle,  le  changement  d'origine  n'introduit  aucun  nouveau 
couple,  et,  par  conséquent,  le  couple  résultant  a  toujours 
le  même  moment,  et  son  plan  la  même  direction,  qu'elle 
que  soit  l'origine  où  Ton  transporte  les  forces. 


CHAPITRE  V. 

ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  RIGIDE  QUI  N'EST  PAS 

ENTIÈREMENT  LIBRE. 


67.  Cas  iVun  seul  point.  —  ConsidéroDs  d^abord  le  cas 
où  le  système  se  réduit  à  un  seul  point;  et  supposons-le 
assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une  courbe  fixe. 

Si  un  point  situé  sur  une  surface  qu^il  ne  peut  quitter, 
est  sollicité  par  une  force  normale  à  cette  surface,  il  res- 
tera en  équilibre  ;  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles il  pourrait  se  mouvoir  étant  semblablement  pla- 
cées par  rapport  à  la  force ^  on  ne  voit  aucune  raison 
pour  qu'il  prenne  Tune  plutôt  que  l'autre,  et  Ton  peut 
admettre  qu*il  n'en  prendra  aucune  :  cette  supposition 
est  confirmée  par  toutes  les  expériences.  Mais  si  le  point 
est  sollicité  par  une  force  oblique,  on  peut  la  décomposer 
en  deux  autres,  dont  Tune  sok  normale  et  l'autre  dans  le 
plan  tangent;  la  première  est  détruite  par  la  résistance 
de  la  surface;  mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  seconde 
déplace  le  point,  si  Ton  suppose  qu'il  puisse  se  déplacer 
librement  sur  la  surface  dans  toutes  les  directions.  Cest 
ce  qui  n'aurait  pas  nécessairement  lieu  s'il  y  avait  ce  que 
l'on  appelle  un  frottement  ;  mais  nous  en  faisons  abstrac- 
tion pour  le  moment,  et  nous  supposons  tous  les  déplace- 
ments entièrement  libres  sur  la  surface. 

Une  surface,  ne  pouvant  donc  détruire  que  les  forces 
qui  lui  sont  normales,  produit  toujours  le  même  effet 
qu'une  force  égale  à  la  somme 'de  celles  qu'elle  détruit 
et  agissant  dans  la  direction  normale  opposée.  Il  en  est 
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de  même  de  la  résistance  d^une  courbe  sur  laquelle  un 
point  peut  se  déplacer  librement.  Elle  détruit  les  forces 
dont  la  direction  est  comprise  dans  le  plan  normal  mené 
au  point  d'application,  et  n'en  détruit  aucune  autre.  Sa 
résistance  pourrait  donc  toujours  être  remplacée  par  une 
force  normale,  égale  et  contraire  à  la  résultante  de  celles 
qu'elle  détruit. 

Cela  posé,  soit  F(x,  j^,  z)  =  o  Téquation  d'une  sur- 
face sur  laquelle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des 
forces  quelconques  P,  P', ...  5  il  n'est  plus  nécessaire, 
pour  son  équilibre ,  que  ces  forces  se  détruisent^  il  suffit 
que  leur  résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par 
conséquent,  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les 
axes  par  la  direction  de  la  résultante  soient  proportionnels 
à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers 
sont  entre  eux  comme  les  quantités  désignées  précédem- 
ment par  X,  Y,  Z,  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion de  X,  j^,  z  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface*,  dési- 
gnons-les par  cosa,  COS&,  cosc. 

Les  conditions  d^équilibre  sont  donc  exprimées  par  les 
équations 

X  Y  Z 

cosa        cosb        cosc 

Si  ces  équations  n'étaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
équilibre;  et  si  l'on  voulait  savoir  en  quel  point  de  la 
surface  les  forces  proposées  seraient  détruites,  il  faudrait 
trouver  les  valeurs  de  x,  j",  z  qui  satisferaient  à  ces  deux 
équations  et  à  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  résistait  que  dans  un  sens,  il  faudrait 
s^assurer.  si  la  résultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire, sans  quoi  elle  ne  serait  pas  détruite.  Ce  cas  est 
celui  d'un  point  qui  ne  serait  que  posé  sur  une  surface 
qu'il  ne  pourrait  pénétrée,  mais  dont  il  pourrait  être  dé- 
taché. 
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Si  le  point  était  asujctti  a  rester  sur  une  courhe  donnée, 
il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre,  que  la  résultante 
fût  perpendiculaire  à  la  tangente.  Or  cette  dernière  ligne 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  a,  &,  c  dont  les  cosinus  sont 
déterminés  en  fonction  de  x, ^,  z  par  les  équations  delà 
courbe.  La  condition  d'équilibre  sera  donc  exprimée  par 
Téquation 

X  cos«  H-  Y  cos^  -+-  Z  cosc  z=  o. 

Si  cette  équation  n'était  pas  satisfaite  pour  le  poiot 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  déterminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  détruites, 
en  cherchant  les  valeurs  de  x,  j^,  z  qui  satisferaient  k 
cette  équation  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 

AUTRE    MAMÈRE    d'avOIR    ÉGARD    A    LA    RÉSISTANCE  DES 

SURFACES    OU    DES    LIGNES. 

68.  La  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  et  considëi'er 
alors  le  point  comme  entièrement  libre.  La  grandeur  de 
cette  force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  direc- 
tion sera  dans  l'un  ou  Tautre  sens  de  la  normale  s'il  s'agit 
d'une  surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpendicu- 
laire à  la  tangente  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'équation 
soit  F(ar,j^,  z)  =  o]  soient  N  l'intensité  de  la  force  nor- 
male qui  la  remplace,  et  a,  &,  c  les  angles  qu'un  des  deux 
sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes;  les  composantes  de^ 
seront 

rbNcosflr,     ±:Ncos^,     itNcosc, 

les  signes  supérieurs  correspondant  h  l'un  des  sens  de  la 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'autre.  Maintenant, 
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le  point  devant  être  considéré  comme  libre,  les  deux  forces 
qui  le  sollicitent  doivent  être  égales  et  opposées,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives  ;  les  équations  d'équilibre  se- 
ront donc 

XdbNcosrt  =  o,     Y=hNcos^=:o,     Zit:Ncosc  =  o, 

d'où  y  en  éliminant  N, 

X    _    Y    _    Z 

cosfl       cosb        cosc 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour 
Féqui libre,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes, et  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  force  donnée,  sa 
valeur  sera 

N  =  v^X»-f-Y'  +  Z». 

Considérons  maintenant  un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  dont  les  équations  soient 

La  force  N,  qui  remplace  la  résistance  de  la  courbe,  peut 
avoir  une  direction  normale  arbitraire.  Les  angles  n,  é,  c 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes  sont  des 
fonctions  de  a:,^,  z  données  par  les  deux  équations  pré- 
cédentes. Si  Ton  désigne  par  a,  6,  y  les  angles  que  fait 
avec  les  axes  la  direction  de  la  force  N,  on  aura 

cosfl  cosa  H-  cos^  cos6  4-  cosc  cosy  =  o, 

et  les  équations  de  l'équilibre  seront 

X  -4-  N  cosa  =  0,     Y  -1-  N  ces 6  =  0,     Z  -+-  N  COS7  1=  o. 

On  éliminera  les  inconnues  a,  S,  y,  N  en  multipliant 
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ces  équations,  respectivement  par  cosa,  cos&,  cosc,  et 
les  ajoutant;  on  trouve  ainsi,  en  vertu  de  la  précédente^ 

X  cosa  -+•  Y  cos^  -f-  Z  cosc  =  o, 

équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions puissent  avoir  lieu  en  même  temps.  Les  trois  précé- 
.  dentés  détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes Ncosûc,  NcosS,  Ncosy,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X,  T,  Z,  et  donneront,  pour  la  résistance  delà 
courbe,  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
données^  comme  cela  devait  être  évidemment. 

69.  Système  rigide  quelconque  dont  un  point  est  fixe, 
•^—  Si  Ton  prend  le  point  fixe  pour  origine,  les  trois  forces 
dirigées  suivant  les  axes  seront  détruites  par  la  résistance  de 
ce  point.  Or,  des  couples  appliqués  à  un  système  qui  ren- 
ferme un  point  fixe  dois^ent  se  faire  équilibre  comme  si 
le  corps  était  entièrement  libre;  car,  s'ils  donnaient  un 
couple  résultant  différent  de  zéro,  on  pourrait  le  trans- 
porter de  manière  qu'une  de  ses  forces  passât  par  le  point 
fixe,  qui  la  détruirait  :  il  resterait  donc  une  force  qui  ne 
passerait  pas  par  le  point  fixe,  et  déplacerait  ce  système. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  du 
système  seront  donc 

Les  couples,  se  détruisant  indépendamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui,  et  ne  tendent  qu'à  rompre 
le  système.  Le  point  fixe  n'est  donc  sollicité  que  par  la  ré- 
sultante des  forces  2^»  2^'  2^'  ^^^^^  résultante  est 

égale  et  opposée  à  la  force  que  développe  ce  point  pour  éta- 
blir l'équilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  librement  autour  d*un  point 
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fixe  constitue  la  machine  que  Ton  nomme  les^ier^  le  point 
fixe  se  nomme  point  d* appui.  On  voit  donc  que  Tcqui libre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport 
de  toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point 
d'appui  y  se  détruisent  d'eux-mêmes.  S'il  n'y  a  que  deux 
forces,  il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  même  plan  avec 
le  point  d^appui,  et  que  les  deurx  couples  qu'elles  produisent 
soicût  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui, 
constituant  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité  seule 
du  corps,  ne  l'est  que  par  le  point  d'appui,  et  forme  ce  que 
Ton  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'était  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  le  point  d'appui  pour- 
rait glisser  de  même,  et  il  faudrait  pour  l'équilibre  que  celte 
résultante  fut  normale  à  la  surface  fixe. 

70.  Cas  d^un  axejixe.  — Si  deux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme sont  invariables  de  position,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'ofirir  en  tons 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  l'on  prend  cette  droite 
pour  axe  des  z,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  Taxe  des  z,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  xy^  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc, 
dans  ce  cas, 

2(*Y-rX)=o. 
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71.  Pour  connailie  les  efforts  exercés  sur  Taxe  fixe,  il 
faut  composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  couples  situés 

dans  le  plan  ZX  et  la  force  ^X  se  réduisent  à  une  force 

qui  rencontre  Taxe,  à  moins  que  l'on  n'ait  V  X  =  o,  au- 
quel cas  on  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même 
dans  le  plan  ZY.  Outre  ces  efforts  appliqués  à  Taxe,  îLy  a 

encore  la  force  \^Z,  qui' tend  à  l'entraîner  dans  le  sens  où 

elle  est  dirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  con- 
traires à  celles-ci,  puisqu'il  les  tient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  système  sont  fixes,  les  ré- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points,  et  ron 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  Taxe,  en 
d'autres  qui  passent  par  ces  points,  et  feront  connaître  les 
forces  qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quanta 
la  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  elle  peut 
être  décomposée  d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres 
appliquées  à  ces  points;  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait 
un  plus  grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

72.  On  pourrait  supposer  que  le  corps  eût  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pour- 
rait détruire  aucune  autre.  Il  faudrait  donc  décomposer 
chaque  force  qui  rencontre  l'axe  en  deux  autres,  l'une  sui- 
vant l'axe,  l'autre  perpendiculaire.  Mais  alors  il  est  plus 
simple  de  prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions 
d'équilibre  seront  exprimées  par  les  deux  équations 

\^Pcos7=:o,      \^P(a:cos6 — /cosa)  =  o. 

On  connaîtra  la  résistance  de  l'axe,  en  composant  les  cou- 
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pies  situés  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigées  sui- 
vant les  axes  des  x  et  desj^. 
Si  le  corps  ne  pouvait  que  glisser  sans  tourner,  l'cqua- 

lion  y^Pcosy  =  o  serait  suffisante  et  nécessaire,  et  le  couple 

situé  dans  le  plan  xy  ferait  connaître  la  résistance  opposée 
par  Taxe  à  la  torsion. 

La  macliine  que  l'on  nomme  tour  ou  treuil  n'est  autre 
chose  qu^un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
uaîire  la  condition  d'équilibre  de  cette  machine,  et  la  charge 
que  supporte  Taxe. • 

Lorsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe,  la  condition  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  de  leur 
distance  à  l'axe. 

Remarque.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers  que 
nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation,  qu'il 
est  bon  de  connaître,  aux  six  équations  de  l'équilibre,  rela- 
tives à  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu*on  fixe  Tune  quelconque  d'entre  elles,  de  ma- 
nière que  le  corps  n*ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront  au- 
cun de  ces  trois  déplacements.  Les  trois  autres  expriment 
que  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  déplacements  ne  serait  produit  par  les 
mêmes  forces. 

73.  Cas  oà  le  corps  s*appuù:  sur  un  plan  fixe  sur  le- 
quel il  peut  glisser  librement,  —  On  prendra  pour  plan 
des  x^y  celui  sur  lequel  le  corps  s'appuie  par  un  nombre 
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quelconque  de  points.  Ce  plan  ne  peut  produire  que  des 
forces  normales  et  de  même  sens,  appliquées  aux  points  de 
contact,  et  les  forces  ont  nécessairement  une  résultante 
normale  égale  à  leur  somme.  Il  est  donc  nécessaire  que 
toutes  les  forces  appliquées  aux  corps  aient  une  résultante 
parallèle  à  l'axe  des  z  :  d'où  résultent  les  équations 

\'Pcosa  =  o,     2pcos6  =  o,      \'p(xco56 — j^cosflt)=o. 

De  plus,  en  composant  successivement  les  forces  dévelop- 
pées par  le  plan  fixe,  on  reconnaît  facilement  que  leur  ré- 
sultante ne  peut  avoir  son  point  d'application  en  dehors  du 
polygone  convexe  qui  renferme  tous  les'  points  de  contact  : 

il  est  donc  nécessaire  que  la  résultante  de  la  force  ^P  cos  7 

et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX,  ZT  ait' son 
point  d^application  dans  l'intérieur  de  ce  même  polygone, 
et  tende  â  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie,  l'équilibre  aura  lieu,  parce 
que  cette  résultante  pourra  toujours  être  décomposée  eu 
forces  normales  au  plan,  et  appliquées  aux  divers  points  de 
contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  seulement  aux  trois  équations 
données  par  la  théorie  des  forces  parallèles  \  elles  seront  donc 
indéterminées,  s'il  y  a  plus  de  trois  points.  Si  tous  les  points 
sont  en  ligne  droite,  le  point  d'application  de  la  résultante 
devra  se  trouver  sur  cette  droite,  et  il  y  aura  indétermina- 
tion, lors  même  qu'il  n'y  aurait  que  trois  points.  Enfin,  s'il 
n'y  avait  qu'un  point  de  contact,  il  serait  nécessaire  qu'il 
fût  situé  sur  la  direction  de  la  résultante.  Cette  indétermi- 
nation, qui  indique  seulement  la  possibilité  évidente  de 
décomposer  d'une  infinité  de  manières  la  résultante,  ne 
signifie  pas  que  le  problème  physique  qui  aurait  pour  objet 
de  déterminer  les  efforts  exercés  sur  le  plan,  aux  points  par 
lesquels  le  corps  s'appuie,  est  indéterminé.  Dans  ce  pro- 
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blême  il  faut  tenir  compte  de  la  flexibilité  du  plan  et  du 
corps,  et  l'on  déterminera  la  pression  qui  a  lieu  en  chaque 
poiot  diaprés  les  li]rpothèses  qu'on  fera  sur  Fétat  élastique 
de  ces  corps.  Cette  question  ainsi  envisagée  ne  donne  lieu 
à  aucune  difficulté  de  conception  ;  mais  le  calcnl  en  offre 
qu'on  ne  saurait  surmonter  généralement. 

ÉQUILIBRE    d'un    SYSTEME    HOU    RIGIDE,    COMPOSÉ 
DE    PLUSIEURS    SYSTÈMES    RIGIDES. 

74.  Lorsque  tous  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
variablement liés  les  uns  aux  autres,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le  principe  gé- 
néral diaprés  lequel  ou  ramène  ce  cas  au  précédent,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre  au 
moyen  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  qui  se  composent, 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qui  naissent  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  systèmes.  Cela  posé,  on  pourra,  d'après 
les  théories  précédentes,  former  les  équations  d'équilibre 
de  chaque  système  rigide,  dont  le  nombre  pourra  varier 
d'un  à  six  pour  chacun  d^eux.  En  éliminant  les  forces  pro- 
venant des  liaisons,  on  aura  les  équations  auxquelles  de- 
vront satisfaire  les  forces  données,  pour  que  le  système  com- 
posé soit  en  équilibre;  et  les  équations  qui  auront  servi  à 
Télimination,  feront  connaître  les  valeurs  de  toutes  les 
forces  de  liaison,  et  leurs  directions,  quand  elles  ne  seront 
pas  données  immédiatement. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu'une  équation,  et  où  la  communication  de 
l'un  à  i^autrene  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  égales  et 
contraires,  il  est  facile  de  voir  qu'il  u'y  a  qu'une  seule 
équation  nécessaire  pour  l'équilibre  des  forces  données. 


g4  ^^  l'équilibre  des  forces. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  systèmes,  on  aura  m 
équations  d'équilibre  et  m  —  i  forces  inconnues,  dévelop- 
pées par  la  communication  du  premier  avec  le  second,  du 
second  avec  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  m'**'. 

Soient  Xj ,  Xj,  - .  • ,  X„,_i  ces  m —  i  forces.  La  première 
équation  renfermera  Xi ,  la  seconde  Xi  et  Xi,  la  troisième 
Xs  et  Xs ,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  Xm.i  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

Tirant  Xi  de  la  première  et  le  reportant  dans  la  seconde, 
puis  X]  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième,  et 
continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne 
renfermant  plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condi- 
tion unique  de  leur  équilibre;  et  toutes  les  équations  pré- 
cédentes feront  connaître Xi,  Xt, . . .  >  Xm_i. 


exemples  divers. 


76.  Premier  exemple. — Équilibre  d\tn  fil  flexible  et 
inextensible,  sollicité  par  deux  forces. 

Les  corps  de  la  nature  étant  réellement  composés  de  mo- 
lécules très-petites,  séparées  les  unes  des  autres  par  de  très- 
petits  intervalles,  la  continuité  géométrique  que  nous  leur 
supposons  est  une  pure  fiction,  propre  à  simplifier  les  ques- 
tions. 

Un  fil,  ou  un  corps  aussi  délié  que  possible^  est  donc  une 
suite  de  molécules  disjointes,  retenues  à  des  distances  très- 
petites  que  nous  regarderons  comme  constantes,  et,  le  plus 
ordinairement,  égales.  Il  ne  présentera  donc  pas  la  figure 
d'une  ligne  continue,  mais  d'un  polygone  dont  les  cèles 
pourront  être  considérés  comme  excessivement  petits,  et 
de  longueur  invariable  si  le  fil  est  supposé  inextensible. 

Nous  resterons  dans  la  réalité  de  cette  conception.  Ion- 
qu*elle  facilitera  les  raisonnements;  mais  nous  finirons 
toujours  par  substituer  une  courbe  au  polygone,  parce  que 
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cette  hypothèse  simpliGera  beaucoup  les  expressions  ana- 
lytiques. 

On  voit  donc  ici,  contrairement  à  ce  qui  arrive  ordinai- 
rement dans  la  géométrie,  que  c^est  la  courbe  qui  est  la  tic- 
tioo,  au  lieu  que  .ce  soit  le  polygone. 

Voyons  maintenant  comment  un  pareil  système  peut  être 
en  équilibre,  lorsque  deux  forces  sont  appliquées  à  ses  ex- 
trémités. Or,  Téquilibre  de  chaque  sommet  exigeant  que 
les  côtés  adjacents  soient  en  ligne  droite,  le  iil  entier  ne 
pourra  former  qu'une  ligne  droite.  Les  deux  forces  devront 
être  égales ,  opposées  et  dans  la  direction  du  fil ,  puis- 
que nous  avons  démontré  que  cela  était  nécessaire  dans  le 
cas  d'un  système  rigide,  et  que  l'équilibre  subsisterait  en 
rendant  le  fil  rigide  :  et  cela  étant,  il  est  évident  que  le  fil 
ne  pourra  prendre  aucun  déplacement.  Une  de  ces  forces 
s'appelle  la  tension  duJiL 

76.  Deuxième  exemple.  —  Considérons  en  second  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  O,  O'  [fig,  8)  autour  desquels 

Fig.  8. 


ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  des  forces 
quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extrémités  fixées  en  deux 
points  M^  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions  d'é- 
quilibre de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  fil  a  tous  ses  poinls-en  ligne  droite,  et  peut*  avoir  une 
tension  inconnue  quelconque. 
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En  désignant  cette  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
sera  en  équilibre  sous  Taction  des  forces  qui  y  sont  direc- 
tement appliquées,  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M  vers  M'; 
il  résulte  de  là  les  trois  équations  connues,  qui  renferment 
chacune  X  au  premier  degré.  De  même  1^  corps  M'O'sera 
en  équilibre  sous  Faction  des  forces  qui  j  sont  appliquées 
et  de  la  force  X  qui  agit  de  M^  vers  M.  On  trouve  ainsi 
trois  nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  an  pre- 
mier  degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  Tune  de  ces  six  équations,  on 
connaîtra  la  tension  du  fil  ;  et  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  équations  de  condition  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  forces  données  pour  que  le  système  soit 
en  équilibre. 

77.  Troisième  exemple.  —  Considérons  maintenant  le 
système  composé  d'un  levier  et  d'un  treuil,  c'est-»à-dire  d^on 
corps  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe;  le  pre- 
mier pouvant  tourner  librement  autour  du  point  0,  et 
Tautre  autour  de  Taxe  AZ  {fig,  9).  Ils  sont  sollicités  par 

Fîg.  9. 


des  forces  quelconques  et  se  touchent  en  un  point  M.  Ou 
demande  les  conditions  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  vi  la  va- 
leur de  la  pression  mutuelle  en  M. 

Désignant  par  X  riniensité  inconnue  de  cette  pression, 
le  corps  MO  sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui 
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y  sont  directement  appliquées  et  de  la  force  X  dirigée  sui- 
vant IVIN.  11  résultera  de  là  trois  équations  qui  renferine- 
ront  X  et  les  forces  proposées. 

Le  second  corps  sera  en  équilibre  sous  Taction  des  forces 
qui  y  sont  appliquées  et  de  X  qui  sera  dirigée  de  M  veis  N^ 
L*équi libre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  tourner  autour 
d'un  axe  fixe,  conduira  à  une  équation  unique  renfermant 
X.  On  aura  ainsi  quatre  équations,  dont  l'une  fera  con- 
naître X,  et  les  trois  autres  donneront,  par  la  substitution 
de  cette  valeur,  trois  équations  de  condition  entre  les  quan- 
tités données. 

78.  Quatrième  exemple.  —  Prenons  maintenant  pour 
exemple  un  polygone  formé  par  des  droites  rigides,  dont  les 
angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  résistance,  et  dont 
les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  des  courbes  don- 
nées. 

Soient  ABCDE  (Jig.  lo)  ce  polygone-,  P,  Q,  R,  S,  T 


Fig.  10. 
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les  résultantes  des  forces  appliquées  fcspeclivement  aux 
points  A,  B,  C,  0>  E. 

Cbacuu  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des 
forcesqui  agissent  immédiatement  sur  lui,  et  de  la  résistance 
de  la  courbe;  et,  par  conséquent,  la  résultante  des  forces, 
abstraction  faite  de  celte  résistance,  doit  être  normale  a  la 
courbe. 

7 
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De  même,  chaque  côté  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées;  ce  qui  eiige 
que  les  deux  résultantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sëpa* 
rément  en  A  et  en  B  sur  cette  tige,  soient  égales  et  directe- 
ment opposées,  et,  par  suite,  que  cette  direction  soit  celle* 
du  côté  lui-même  :  d'où  il  résulte  que  ce  côté  produira 
deux  forces  égales  et  contraires,  agissant  dans  la  direction 
d'e  cette  lige. 

Cela  posé,  désignons  par  X,  Y,  Z,  U  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  a,  &,  c^ 
//,  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P,  Q,  Bt 
S,  T  avec  les  tangentes  aux  co.urbes  données,  considérées 
dans  des  sens  déterminés  ]  a,  a'  les  angles  que  les  directions 
des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et  B;  6,  c' 
les  angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  ei  C  ;  et  ainsi 
de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition 

P  cosa  -h  X  cosa  =  o. 

L'équilibre  du  point  B  donnera 

X  cosa'  -h  Q  cos^  -h  Y  cos6  =  o, 

et  Ton  trouvera  de  même  pour  les  autres  points 

Y  cosê'  -f-  R  cosc  -h  Z  CO87  =  o, 
Z  COS7'  -h  S  cosd  -h  U  cos  J  =  o, 
U  cos^'  -+-  T  costf  =  o. 

Éliminant  X,  Y,  2,  U  entre  toutes  ces  équations,  il  en 
reste  une  seule  entre  les  forces  données,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autres  feront  connaître  les 
intensités  des*  forces  X,  Y,  Z,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  connu  d'avance,  il  sera  déterminé  par  les  signes  que 
devront  avoir  les  cosinus  des  augles a,  ol\  6,  6',. . .  Am$u 
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la  première  équation,  faisant  connaître  le  signe  de  cosor, 
détermine  le  sens  de  la  force  X,  provenant  de  la  tige  ÂB  et 
agissant  eu  A  ;  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  force  X, 
appliquée  en  B,  et  par  suite  le  signe  de  cosa\  La  seconde 
équation  fera  connaître  ensuite  le  signe  de  cos6,  d'où  ré- 
sultera le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B;  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier  côté. 

79.  Si  l'une  des  tiges  était  normale  à  Tune  des  courbes, 
il  en  résulterait  des  conséquences  particulières  qu'il  est  bon 
de  remarquer.  Supposons,  par  exemple,  que  6C  soit  donnée 
normale  à  la  courbe  en  B,  on  aura 

cos  6  =  0, 

et  les  deux  premières  équations  donneront,  par  IVlimina- 
lion  deX,  une  équation  de  condition,  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d* équilibre  des  deux  forces  P  et  Q,  qui  seraient 
appliquées  à  la  tige  unique  AB,  dont  les  extrémités  seraient 
liées  aux  deux  premières  courbes.  Cela  devait  être,  en 
effet,  puisque  la  force  Y,  étant  détruite  par  la  résistance  de 
la  courbe  en  B,  doit  être  regardée  comme  n'existant  pas 
pour  les  points  situés  du  côté  de  B  que  Ton  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront,  par  l'élimination 
de  Z  et  U,  une  équation  qui  sera  celle  de  l'équilibre  du  sys- 
tème C,  D,  E,  considéré  isolément,  et  dans  lequel  il  y  au- 
rait une  force  indéterminée  Y  agissant  en  C  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens,  et  qui  sera  déter- 
minée par  cette  équation.  En  effet,  cette  tige  BC  peut  être 
sollicitée  par  une  force  quelconque  en  C  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résulter  aucun  déplacement, 
TU  qu'elle  sera  détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  à  la- 
quelle elle  sera  normale  en  B. 

80.  Cinquième  bxeuple.  —  Considérons  maintenant  un 
système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et 
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inextensibles^  et  formant  ce  que  l'on  appelle  un  polygone 
funiculaire.  Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se 
réduisent  à  des  points.  Soient  A,  B,  C,  D  (fig^  ii)  ces 
points;  U,  Py  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées, 

Fig.  If. 
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et  dont  les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  F  intermédiaire 
des  fils  ou  cordons  AU,  DV. 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  il  faut  que  chacun 
des  points  A,  B,  C,  D^  soit  en  équilibre  au  moyen  des  forces 
qui  y  sont  appliquées.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  B  est 
sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  parles 
cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q;  ces  trois  forces  devront 
donc  être  dans  un  même  plan,  et  chacune  déciles  propor* 
tionnelle  au  sinus  de  Fangle  des  deux  autres.  Mais  Véqu)- 
libre  de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires,  et  dont  Tintensité  est  la  ten- 
sion du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on  pourra 
déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons,  et  les  rapports 
des  forces  entre  elles,  lorsque  Ton  connaîtra  la  figure  du 
polygone  en  équilibre. 

81.  On  peut  déterminer  très-simplement  la  tension  T 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  qu'il  y  a  équi- 
libre entre  cette  force  T  et  la  partie  du  système  qui  est  si- 
tuée d'un  côté  quelconque  de  CD.  Considérons,  par  exem- 
ple, les  forces  U,  P,  Q,  R  et  T  ;  elles  ne  cesseront  pas  d'êire 
en  équilibre  si  Ton  rend  inflexible  le  polygone  ABC  ;  et,  par 
conséquent,  la  force  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
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des  forces  U,  P,  Q,  R^  et  comme  oo  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  résultante,  sans 
changer  leur  effet,  on  obtient  le  tbéoréme  suivant  : 

La  tension  fVun  cordon  quelconque  est  la  résultante  de 
toutes  les  forces  situées  d^un  même  côté  de  ce  cordon^  et 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  quelcon- 
que fie  ses  points. 

82.  Lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  il  y  sera  en- 
core si  Ton  rend  sa  figure  invariable;  et,  par  conséquent, 
toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont  appliquées,  doivent 
satisfaire  aux  conditions  d'équilibre  d*un  système  rigide. 
Si  donc  on  les  transporte  parallèlement  à  elles*mèmes  en 
un  même  point,  elles  doivent  donner  une  résultante  nulle, 
ce  qui  donne  trois  équations. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle,  que  les  forces, 
données  de  grandeur  et  de  direction,  s'y  fassent  équilibre. 

En  effet,  plaçons  arbitrairement  le  point  A,  et  don- 
nons au  cordon  AB  la  direction  opposée  à  la  résultante 
de  U  et  P,  et  une  tension  égale  à  cette  résultante.  Don- 
nons ensuite  au  cordon  BC  une  direction  contraire  à  la 
résultante  de  la  force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et 
une  tension  égale  à  cette  résultante^  et  continuons  ainsi 
jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  Tintensité  qu'il 
faudra  donner  à  la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre, 
seront  telles,  que  le  polygone  entier  y  soit  lui^mème^  elle 
sera  donc  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  U,  P, 
Q,  R,  S,  transportées  en  D,  et,  par  conséquent,  sera  la 
forée  donnée  V.  On  peut  donc  toujours  donner  au  polygone 
une  force  telle,  que  des  forces  données  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassent  équilibre,  pourvu  que,  transportées 
en  un  même  point,  elles  s'y  détruisent.  Cette  conséquence. 
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étant  indëpeadante  du  nombre  des  côtés  du  polygone,  aura 
lieu  encore  à  la  limite,  lorsque,  les  côtés  tendant  vers  zéro, 
il  s'approchera  indéfiniment  de  se  confondre  avec  une 
courbe» 

83.  Si  les  extrémités  du  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
et  y  ne  sont  plus  données,  et  Ton  peut  encoie  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polygone  en  équilibre,  et  les 
valeurs  de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixe  U, 
et  Ton  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  ten- 
sion U;  on  déterminera,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A,  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point,  que  Ton  peut  supposer  nulles,  el 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions  et  les  positions  de  tous 
les  sommets. 

84.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  U,  Y  ont  une  résultante  :  d'où  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,.  S  en  ont  une  égale  et  opposée  ^  et, 
par  conséquent,  lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  et  que 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  on  connaîtra  FeETort  exercé 
sur  chacune  d'elles  en  prolongeant  les  cordons  qui  y  abou- 
tissent, puis  transportant  k  leur  point  de  concours  les  foroes 
données,  et  les  décomposant  en  deux  forces  dirigées  suivant 
ces  mêmes  cordons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du  cordon  correspondant,  et  Teffort  qui  sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 
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85.  Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q,  R  {Jig'  1 2)  sont  pa- 
rallèles, îl  est  facile  de  voir  que  tout  le  syslémc  est  corn- 
pris  dans  un  même  plau .  Supposons,  de  plus,  que  Tun  des 

Fig.  i'2. 


cordons,  BC  par  exemple,  soit  perpendiculaire  à  la  direc- 
lîoii  des  forces  5  remplaçons-le  par  une  force  égale  à  sa  ten- 
sion, et  ne  considérons  que  les  forces  siluéos  d'un  même 
côté  de  ce  cordon.  La  tension  d^un  cordon  quelconque  DE 
est  ]a  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d^un  même 
côté  et  transportées  au  point  Dj  donc  la  composante  per- 
pendiculaire aux  forces  sera  constante  pour  tous  les  cor- 
dons, et  égale  à  la  tension  BC;  et  la  composante  parallèle 
aux  forces  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces,  depuis  6  jus- 
qu'en D. 

86.  Lorsqu'une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  décomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirigées 
suivant  tous  les  cordons.  Il  y  aura  indétermination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois  ;  et  cela  tient  à  Thypothèse 
qne  Ton  fait  de  l'inextensibilité  des  cordons.  Cest  ainsi 
que  nous  avons  déjà  tu  que  les  pressions  exercées  par  un 
corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  trois  points,  ne 
sont  pas  déterminées  individuellement.  Dans  la  réalité,  les 
pressions  eu  chaque  point  du  plan  et  les  tensions  de  cha- 
<{ue  cordon  sont  déterminées,  parce  que  chaque  cordon 
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s*aIlonge,  et  chaque  point  de  contact  d*un  corps  sur  le  pUn 
cède  plus  ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pro- 
priétés physiques  de  la  matière  qui  les  forme,  font  con- 
naître chaque  force  en  particulier;  mais  ces  recherches 
sont  étrangères  à  cette  partie  du  cours,  et  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas. 

87.  Sixième  exemple.  —  Équations  de  Véquilibre  d^uu 
fil  dont  tous  les  points  sont  soumis  à  l'action  de  forces 
données. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  forces  étaient  ap- 
pliquées à  des  points  sans  étendue,  et  qu*elles  étaient  en 
nombre  fini  \  mais,  dans  bien  des  questions,  tous  les  points 
d'un  corps  sont  supposés  soumis  à  Taction  de  forces,  et  ces 
forces  ne  peuvent  être  finies,  sans  quoi  la  plus  petite  partie 
que  Ton  concevrait  dans  le  corps  serait  sollicitée  par  une 
force  infinie,  ce  qui  serait  inadmissible.  Dans  toutes  les 
questions  de  ce  genre,  on  conçoit  en  un  point  quelconque  du 
corps  un  volume  inCniment  petit  dans  tous  les  sens,  dont 
il  fasse  partie  et  qui  tendra  vers  zéro,  en  comprenant  loa* 
jours  ce  point;  à  ce  volume  sera  appliquée  une  force  dont 
la  direction  donnée  dépend  de  la  position  du  point  et  dé- 
croissant indéfiniment  avec  lui  et  dans  un  rapport  dont  la 
limite  est  finie  et  donnée.  Cette  limite  se  nomme  la  force 
appliquée  au  point  considéré^  rapportée  à  Vunité  de  vo- 
lume. 

D'après  cela,  il  est  clair  que,  si  Ton  donne  en  fonction 
des  coordonnées  des  points,  la  grandeur  et  la  direction  de 
cette  force,  il  suffira,  pour  avoir  la  force  appliquée  à  un 
volume  infiniment  petit  dans  tous  les  sens,  de  considérer 
un  quelconque  de  ces  points  et  de  multiplier  la  force  ap- 
pliquée à  ce  point  par  ce  volume  :  on  aura  l'expression  de 
la  force  appliquée  au  volume,  a  un  infiniment  petit  près, 
par  rapport  à  ce  volume,  et  il  en  sera  de  même  pour  sa 
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direction  \  de  sorte  que  Ton  pourra  obtenir  avec  exactitude 
les  résultats  qui  ne  dépendront  que  des  limites  des  rapports 
on  des  sommes. 

88.  Appliquons  ces  considérations  générales  au  cas  d  un 
fil.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  solli* 
cite  un  point  quelconque  du  fil,  et  qui  est  rapportée  a 
Tanité  de  longueur;  de  sorte  qu'un  arc  infiniment  pe- 
tit ds  soit  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes 
soient  ILds^  Yds^  Zsds,  Les  extrémités  du  fil  peuveht  être 
fixes,  ou  sollicitées  par  des  forces  données  de  direction  et 
d'intensité;  il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  l'équilibre 
dn  système^  qui  n'est  autre  chose  qu'un  polygone  funicu- 
laire d'un  nombre  infini  de  côtés. 

Or,  dans  cet  état,  un  élément  infiniment  petit  quel- 
conque du  fil)  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des  forces  qui 
y  sont  appliquées;  et  réciproquement,  si  cela  a  lieu,  le  fil 
entier  sera  en  équilibre. 

Soit  donc  ds  un  élément  quelconque,  il  ne  cessera  pas 
d^étre  en  équilibre  si  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  extérieures  exer- 
cées à  ses  extrémités,  qui  sont  dirigées  respectivement 
suivant  les  tangentes  en  ces  points,  et  de  plus  les  forces 
ILdsy  Yds^  Zids. 

La  tension  T,  variant  d'une  manière  continue  en  même 
temps  que  Tare  s  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conti- 
nue, ainsi  que  les  cosinus  -r»  -^j  —-  des  angles  que  fait  la 
^  as    fis    ds  °        ' 

tangente  avec  les  axes.  Les  composantes  de  la  tension,  con- 
sidérée dans  le  sens  où  s  augmente,  sont  donc,  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  dsy 

^dx        ^dy        ^  dz 
ds  ds  ds 
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h^-^t)'  4-<4)-  •'s-'(^s)- 

Supposons  les  arcs  s  comptés  à  partir  de  rextrémîié  A 
{fig-  i3),  et  soit  MN  Tare  inCniment  petit  tis.  Les  direc- 

Fig.  i3. 


lions  des  deux  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  ren- 
contrent si  la  courbe  est  plane,  et  elles  peuvent  être  consi- 
dérées comme  se  rencontrant  même  dans  le  cas  d*uoe 
courbe  à  double  courbure,  parce  que  leur  plus  courte  dis- 
tance est  du  troisième  ordre  infinitésimal,  ds  étant  du  pt>e- 
mier.  Elles  peuvent  donc  être  considérées  comme  ayant 
une  résultante  située  dans  le  plan  oscnlateur,  en  néglt- 
géant  le  troisième  ordre  infinitésimal.  Les  forces  qui  agis- 
sent en  tous  les  points  de  MN  doivent  donc  avoir  une 
résultante  égale  et  opposée  à  la  première,  et,  par  suite, 
comprise  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe.  Les  condi- 
tions cherchées  de  Téquilibre  sont  donc  celles  des  forces 
appliquées  à  un  même  point,  et  elles  doivent  exprimer  que 
les  sommes  des  composantes  parallèles  à  chaque  axe,  sont 
séparément  nulles.  Si  donc  on  observe  que  les  oompo- 

sanlesT-pi  T-??   T—  doivent  être  changées  de  sîene, 
ds  as         ds  ^  ^ 

on  aura  les  équations  suivantes  : 


(^^) 


-h  %ds  z=z  o, 


(•)  L(T^WYdi  =  o, 


(^S) 


-h  Z  rfj  =  O . 
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Si  l'on  multiplie  la  première  par—»  la  seconde  par  -^j 

la  troisième  par-j-9  et  qu'on  les  ajoute,  en  observant  que 
l^on  a 

(ï)'-(î)'- (£)•=•• 

et,  par  suite, 

tir    dx        dy      dy        dz     dz 
ds      ds        ds      ds        ds      ds 

on  obtiendra 

rfT  -f-  X  rfx  -4-  Ydy  -h  Z  </«  =  o, 

équation  qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
tions (i). 

Le  plus  ordinairement,  ^dx-^Xdj  -{^Tàdz  est  la  dif- 
férentielle d*une  fonction  cp  (x^  y^  z)^  et  Ton  aura  alors 

Dans  le  cas  où  la  tension  T' sera  connue  en  un  point  ayant 
pour  coordonnées  x\  j\  z\  on  aura 

de  sorte  que  Ton  connaîtra  la  tension  en  tout  autre  point, 
en  fonction  de  ses  coordonnées;  et,  dans  tous  les  cas,  la 
différence  des  tensions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux 
points  du  fil,  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces 
points.  La  valeur  de  T  étant  substituée  dans  deux  des 
équations  (1),  on  aura  les  équations  de  la  courbe  formée 
parle  fil. 

89.  Fil  sollicité  par  des  forces  normales,  —  Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  était  normale  en  tous 
les  points  de  la  courbe,  on  aurait 

X </ar  H-  "ïdy  -hZdz=:o; 
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^  (•^9^9  ^)  serait  constant,  et,  par  suite,  T;  dans  ce  cas,  le 
fil  est  donc  également  tendu  en  tons  ses  points.  C'est  ce  qui 
aura  lieu,  par  exemple,  lorsqu'il  sera  tendu  sur  une  surface 
qui  ne  produira  aucun  frottement. 

On  voit  donc  que  lorsqu'un  fil  s'enroule  sur  un  corps 
dont  la  surface  n'exerce  sur  lui  aucun  frottement,  et  que 
l'équilibre  s'établit  avec  des  forces  en  dehors  de  la  partie 
enroulée,  les  deux  cordons  tangents  à  cette  surface  ont  une 
tension  égale,  puisque  cette  tension,  ne  variant  pas  dans 
toute  l'étendue  de  la  courbe  de  contact,  est  la  même  à  ses 
deux  extrémités. 

Il  en  est  de  même  si  l'une  des  forces  données  agit  sur  un 
polygone  au  moyen  d'un  fil  ou  d'une  tige  quelconque  ter- 
minée par  un  anneau  dans  lequel  passe  le  fil  polygonal  : 
les  deux  côtés  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  de 
l'anneau  seront  également  tendusj 

90.  La  tension  T  étant  constante,  les  équations  (i)  de- 
viennent 

as  ds  ds 

d'où 

-[(4)"-(4)"-(^s)']=<-™-'-. 

OU,  en  désignant  par  P  la  force  et  par  R  le  rayon  de  cour- 
bure, 

P  =  P'RS     d^où    P  =  ^- 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  force  normale,  le  fil  prendra  une 
figure  telle,  que  cette  force  soit  en  raison  inverse  dU  rayon 
de  courbure. 

D'où  il  suit  que  si  la  force  est  constante  et  que  la  courbe 
soit  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 
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Si  la  force  normale  est  la  résistance  d'une  surface,  comme 
elle  doit  toujours  être  comprise  dai^s  le  plan  osculateur  de 
la  courbe^  ce  dernier  est  normal  à  cette  surface,  et  la  combe 
est  celle  de  longueur  minimum  entre  deux  quelconques  de 
ses  points. 

91.  On  peut  trouver,  par  des  considérations  géomé- 
triques très-simples,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  la 
surface.  Pour  cela,  considérons  la  courbe  que  forme  le  fil 
comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  entre 
eux;  la  résultante  des  tensions  des  deux  côtés  consécu- 
tifs AB,  BC  sera  dirigée  suivant  la  ligne  BD  qui  divise 
r angle  ABC  en  deux  parties  égales,  et  son  intensité  sera 

^«^  ^  BC 

aTcosCBD,     ou     2T— r» 
'  BD 

la  ligne  CD  étant  menée  perpendiculairement  à  BC  (fig»  i4)  • 

Fîg.  14. 

B 

/ 


;/ 


Si  Ton  représente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B,  C,  et  qui  n'est  autre  chose,  à  la  li- 
mite, que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe,  la  pression  sur 

la  surface  sera  mesurée  par  T  —  •  Lorsque  BC  tend  vers 

zéro,  la  pression  tend  elle-même  vers  zéro*,  mais  si  Ton 
considère  une  longueur  extrêmement  petite  a  sur  le  fil,  les 
normales  pourront  être  considérées  comme  parallèles,  et  les 
pressions  comme  égales,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure, 
en  tous  les  sommets  du  polygone  infinitésimal  qui  y  seront 
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compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  donc  toujours  son- 

siblement  égale  à  -^51^^'  ^"  ^  "»"'  ^  ^^^"^^  'c  rayon  de 

courbure  en  un  quelconque  des  points  de  Tare  x.  Ainsi,  la 
valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil  sur  la  sur- 
face, dans  une  étendue  infiniment  petite  ds,  est  exprimée 

Tels  *         . 

par  -^>  et  Ton  voit  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  rayon 

de  courbure  au  point  que  Ton  considère. 


CHAPITRE  VI. 

DU  PRINaPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


92.  En  revenant  sommairement  sur  tout  ce  quij  pré- 
cède, on  voit  que  nous  avons  donné  d'abord  les  équations 
de  réquîlibre  d'un  point  libre,  puis  d'un  système  rigide 
libre,  sollicité  par  des  forces  quelconques;  nous  avons  con- 
sidéré ensuite  ce  système,  assujetti  à  diverses  conditions  qui 
ne  lui  laissaient  pas  la  liberté  entière  de  ses  déplacements  : 
et  nous  nous  sommes  occupés  enfin  de  systèmes  non  ri* 
gides,  mais  composés  de  systèmes  rigides  communiquant  les 
uns  aux  autres.  Nous  avons  montré  comment  ces  dernières 
questions  se  ramènent  aux  précédentes,  et  nous  en  avons 
donné  quelques  exemples  ;  mais  les  calculs  changeraient 
avec  les  données,  et  tout  ce  que  nous  avons  pu  faire  con> 
naître  de  général,  c'est  le  moyen  de  ramener  le  cas  com- 
pliqué aux  cas  simples  dont  il  se  compose. 

Le  principe  dont  nous  allons  nous  occuper  a  pour  objet 
de  renfermer  dans  une  seule  formule  les  équations  de 
l'équilibre,  non-seulement  des  systèmes  examinés  jusqu'ici, 
mais  de  tous  ceux  dout  les  conditions  sont  définies  d'une 
manière  rigoureuse,  et  peuvent  être  exprimées  par  la  géo- 
métrie et  le  calcul. 

Or,  comme  il  est  évident  qu'on  ne  peut  tirer  d'une  for- 
mule que  ce  qu'on  y  a  mis,  il  est  nécessaire,  pour  la  dé- 
monstration de  ce  principe,  de  faire  usage  des  conditions 
d'équilibre  dans  tous  les  cas  auxquels  on  voudra  l'appli- 
quer. Et  alors  on  se  demandera  peut-être  si  dans  ces 
divers  cas  il  ne  serait  pas  plus  simple  d'employer  directe- 
ment les  équations  qui  s'y  rapportent,  que  de  passer  par 
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r intermédiaire  du  principe  à  la  démonstration  duquel  elles 
ont  concouru. 

Celte  objection  a  quelque  chose  de  spécieux,  et  il  est 
bon  d'y  répondre  avant  d'entamer  la- démonstration.  Noos 
dirons  d'abord  que  la  généralisation  à  laquelle  ce  principe 
conduit  n'est  pas  comme  celle  que  Ton  obtient  en  réunis- 
sant dans  une  formule  les  solutions  de  questions  de  même 
genre,  différant  les  unes  des  autres,  seulement  par  lei 
valeurs  particulières  des  données.  Ici  le  genre  des  ques- 
tions peut  être  très-différent,  il  peut  même  n^étre  pal 
désigné.  On  comprend  donc  que  la  formule  qui  en  con- 
tiendra les  solutions  devra  renfermer  des  indications  d'opé- 
rations clairement  déânies,  mais  dont  la  forme  ne  pourra 
être  exprimée,  parce  qu^eUe  dépendra  de  la  nature  des 
équations  qui  définiront  le  système. 

Malgré  cette  indécision  inévitable  dans  une  formule  qui 
doit  s'appliquer  à  une  infinité  d'espèces,  et  qui  deviendra 
précise  dès  que  l'espèce  prendra  une  forme  déterminée, 
cette  formule  offrira  des  avantages  que  l'on  peut  ooin- 
prendre  d'avance* 

Elle  réduira  dans  chaque  cas  la  recherche  des  équations 
d'équilibre  à  de  simples  calculs  bien  définis,  et  qui  s'exé- 
cuteront sur  les  équations  qui  exprimeront  les  liaisons  des 
points  du  système,  et  il  n^y  aura  nullement  à  s'occuper  du 
mode  d'action  des  forces.  Ce  ne  sera  plus  un  problème  de 
la  science  des  forces,  mais  de  la  science  des  nombres  et  de 
celle  de  l'étendue.  La  première  science  sera  ramenée  aux 
deux  autres  précédemment  étudiées, 

II  y  aura  encore  cet  avantage  que  la  formule  étant  iodé* 
pendante  de  la  nature  particulière  des  liaisons  qui  existent 
entre  les  points,  il  sera  possible  d'en  déduire  des  propo* 
sitions  générales,  applicables  aux  formes  de  liaisons  les 
plus  diverses,  et  à  des  questions  n'ayant  les  unes  avec  les 
autres  aucune  analogie. 
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ORIGINE    DU    PRINCIPE   DES    VITESSES    VIRTUELLES. 

93.  Galilée,  cherchant  à  se  rendre  compte  des  raisons 
pour  lesquelles  les  machines  ne  produisent  pas  toujours  les 
avantages  qu  on  en  espérait,  en  employant  de  petites  forces 
à  vaincre  de  grandes  résistances,  reconnut  que  cela  tenait 
à  ce  que  dans  les  machines  non  en  équilibre,  les  espaces 
parcourus  parles  points  d^application  de  la  puissance  et  de 
la  résistance,  dans  le  sens  de  ces  forces,  étaient  en  raison 
inverse  des  intensités  de  ces  forces,  lorsqu'elles  se  faisaient 
équilibre  sur  la  machine.  Cette  proposition  peut  être  re- 
gardée comme  le  point  de  départ  de  la  théorie  que  nous 
allons  eicposer^  quoique  peut-être  il  ne  fût  pas  impossible 
d^en  trouver  quelque  idée  confuse  dans  les  ouvrages  d'Aris- 
tote. 

Galilée  la  déduit  des  conditions  d^équilibre  qu'il  dé- 
montre préalablement,  et  en  tire  la  conséquence,  que  les 
machines  ne  peuvent  servir  à  augmenter  ce  qu^il  appelle 
improprement  la  foret  (ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le 
irai^ail)^  mais  seulement  à  la  transformer;  qu'on  ne  peut 
par  leur  moyen  frauder  la  nature,  et  obtenir  beaucoup  en 
dépensant  peu.  Ainsi,  par  exemple,  pour  élever  un  certain 
poids  à  une  certaine  hauteur,  en  employant  un  poids  dix 
fois  plus  petit,  il  faut  que  ce  dernier  parcoure  en  descen- 
dant un  espace  dix  fois  plus  grand  que  l'autre;  de  sorte 
que  l'on  a  nfellement  fait  le  mèmie  travail  des  deux  côtés, 
savoir:  dix  fois  celui  de  faire  parcourir  la  hauteur  donnée 
à  un  poids  égal  au  dixième  du  poids  donné. 

Cette  remarque  est  une  des  plus  importantes  dans  la 
théorie  des  machines,  et  peut  empêcher  bien  des  illusions 
désastreuses  dans  l'industrie.  Galilée  la  déduit  des  condi- 
tions de  Téquilibre,  et  ne  l'emploie  pas  à  la  généralisation 
de  renoncé  de  ces  conditions  dans  les  différentes  machines 
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en  équilibre,  mais  à  Tappréciation  de  l'ulilité  des  macbines 
en  action. 

Descartes  a  fait  précisément  Tinverse  :  il  a  admis  comme 
évident  qu*il  fallait  la  même  force  pour  élever  un  poids  a 
une  certaine  hauteur,  que  pour  élever  un  poids  douUe  m 
une  hauteur  moitié  moindre,  ou  un  poids  triple  à  nne  hau- 
teur trois  fois  moindre,  çt  ainsi  de  suite;  parce  que,  dit*il, 
un  poids  P  élevé  à  une  hauteur  H  est  la  même  chose  que  P 

élevé  à  la  hauteur  -  H  et  encore  P  élevé  à  -  H,  c'est-à-dire 

1  a 

deux  fois  Télévalion  de  P  à  -  H.  Or,  c'est  là  ce  que  Ton  fait 

en  élevant  âP  à  la  hauteur  -  H;  si  ce  n^est  que  I*on  fait 

alors  simultanémeiu  ce  que  Ton  avait  fait  de  Tautre  ma* 
nière  successivement. 

On  voit  ici  la  même  confusion  entre  la  force  et  le  tra^^ 
yail  exécuté;  mais  il  n'y  aurait  aucun  inconvénient  dans  la 
théorie  de  Galilée  où  tout  était  démontré,  tandis  que  dans 
celle  de  Descartes  tout  était  à  démontrer.  En  effet,  il  esl 
bien  évident,  comme  Pavait  déjà  dit  Galilée,  qu'élever  un 
poids  à  une  certaine  hauteur,  c'est  faire  d'un  seul  coup  œ 
que  Ton  ferait  en  détail  en  élevant,  par  exemple,  chaque 
dixième  de  ce  poids  successivement  à  cette  même  hauteur, 
ou  un  même  dixième  seulement,  dix  fois  de  suite  à  cette 
même  hauteur^  c'est-à-dire  à  une  hauteur  décuple.  Mai» 
quel  rapport  y  a-t-il  entre  ces  différentes  manières  de  con- 
sidérer l'élévation  d'un  poids,  et  la  condition  d'équilibre 
de  deux  poids  sur  une  machine?  pourquoi  dans  le  cas 
d'équilibre  un  déplacement  fictif  du  système  donnerait-il 
égalité  entre  les  produits  des  poids  déplacés,  par  les 
hauteurs  dont  ils  se  seront  élevés  ou  abaissés,  c'est-à-dire 
entre  ce  qu'il  appelle  les  forces  développées?  C'est  admettre 
précisément  ce  qu'il  faut  prouver. 


CHAPITEB   VI.  Il5 

Jean  Bernoulli  généralisa  la  proposition  de  Galilée  de  la 
manière  suivante  :  «  Lorsque  les  forces  quelconques  sont 
en  équilibre  sur  un  système  de  points  assujettis  à  certaines 
liaisons,  si  l'on  conçoit  ce  système  déplacé  infiniment  peu 
en  satisfaisant  toujours  à  ces  conditions  de  liaison,  la 
somme  des  produits  de  chaque  force  par  le  déplacement  de 
son  point  d^application,  projeté  sur  la  direction  de  cette 
force,  sera  ^al  à  zéro,  en  regardant  comme  positives  les 
projections  qui  sont  dan»  le  sens  des  forces^  et  comme  né- 
gatives celles  qui  sont  en  sens  contraire.  » 

Bernoulli  se  contenta  d'énoncer  cette  proposition  géné- 
rale et  ne  la  démontra  point.  Il  est  vraisemblable  qu'il  y 
était  parvenu  en  considérant  des  ca»  plus  compliqués  que 
ne  Tavaitfait  Galilée,  et  qu'il  l'avait  généralisée  par  simple 
induction.  Il  la  communiqua  en  171 7  à  Yarignon,  qui  en 
donna  l'énoncé  dans  sa  Nouvelle  Mécaniqxie^  et  ne  la  dé- 
montra que  dans  quelques  cas  très-simples.  Lagrange,  dans 
la  première  édition  de  sa  Mécanique  analytique,  l'admet 
comme  un  principe  reconnu,  ou,  suivant  sa  propre  expres- 
sion, comme  une  espèce  d* axiome  de  mécanique;  et  il  se 
propose  de  le  réduire  en  une  formule  générale,  qui  ren- 
ferme la  solution  de  tous  les  problèmes  qu'on  peut  pro« 
poser  sur  Téquilibre  des  corps.  Ce  n'est  qu'après  la  publi- 
cation de  ce  grand  ouvrage  de  Lagrange,  que  parut  la  pre- 
mière démonstration  générale  du  principe  eu  question. 
Elle  est  due  à  Fourier,  et  ne  date  que  de  1797.  U  en  a  paru 
depuis  un  grand  nombre  d'autres,  et  Lagrange  lui-même 
a  cru  devoir  en  proposer  une  dans  la  seconde  édition  de  la 
Mécanique  analytique.  Avant  de  faire  connaître  celle  que 
nous  avons  adoptée,  nous  allons,  en  suivant  la  marche 
même  de  cette  découverte,  montrer  d'abord,  dans  quelques 
cas  simples,  comment  on  a  pu  reconnaître  la  vérité  de  la 
proposition  dont  il  s'agit. 

Mais  pour  la  commodité  du  langage,  nous  emploierons 

8. 
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certaines  dénominations  introduites  par  BernoulH,  et  que 
nous  allons  expliquer,  dans  le  sens  précis  où  elles  sont 
entendues  aujourd'hui. 

94.  Lorsque  Ton  considère  un  sjstème  quelconque  de 
points  dans  une  première  position,  et  que  Ton  suppose  en- 
suite que  chacun  d'eux  soi  t  placé  dans  une  position  infini- 
ment voisine  de  celle  qu^il  occupait,  sans  cesser  de  satis- 
faire à  toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du 
système^  on  nomme  vitesse  vùtuelle.à'atï  qudconipie  de 
ces  points  la  droite  qui  joint  sa  première  position  à  la 
seconde.  Cette  dénomination  vient  de  ce  que  Ton  peut  con- 
cevoir que  ce  déplacement  se  fasse  avec  uniformité  dans  un 
même  temps  infiniment  petit,  et  qu  alors  les  espaces  par- 
courus sont  proportionnels  aux  vitesses,  et  en  outre  de  ce 
que  ce  déplacement  n^est  que  possible  et  ne  s^ effectue  réel- 
lement pas. 

La  vitesse  virtuelle  d*un  point,  estimée  suiv^ant  une  di- 
rection déterminée^  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction.  En  la  mesurant  par  le  produit  de  la  vi- 
tesse par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  du  dé- 
placement avec  celle  suivant  laquelle  on  estime  la  vitesse, 
les  termes  de  Téquation  que  nous  allons  énoncer  seront 
précisément  ce  qu*ils  doivent  être  pour  en  établir  la  géné- 
ralité. 

Nous  appellerons  moment  virtuel  d'une  force  le  produit 
de  son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d*ap^ 
plication,  estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

D'après  cela,  le  principe  de  Bernoulli  consiste  en  œ  que: 

«Si  un  système  quelconque  de  points  est  en  équilibre,  et 
que  Von  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  avec  toutes  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti,  la  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  est  nulle  y  quel  que  soit  ce  déplacement. 
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Et  réciproquement,  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  les 
déplacements  virtuels,  le  système  est  en  équilibre. 

Dans  cet  énoncé,  les  infiniment  petits  sont  considérés 
de  la  manière  ordinaire.  L*équation  n'est  exacte  qu  en  con- 
sidérant les  limites  des  rapports,  après  avoir  divisé  par 
Tune  cpielconque  des  quantités  infiniment  petites;  en 
d'autres  termes ,  la  somme  des  moments  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Cela  posé,  passons  à  Texamen  de  cas  particuliers  qui 
prépareront  à  rétablissement  de  la  proposition  générale. 

96.  Équilibre  dUtn  point  unique,  —  L'équilibre  d'un 
point  entièrement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  esti- 
mées suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle 3  et,  réci- 
proquement, si  cela  est,  il  y  a  équilibre.  Soient  donc  P 
l'une  quelconque  des  forces  appliquées  à  ce  point,  yL  Tangle 
qu'elle  forme  avec  une  direction  quelconque,  on  devra 
avoir 

\^PC0SfA  =  oj 

et  réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu  pour  tonte 
direction,  le  point  sera  en  équilibre.  Si  l'on  multiplie  tous 
les  termes  par  une  quantité  arbitraire  m,  l'équation  de- 
vient 

2*  Pm  cosfA  ==  o. 

Or  mcosjx  est  la  grandeur  m  portée,  à  partir  du  point 
donné,  sur  la  direction  que  Ton  considère,  et  projetée  sur 
la  direction  de  la  force  P;  de  plus,  le  point  étant  entière- 
ment libre,  m  peut  être  considéré  comme  la  distance  de  sa 
première  p05ition  à  une  autre  quelconque  qu'il  pourrait 
prendre;  et  en  la  supposant  infiniment  petite,  elle  sera  ce 
que  nous  avons  appelé  la  vitesse  virtuelle  de  ce  point. 

Ainsi  y^P/ncos/xest  la  somme  des  moments  virtuels  des 
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forces;  donc,  si  le  point  est  en  équilibre,  cette  somme  est 
nulle,  et  réciproquement  :  ce  qu'il  fallait  démontrer*  On 
peut  observer  que,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre,  au  lieu 
de  la  vitesse  virtuelle,  une  quantité  finie  quekonqoe;  et, 
de  plus,  que  la  somme  des  moments  virtuels  esc  rigoureu- 
sement nulle,  et  non  pas  seulement  égale  à  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  ces  moments  eux-inèmes. 
Si  Ton  désigne  par  p  la  distance  d'un  point  déterminé 
quelconque,  pris  sur  la  direction  d'une  force  P  â  son  point 
d'application^  mcosfi  sera  raccroissem^nt  virtuel,  positif 
ou  négatif,  de  p,  que  nous  représenterons  par  ip^  et 
Téquation  précédente  s'écrira  ainsi  : 

96.  Dans  le  cas  où  le  point  n'est  pas  en  équilibre,  il 
suffirait,  pour  qu'il  y  fut,  que  l'on  introduisit  une  force 
égale  et  opposée  à  la  résultante.  Or  la  somme  des  moments 
serait  alors  nulle;  et,  de  plus,  deux  forces  égales  et  oppo- 
sées, appliquées  au  même  point,  donnent,  pour  un  même 
déplacement  de  ce  point,  des  moments  virtuels  égaux  et 
de  signes  contraires  ;  donc  le  moment  virtuel  de  la  résul^ 
tante  est  égal^  en  grandeur  et  en  signe,  à  la  somme  des 
moments  virtuels  des  composantes* 

Dans  cette  relation,  toutes  les  forces  sont  considérées  en 
valeur  absolue,  et  il  est  nécessaire  d'examiner  si  elle  se 
modifie  lorsque  les  composantes  sont  susceptibles  d'être 
affectées  d'un  signe  quelconque,  comme  lorsqu'il  s'agit 
d'une  force  P  que  l'on  décompose  en  trois  autres  X,  T,  Z, 
parallèles  à  des  axes  rectangulaires. 

Si  d'abord  on  suppose  ces  trois  forces  positives,  les 
variations  dx,  dy^  iz  seront  en  grandeur  et  en  signes  les 
vitesses  virtuelles  estimées  dans  le  sens  de  ces  forces  res- 
pectives, et  l'on  aura 

P ^/?  =  X^.r  4- Y dL>' -h  Z Jz. 
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Si  maintenant  une  quelconque  d^entre  elles,  Y  par  exem- 
ple, est  négative,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  —  Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  estiniiëe  dans  le  sens  de  cette 
force  qui  est  contraire  au  premier  sera  —  Sy^  et  le  moment 
▼irtnel  sera  toujours  exprimé  par  Y  ^^  ;  de  sorte  que  Téqua- 
tien  précédente  est  générale,  en  considérant  de  la  manière 
ordinaire  les  signes  des  composantes,  ainsi  que  des  coor- 
données :  c'est  d'ailleurs  ce  que  Ton  trouverait  directement 
-en  projetant  sur  la  résultante  la  ligne  brisée  formée  par  djr, 
9jry  iz  et  la  vitesse  virtuelle. 

Si  les  axes  étaient  obliques,  TLdx  ne  serait  pas  le  mo- 
ment virtuel  de  la  force  X,  puisque  Sx  ne  serait  pas  la 
projection  de  la  vitesse  virtuelle  du  point  sur  la  direction 
de  X*,  il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes, 
et  Féquation  précédente  ne  subsisterait  plus. 

Remarque.  —  Cette  propriété  importante  que  le  mo- 
ment virtuel  de  la  résultante  de  forces  concourantes  est 
^al  à  la  somme  de  ceux  des  composantes,  s'étendraient  fa- 
cilement au  cas  des  forces  parallèles  qui  peuvent  être  re- 
^rdées  comme  limites  de  forces  concourantes.  On  recon- 
naîtrait d'abord  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  change 
pas  lorsqu'on  transporte  son  point  d'application  en  un 
point  quelconque  de  sa  direction,  lié  fixement  au  premier; 
^t  que,  dans  le  déplacement  in  fini  ment  petit  d'une  droite  de 
longueur  fixe,  les  vitesses  virtuelles  de  ses  extrémités,  es- 
timées suivant  sa  direction,  sont  égales  et  de  même  sens, 
au  second  ordre  près.  Cela  posé,  en  regardant  deux  forces 
parallèles,  appliquées  à  deux  points  donnés  comme  limites 
de  deux  forces  concourantes  passant  par  ces  mêmes  points, 
le  moment  virtuel  de  la  résultante  de  ces  dernières  étant 
(oojours  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ces  forces,  on  parvient 
sans  peine  à  la  même  conclusion  pour  la  résultante  de 
forces  parallèles. 

Mais  on  y  parvient  directement  en  observant  que  lors- 
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que  la  droite  qui  joint  les  points  d^applicaiioD  des  deux 
forces  parallèles  et  de  leur  résultante^  se  déplace  infiniment 
peu,  les  vitesses  virtuelles  de  ces  trois  points,  estimées  dans 
la  direction  de  cette  droite,  sont  égales  et  de  même  sens.  Et 
comme  la  résultante  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
composantes,  son  moment  virtuel  est  égal  à  la  somme  aU 
gèbnque  de  ceux  des  composantes, 

97.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fisc, 
nous  savons  quHl  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre^ 
que  la  résultante  soit  normale  à  cette  surface,  et  par  consé- 
quent que  VP^os/ix  soit  nulle  pour  toutes  les  directions 

situées  dans  le  plan  tangent.  On  aurait  donc  encore,  coinme 
dans  le  cas  précédent, 


2" 


m  cosp  =  o; 


mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  distance  de 
deux  positions  possibles  du  point,  puisque  rextrémitc  de 
la  ligne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 

Mais,  si  Ton  prend  sur  la  surface  même  un  point  situé  à 
une  distance  infiniment  petite  ds  du  premier,  la  direction 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  d^une  tangente 

quelconque  à  la  surface,  et  par  conséquent  VP  cosfA  est  in- 
finiment petit;  donc  ^Vds  cos^a  est  infiniment  petit  par 

rapport  à  ds\  et  par  conséquent,  dans  le  sens  ordinaire 
ou  Ton  entend  les  équations  infinitésimales,  on  a 

yp^jcosf*=:o. 

Donc,  dans  ce  nouveau  cas  d'équilibre,  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplace- 


CHAPITRE    VI.  lai 

mente  infiniment  petits,  compatibles  arec  les  conditions  de 
la  question  ;  et  réciproquement. 

98.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe, 
il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre,  que  la  résul- 
tante soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  à 
zéro.  D'où  Ton  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  S  s  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 
on  aura 

^'pJjCOS/Azn  o, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  II  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements des  points,  compatibles  av§c  les  conditions  aux- 
quelles il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la 
courbe,  nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non 
suffisant,  que  la  résultante  fût  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  donc  encore  lieu,  mais  ne 
suffiraient  plus.  La  somme  des  moments  virtuels  ne  se- 
rait plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  suivant 
des  droites  inclinées  au  plan  tangent,  quoique  ces  déplace- 
ments soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la  question. 
Elle  serait  égale  au  moment  delà  résultante;  or  celui-ci 
est  négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le  point  sur 
la  surface.  D'où  l'on  conclut  que,  dans  l'équilibre  d'un 
point  posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments  virtuels 
des  forces  est  nulle  quand  le  point  se  déplace  sur  la  sur- 
face, et  négative  pour  tous  les  autres  déplacements  qu'il 
peut  subir. 

90.  Si  nous  considérons  maintenant  les  diverses  ma- 
chines simples,  eu  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces 
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seulement,  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  conditioDs 
connues  conduisent  a  cette  proposition  générale  : 

Si  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  un  pareil  système, 
leurs  intensités  sont  réciproquement  proportionnelles  aux 
longueurs  obtenues  en  projetant  sur  leurs  directions  les 
espaces  qui  seraient  parcourus  par  leurs  points  d^ appli- 
cation^ si  ton  faisait  passer  géométriquement  le  sj'stème 
dans  une  position  infiniment  voisine,  en  satisfaisant  tou- 
jours aux  conditions  auxquelles  il  est  assujetti. 

Cette  proposition  peut  être  changée  dans  l'égalité  des 
produits  des  extrêmes  et  des  moyens.  Et  si  Ton  observe  que 
les  deux  projections  des  espaces  parcourus  sont  dirigées, 
Tune  dans  le  sens  de  la  force  et  l'autre  en  sensopposé;  que, 
de  plus,  on  convienne  de  prendre  la  première  comme  po- 
sitive, et  l'autre  comme  négative,  la  propriété  générale  de 
Véquilibre  des  machines  s'énoncera  ainsi  : 

Lorsque  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  une  machine 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les 
déplacements  infiniment  petits,  et  simultanément  possibles, 
de  leurs  points  d'application,  projetés  sur  leurs  directions 
respectives,  est  égale  à  zéro.  Et  réciproquement,  si  cela  a 
lieu  pour  tous  les  déplacements  possibles,  il  y  a  équilibre. 

La  même  proposition  s'étendrait  au  cas  où  les  forces  en 
équilibre  sur  la  machine  seraient  en  nombre  quelconque. 

• 

100.  Cas  d*un  système  rigide  quelconque. — Considérons 
maintenant  un  système  quelconque  de  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  ou,  en  d'autres  termes,  un 
corps  solide  quelconque  ]  ce  qui  comprendra  les  cas  par- 
ticuliers des  lignes  ou  des  surfaces  rigides,  que  nous  ne  trai- 
terons pas  à  part,  pour  ne  pas  trop  multiplier  les  détails. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre 
d'un  corps  solide  sont,  en  désignant  par  X>  Y,  Z  les  com- 
posantes positives  ou  négatives  de  la  force  appliquée  an 
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point  quelconque  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 
X,  X,  z. 

2X  =  0,       2Y=:0,       2Z  =  0, 

2{7Z-zY)=o,  2(zX-xZ)  =  o,    2(-^Y-«>'X)  =  ^' 

Il  s^agît  de  démontrer  que  ces  conditions  entraînent  celle 
que,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  du  système 
rigide,  la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  virtuels 
des  forces  appliquées,  soit  nulle,  et  réciproquement  :  con- 
dition qui,  diaprés  l'expression  générale  donnée  précédem- 
ment pour  le  moment  P 5;;,  s'exprimera  par  Téquation 

2(X^x  4-  Yfîtr  -*-  Z^z)  =  o, 

Jx,  ^y^  dz  désignant  les  variations  algébriques  des  coor- 
données rectangulaires  x^y,  z,  en  passant  de  la  position 
donnée  à  une  autre  voisine  quelconque,  si  le  corps  est  en- 
tièrement libre;  et  compatible  avec  ses  liaisons,  sMl  en 
existe.  Rappelons-nous,  pour  cela,  qu'en  géométrie  il -est 
démontré,  dans  la  théorie  des  déplacements  des  systèmes 
rigides,  que  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps 
solide  peut  être  regardé  comme  le  résultant  de  deux  autres  : 
l'un  de  translation^  par  lequel  un  point  quelconque,  con- 
sidéré comme  lié  au  système,  passera  de  sa  première  à  sa 
seconde  position  ;  l'autre  de  rotation  autour  de  ce  point,  et 
qui  peut  être  remplacé  par  trois  autres  effectués  successive- 
ment autour  de  trois  axes  passant  par  ce  point,  en  partant 
toujours  de  la  position  occupée  par  le  corps  après  la  trans- 
lation. Les  sommes  algébriques  des  variations  des  coordon- 
nées de  chaque  point  dans  ces  divers  mouvements,  seront, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre ,  les 
accroissements  ix^  dy^  dz,  relatifs  au  passage  de  la  première 
position  du  corps  à  la  seconde. 
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Le  point  dont  le  déplacement  constitue  la  translation  du 
système  étant  arbitraire,  nous  choisirons  pour  cela  lori- 
gine  A  des  coordonnées,  et  nous  désignerons  par  a,  &,  c, 
les  composantes  de  son  déplacement. 

Soient  a^  6,  y  les  rotations  infiniment  petites  qu'il  faut 
opérer  autour  des  axes  des  Xy  y,  z^  supposés  rectangu- 
laires, pour  obtenir,  comme  nous  Pavons  dit,  la  nouTcile 
position  du  corps  \  ces  quantités,  considérées  comme  entiè- 
rement indépendantes,  correspondront  à  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  du  point  fixe.  Si  le  corps  n^était  pas 
entièrement  libre,  il  ne  pourrait  prendre  toutes  les  posi- 
tions, et  a,  6,  y  ne  seraient  plus  entièrement  arbitraires; 
et  il  en  serait  de  même  de  a^  b^  c\  mais  nous  supposerons 
d'abord  que  le  système  ne  soit  nullement  gèpé  dans  ses 
déplacements,  et  puisse  être  transporté  dans  une  position 
quelconque. 

Cela  posé,  la  rotation  a  autour  de  Taxe  AX  fera  varier 
les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  quelconque,  des  qaan* 
tités  respectives  o,  —  az,  H-  ^y^^  •  •  •  Désignant  ces  varia- 
tions partielles  par  la  caractéristique  d| ,  nous  aurousdonc 

^,j:=:o,     ^i/= — as,.    ^xZ=zajr, 

Désignant  de  même  par  c^i,  $t  les  variations  provenant  des 
rotations  o,  y^  nous  aurons,  en  changeant  les  lettres  x,  /,  t 
les  unes  dans  les  autres  suivant  la  loi,  plusieurs  fois  rap- 
pelée, 

i^y  =  o,     ^i«  =  —  6  j:,     ^i  j:  =  €z  , 

On  aura  donc,  d'après  ce  qui  précède, 

Sx  z=  a  -^^z  —  7/, 
iy  z=z  b  -^  'fx — OLZy 
9 1  z=z  c  '■\'  oLjr  —  6x, 
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et  par  suite 

=  ^(aX  ^  bY  -^  cZ) 

-h  2[X  {«2  —  77)  4-  Y  (7^  —  az)  H-  Z  (ay  —  €a:)], 

ou^  en  réunissant  les  cofficîents  des  mêmes  indéterminées, 
^^a'^X^b'^Y^cJ^Z 

Or  si  le  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  de  a,  b^c^a^S^y 

sont  nuls  (n**  56)  ;  et  par  conséquent  ^'(X  Sx-hYSj-^Zdz) 

est  nul  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de  ce 
corps.  Réciproquement,  si  celte  dernière  condition  a  lieu, 
il  faut  que  le  second  membre  soit  nul,  quels  que  soient 
a,  6,  c,  a,  Sf  y\  ce  qui  exige  que  leurs  coefficients  soient 
nuls  séparément  :  d^où  résultent  les  six  équations  connues 
de  Téquilibre.  On  conclut  de  là  que  : 

Pour  qu'un  système  rigide  libre  ^  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que,  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de  ce 
système,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  soit 
égale  à  zéro. 

101.  Remarque,  —  Si  un  système  de  forces  appliquées 
à  un  corps  solide  libre  n'est  pas  en  équilibre,  mais  peut  se 
réduire  à  une  force  unique,  le  moment  virtuel  de  cette  ré^ 
sultante  sera  égal  à  la  somme  de  ceux  des  composantes. 
Car  il  y  aurait  équilibre  en  introduisant  une  force  égale  et 
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opposée  à  la  résultante  ;  la  somme  des  moments  serait  donc 
nulle  :  et  comme  celui  de  la  force  introduite  est  égal  et  de 
signe  contraire  à  celui  de  la  résultante,  il  s^ensuit  que  ce 
dernier  est  égal  à  la  somme  de  ceux  des  forces  données. 

1Q2,  Considérons  maintenant  un  corps  solide  qui  ne  soit 
pas  entièrement  libre,  et  dont  certains  points  soient,  ou 
fixes,  ou  assujettis  à  rester  sur  des  lignes  ou  des  surfaces 
fixes  ]  et  supposons  des  forces  en  équilibre  sur  un  pareil 
système.  Les  surfaces  ou  lignes  fixes  ne  pourront  produire 
que  des  forces  qui  leur  seront  normales^  et  les  points  fixes 
pourront  en  produire  dans  des  directions  quelconques.  Or, 
si  Ton  introduisait  ces  différentes  forces  inconnues,  Téqiii- 
libre  aurait  lieu  entre  elles  et  les  proposées ,  en  supposant 
ce  système  entièrement  libre  ^  et,  par  conséquent,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme  des  mo- 
ments virtuels,  tant  des  forces  données  que  des  nouvelles 
forces  introduites,  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
possibles  du  système  considéré  comme  libre. 

Mais  si  Ton  choisit  seulement  les  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons  données,  les  moments  virtuels  seront 
évidemment  nuls  pour  chacune  des  forces  inconnues,  et 
par  conséquent  : 

La  somme  des  moments  virtuels  des  forces  données 
sera  nulle  pour  tous  les  déplacements  du  corps  qui  sont 
compatibles  avec  ses  liaisons. 

Réciproquement,  si  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces  dotinées  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  com- 
patibles avec  les  liaisons,  le  système  sera  en  équilibre. 

Eln  effet,  supposons  qu'il  n'y  soit  pas  et  que  sous  Taction 
de  ces  forces  il  prenne  un  certain  déplacement.  On  pourra, 
en  introduisant  de  nouvelles  liaisons,  sHl  est  nécessaire, 
rendre  ce  seul  déplacement  possible,  par  exemple  en  fixant 
les  courbes  décrites  par  les  différents  points,  et  assajettis* 
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saat  ces  points  à  ne  pas  les  quitter.  Ces  nouvelles  liaisons 
n'empêcheront  pas  le  déplacement  d^avoîr  lieu  ;  et  par  con- 
séquent, dans  la  supposition  où  nous  nous  sommes  places* 
il  faut  admettre  que  les  forces  données  ne  seront  pas  en 
équilibre,  malgré  Tintroduction  de  ces  nouvelles  liaisons. 
Or,  si  cela  est,  on  pourra  introduire  une  force  qui  mettra 
le  système  en  équilibre  ;  car  il  suffira  de  la  faire  agir  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  un  quelconque  des 
points,  en  sens  contraire  du  déplacement  de  ce  point,  et 
avec  une  intensité  égale  à  celle  que  produirait  un  obstacle 
fixe  opposé  en  ce  point  sur  la  courbe.  Mais  Téquilibre  ayant 
liea,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  données 
et  de  cette  dernière  devrait  être  nulle,  pour  le  déplacement 
en  question^  et  comme  le  moment  de  la  dernière  force 
n'est  pas  nul,  puisque  le  déplacement  est  dans  sa  direction 
même,  la  somme  des  moments  des  forces  données  ne  serait 
pas  nulle:  ce  qui  serait  contraire  à  Thypothèse.  Il  ne  peut 
donc  y  avoir  aucun  déplacement  si  la  somme  des  moments 
des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Lorsquun  corps  solide  rCest  pas  entièrement  libre,  il 
est  nécessaire  et  suffisant,  pour  qu^ il  soit  en  équilibre ,  que 
la  somme  algébrique  des  moments  ^virtuels  des  foires  qui 
y  sont  appliquées,  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  a\fec  les  liaisons  données. 

Remarque.  —  Le  cas  d'une  droite  rigide  dont  les  diffé- 
rents points  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques, 
rentre  dans  le  cas  général|qui  vient  d'être  traité,  et  par  con- 
séquent les  mêmes  conclusions  s'y  appliquent.  Rien  ne 
serait  plus  facile  d'ailleurs  que  de  le  traiter  directement. 
On  commencerait  par  remplacer  toute  force  appliquée  en 
un  point  quelconque  de  la  droite  par  deux  autres  paral- 
lèles, appliquées  à  ses  extrémités,  ce  qui  n^altérerait  pas  la 
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somme  des  moments  virtuels.  La  démonstration  s*achère* 
rait  alors  sans  difficulté,  puisque  ces  deux  forces,  en  y  com- 
prenant les  résistances  des  surfaces  ou  lignes,  s'il  y  en  a, 
devront  être  égalés  et  directement  opposées. 

103.  Exemple  (Vun  système  flexible,  —  Considérons 
maintenant  un  fil  flexible  et  inextensible,  assujetti  à  passer 
par  un  point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser. 

Nous  avons  vu  qu'un  fil  qui  n'éprouve  que  des  résis- 
tances normales  en  tous  ses  points,  excepté  à  ses  deux  extré- 
mités^ a  partout  la  même  tension,  et  que  par  conséquent 
les. deux  forces  qui  y  sont  en  équilibre,  sont  égales  et  ten- 
dent à  le  mouvoir  en  sens  contraire. 

Ce  cas  général  renferme  celui  ou  le  fil  passe  sur  des  sur- 
faces qui  ne  produisent  aucun  frottement,  ou  dans  des 
anneaux,  ou  par  des  points  fixes  :  et,  dans  la  réalité,  ces 
deux  derniers  cas  rentrent  dans  le  premier.  Ainsi ,  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  les  deux  forces  en  équilibre  sur 
le  fil  sont  égales  et  tirent  le  fil  en  sens  contraires. 

Or  la  liaison  des  deux  points  extrêmes  où  sont  appli- 
quées les  forces  consiste  en  ce  que  le  fil  soit  toujours  tendu, 
sans  quoi  il  n'y  aurait  aucune  action  transmise  par  lui,  et 
aucune  liaison  entre  les  deux  extrémités.  Nous  prendrons 
donc  comme  condition  des  déplacements  virtuels,  que  la 
somme  des  distances  des  deux  points  extrêmes  du  fU  au 
point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser  soit  constante. 

En  entendant  de  cette  manière  la  liaison  des  deux  points 
extrêmes,  les  projections  des  deux  parties  du  fil  sur  leurs 
directions  avant  le  déplacement  virtuel,  donneront  donc 
aussi  la  même  somme,  aux  infiniment  petits  du  second  or* 
dre  près-,  et  par  conséquent  les  projections  des  déplace- 
ments virtuels  des  extrémités  sur  ces  mêmes  directions, 
seront  égales,  en  négligeant  les  infinimetit  petits  du  second 
ordre,  et  de  plus  seront  dirigées  d'une  manière  diiTérente 
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par  rapport  aux  deux  forces.  D*où  il  suit  que  la  somme  des 
moments  vîrtuels  de  ces  forces  sera  nulle,  pour  tout  dépla* 
cemem  compatible  avec  les  liaisons. 

Rcciproquemeut,  si  cette  dernière  condition  était  rem- 
plie, les  forces  seraient  égales  et  tendraient  à  faire  mouvoir 
le  fil  en  sens  contraire^  il  y  aurait  donc  équilibre. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'ap- 
plique au  cas  où  le  fil  passerait  par  plusieurs  points  fixes, 
et  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes. 

BÊHOIVSTAATION    GÉNÉRALE    ntJ    PRINCIPE    DES    VITESSES 

VIRTUELLES. 

10 i.  Nous  commencerons  par  définir  avec  précision  le 
système  sur  lequel  les  forces  données  sont  en  équilibre. 

Ce  système  peut  être  composé  de  parties  rigides  d'une 
étendue  finie,  ou  corps  solides,  el  de  points  sans  étendue 
sensible.  Ces  points,  ou  des  points  particuliers  des  solides, 
peuvent  être  liés  les  uns  aux  autres  par  des  droites  inflexi- 
bles et  inextensibles,  ou  par  des  fils  flexibles;  ils  peuvent 
être  assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes 
ou  mobiles,  sans  résistance  tangentielle.  Les  corps  faisant 
partie  du  système  peuvent  toucher  et  presser,  suivant  la  di- 
rection de  la  normale  commune,  d'autres  corps  mobiles  et 
faisant  aussi  partie  du  système,  ou  bien  des  corps  fixes.  En- 
fin les  surfaces  de  corps  appartenant  au  système  peuvent 
être  assujetties  à  passer  par  des  points  fixes,  sur  lesquels 
elles  peuvent  librement  glisser. 

Cela  posé,  des  forces  quelconques  étant  supposées  appli- 
quées à  des  points  d'un  pareil  système,  il  s'agit  de  démon- 
trer que,  pour  tout  déplacement  virtuel,  c'est-à-dire  com- 
patible avec  les  liaisons,  la  somme  des  moments  virtuels 
infiniment  petits  est  égale  à  zéro-,  et  réciproquement. 
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Soit  M  un  point  quelconque,  auquel  sont  appliquées  de» 

forces  données  P,  Q,  H Soient  F,  F', . . .  des  actions 

eicercées  sur  M  par  d'autres  points  M,  M', .  •  •  ^^  système 
et  dirigées  suivant  mm\  mtn^\ ...  ;  ces  forces  seront  incon* 
nues  si  elles  proviennent  de  la  liaison  des  points  par  des 
droites  de  [longueur  constante^  mais  si  ce  sont  des  actions 
mutuelles  dont  la  loi  soit  donnée,  elles  pourront  s'exprimer 
en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points,  et  nous  les  regar- 
derons comme  renfermées  dans  les  forces  P,  Q,  R.  Enfin^ 
soit  N  la  force  normale  produite  sur  le  point  M  par  la  ré- 
sistance d'une  surface  fixe  ou  mobile,  sur  laquelle  il  soit 
obligé  de  rester.  En  introduisant  toutes  ces  forces,  le  point 
M  pourra  être  considéré  comme  libre;  et  s'il  est  en  équi- 
libre, la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle,  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit,  et  par  conséquent  pour 
tous  ceux  qui  seront  compatibles  avec  les  liaisons  données. 
En  entendant  ainsi  ces  déplacements^  on  aura 


la  caractéristique  ii  désignant  la  variation  correspondante 
au  déplacement  du  point  m  seulement. 

On  aura  des  équations  analogues  pour  chacun  des  autres 
points.  Considérons  ceux  qui  fournissent  des  termes  dans 
Téquation  (t).  Dans  l'équation  relative  au  point  /n',  le 
terme  introduit  par  Taction  de  m  sera  F^i  (mm*)^  $^  dési* 
gnant  la  variation  relative  au  déplacement  de  rnf  seul,  m 
restant  fixe.  De  sorte  que,  par  l'addition  de  l'équation  (i) 
et  de  cette  seconde,  les  deux  termes  renfermant  F  se  rédui- 
ront à  F^(mm'),  d  désignant  la  variation  de*  la  distance 
mm' quand  les  deux  extrémités  se- déplacent  pouf  parve- 
nir aux  positions  qu'elles  doivent  avoir,  après  le  déplace* 
ment  virtuel  donné  au  système  entier.  Or,  d'après  l'hypo- 
thèse, mm'  a  une  valeur  constante-,  donc  i{mm')  est  nul. 
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et  la  force  F  n'entrera  pas  dans  Téquation  résultant  de 
Taddition. 

Nous  n'arons  fait  ici  aucune  distinction  enVte  une  tige 
inflexible  et  un  fil  flexible  restant  rectiligne  et  de  longueur 
contante.  Mais  s*il  s'agissait  d'un  fil  passant  par  un  point 
fixe  sur  lequel  il  pourrait  glisser,  ou  qui  pourrait  glisser* 
sur  lui,  les  deux  parties  recti lignes  ne  seraient  plus  con- 
stantes, mais  leur  somme  le  serait.  Les  projections  des  es- 
paces parcourus  par  les  deux  extrémités  sur  les  directions 
respectives  des  fils,  seraient  encore  égales,  ainsi  que  les 
deux  forces  provenant  de  la  résistance  du  fil  :  leurs  mo- 
ments virtuels  seraient  encore  égaux  et  de  signe  contraire, 
et  disparaîtraient  encore  dans  l'addition  des  équations. 

Supposant  donc  qu'on  ait  ajouté  le^  équations  analogues 
à  (i)  et  relatives  à  tous  les  points  du  système,  toutes  les 
forces  F,  F'  auront  disparu.  Voyons  ce  que  deviennent  les 
moments  qui  proviennent  des  forces  N. 

Si  la  surface  qui  produit  la  force  normale  N  est  fixe,  le 
déplacement  du  point  d'application  s'effectuant  sur  cette 
surface  même,  dn  sera  nul,  le  moment  Ne^ra  sera  donc  nul  ; 
et  il  en  sera  de  même  de  tous  ceux  qui  proviendront  de  la 
résistance  de  surfaces  fixes. 

Si  la  surface  pst  mobile,  dn  ne  sera  plus  nul,  et  le^mo- 
ment  N  J/i  restera  dans  Téquation  (i).  Mais  le  point  exerce 
sur  la  surface  une  réaction  égale  et  opposée,  dont  le  mo- 
ment virtuel  serait  par  conséquent  *--N(^/}.  Or  le  corps 
solide  dont  la  surface  produit  la  force  N  doit  être  en  équi- 
libre au  moyen  de  toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont 
appliquées^  et  parmi  lesquelles  il  faut  compter  la  réaction 
du  point.  Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précé* 
deitiment,  la  somme  des  moments  virtuels  de  toutes  ces 
forces  est  nulle,  et  dans  cette  équation  se  trouvera  le  terme 
—  N  d/2  ;  de  sorte  que,  dans  la  somme  des  équations,  les  deux 
t^rmefr  renfermant  N  se  détruiront,  et  cette  force  inconnue 

9- 
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disparaîtra.  Il  en  serait  de  même  pour  toas  les  points  as- 
sujettis à  rester  sur  des  surfaces  mobiles.  Enfin,  il  peut 
arriver  qu'un  des  corps  du  système  soit  en  contact  avec  un 
autre,  d'où  résultent  des  pressions  normales,  égales  et  op- 
posées. Nous  prendrons,  dans  ce  cas,  comme  condition,  que 
les  deux  surfaces  restent  tangentes  après  leur  déplacement. 
Alors  le  plan  tangent  commun  ne  pouvant  s*incliner  que 
d'un  angle  infiniment  petit  sur  sa  première  position,  les 
deux  points  en  contact  peuvent  être  considérés  après  leur 
séparation  comme  étant  à  une  même  distance  du  premier 
jpiam  tangent:  distancequi  devient  nulle  si  l'une  des  surfaces 
est  fixe.  Le  déplacement  virtuel  des  deux  points  donne  donc 
une  projection  égale  sur  la  normale  commune,  et  par  con- 
séquent les  deux  moments  virtuels  des  forces  de  pression 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  ou  nuls,  et  disparaissent 
dans  la  somme. 

La  même  conséquence  s'applique  au  cas  où  la  surface 
de  Tun  des  corps  serait  assujettie  à  passer  par  des  points 
fixes  sur  lesquels  elle  pourrait  librement  glisser.  Car  ces 
points  peuvent  être  considérés  comme  des  surfaces  infini- 
ment petites,  auxquelles  la  surface  du  corps  serait  assujettie 
à  être  tangente. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que,  dans  la  sonune  des 
premiers  membres  des  équations  fournies  par  Téquilibre 
des  diverses  parties  du  système,  il  ne  reste  que  les  mo- 
ments virtuels  des  forces  données,  ou  des  forces  mutuelles 
exercées  par  les  points  les  uns  sur  les  autres,  suivant  des 
lois  données. 

Désignant  ces  diverses  forces  sous  le  nom  de  forces  exté- 
Heures^  pour  les  distinguer  des  forces  inconnues  provenant 
des  liaisons,  et  que  nous  appellerons  intérieut^eSj  les  con- 
séquences précédentes  conduisent  à  cette  proposition  gé- 
nérale : 

Lorsqu'un  système  assujetti  à  des  liaisons  quelconques, 
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du  genre  de  celles  que  nous  avions  définies^  est  en  équi- 
libre^ sous  r  action  de  forces  extérieures  quelconques  y  la 
somme  des  moments  virtuels  de  ces  forces  est  nulle  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit  compatible  avec  les 
liaisons  du  système, 

i05.  Réciproque.  —  La  réciproque  de  celte  proposition 
est  vraie,  c'est-à-dire  que  si,  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme 
des  moments  virtuels  est  nulle,  le  système  est  en  équilibre. 
En  effelj  s'il  n'y  était  pas,  il  prendrait  un  déplacement 
déterminé,  et  chaque  point  décrirait  une  certaine  ligne,  en 
vertu  des  forces  données  et  des  liaisons.  Quelles  que  soient 
ces  lignes,  on  ne  changera  rien  au  déplacement  en  intro- 
duisant de  nouvelles  liaisons  qui  ne  permettraient  au  sys- 
tème que  de  prendre  celui-là  même  qu'il  prend,  de  telle 
sorte  que  le  déplacement  d'un  seul  de  ses  points  déter- 
minerait celui  des  autres.  Ces   liaisons   étant   supposées 
introduites,  prenons  le  déplacement  virtuel    suivant   ce 
déplacement,  devenu  seul  possible.  Pour  ce  déplacement, 
par  hypothèse,  la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle, 
c'est-à-dire  sera  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur 
au  premier  ;  et  le  premier  ordre  sera  déterminé  en  général 
par  le  déplacement  de  chaque  point.  Si  cependant,  dans 
un  cas  particulier,  quelques  points  décrivaient  dans  ce 
déplacement  des  espaces  infiniment  petits  par  rapport  aux 
autres,  ce  sont  ces    autres  qu'on    choisirait  pour  déter- 
miner le  premier  ordre.  Maintenant  considérons  un  des 
points,  correspondant  à  un  moment  virtuel  infiniment  petit 
du  premier  ordre;  et  empêchons  son  déplacement,   par 
eicemple  par  un  obstacle  placé  sur  la  ligne  qu'il  décrit,  et 
qui  produira  une  force  opposée  au  déplacement  qu'il  ten- 
dait à  prendre.  Le  point,  et  par  suite  le  système,  restera 
en  repos,  et  la  force  introduite  jointe  aux  forces  données 
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produira  Téquilibre.  Donc,  d*après  la  proposition  précé- 
dente, la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle  pour  le 
déplacement  dont  nous  venons  de  parler.  Mais  cela  est 
impossible,  puisque  le  moment  virtuel  de  la  force  intro- 
duite est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  que  la 
somme  des  autres  est  par  hypothèse  nulle,  ou  d^un  ordre 
supérieur  au  premier.  On  arrive  donc  a  une  contradktioo 
en  supposant  que  des  forces  ne  soient  pas  en  équilibre  sur 
un  système  pour  lequel  la  somme  des  moments  virtuels  est 
nulle,  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  compa- 
tibles avec  les  liaisons. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  général  : 

Lorsqiiun  système  de  points^  soit  Libres,  soit  assujettis 
à  des  liaisons  quelconques,  telles  que  nous  les  avons  défi- 
nies, est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  il  est  néceS' 
saire  et  suffisant,  pour  quil  y  ait  équilibre^  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  extérieures  agissant  sur 
le  système,  soit  nulle  pour  tout  d^lacement  infiniment 
petit  compatible  avec  Les  liaisons, 

Ge%l  en  cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  le  principe 
des  vitesses  virtuelles. 

Remarques,  —  i^  En  supposant  toujours  les  conditions 
sous  lesquelles  nous  avons  démontré  ce  principe,  il  est  clair 
que  si  Ton  change  le  sens  de  toutes  les  forces,  il  y  aura 
encore  équilibre,  puisque  les  moments  virtuels  n'auront 
fait  que  changer  de  signes  a^  deux  systèmes  de  forces  ap» 
pliquées  à  des  points  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque, étant  dits  équivalents  relativement  à  un  sjS' 
terne  de  points,  lorsqu'ils  peuvent  se  remplacer  Tun  l'autre 
sur  ce  système,  il  résulte  du  principe  des  vitesses  virtnelles 
que  la  somme  des  mcmients  virtuels  de  deux  systèmes  équi- 
valents est  la  même,  puisqu'elle  est  égale  et  de  signe  con- 
traire à  celle  du  système  qui  est  ou  qui  serait  en  équilibre 
avec  l'un  ou  l'autre. 
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Réciproquement,  si  la  somme  des  moments  virtuels  de 
deux  systèmes  est  la  même,  ils  seront  équivalents,  car  cha- 
cun d'eux  ferait  équilibre  au  système  contraire  à  l'autre. 

106.  Pour  exprimer  le  principe  que  nous  venons  de 
démontrer  par  une  formule  algébrique,  désignons  parP,Q, 
R,...  les  intensités  des  diverses  forces  appliquées  aux  points 
du  système,  et  par  p,  ly,  r,,..  les  distances  de  ces  points  à 
des  points  fixes  pris  sur  les  directions  mêmes  de  toutes  les 
forces,  ou  sur  les  directions  contraires  :  la  condition  d'équi- 
libre sera  exprimée  par  l'équation 


(^) 


ou 


^P^/'^o, 


la  somme  ^  se  rapportant  à  toutes  les  forces  extérieures, 

c'e8t-à*<lire  à  celles  qui  ne  proviennent  pas  des  liaisons  du 
système. 

Si  l'on  remplace  chacune  des  forces  par  ses  composantes 
parallèles  aux  axes  X,  Y,  Z,  et  qu'on  se  rappelle  la  for- 
mule 

démontrée  générale  (n°  96),  en  tenant  compte  des  signes 
de  X,  Y,  Z,  x,  y^  xj,  l'équation  (a)  pourra  être  remplacée 
r  la  suivante  : 


(3)  ^[yi6j:^Y^y^Z$z)  =  o,  , 

Nous  allons  voir  comment  cette  équation  peut  donner 
les  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque. 

Supposons  d'abord,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que 
les  liaisons  du  système  puissent  être  exprimées  par  des 
équations  entre  les  coordonnées  de  ses  différents  points, 
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et  soient 

L  =  o,     L'  =r  Oy     L"  =  o, .  •  • , 

n  équations  données  entre  les  coordonnées  des  m  points 
qui  composent  le  système;  les  variations  de  ces  coordonuées 
satisferont  aux  équations 

!  dL   .  dL   .  dh  ^         dla  .  , 

€tx  djr  dz  dx' 

dV 

dl^\  , 


Si  l'on  tire  de  ces  n  équations  la  valeur  de  n  variations 
et  qu'on  les  reporte  dans  Téquation  (3),  elle  en  renfermera 
encore  3m  —  /i,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  El 
comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  dépla- 
cements qui  satisfont  aux  conditions  du  système,  elle  sera 
satisfaite^  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  ces  indétermi- 
nées; ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  chacune  d'elles 
soient  nuls  séparément.  On  aura  ainsi  3  m  —  n  équations, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre.  En  les  joignant 
aux  n  équations  données,  on  aura  un  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points  du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positions  d'un 
certain  nombre  de  points  d'application,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  certain  nombre  des  forces,  de 
manière  à  ce  que  l'équilibre  ait  lieu. 

L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (3) 
et  (4)  peut  s'effectuer  de  différentes  manières.  On  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  équations  (4)  et  les  substituer 
dans  l'équation  (3),  puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  des 
3m  —  n  restantes;  mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équa- 
tions (4)  par  des  facteurs  indéterminés  X,  X',  X^, . . .,  puis 
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les  ajouter  à  Tëquation  (3).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les 
coefficients  des  autres  variations.  On  voit  donc  qu'après 
avoir  ajouté  toutes  les  équations,  on  devra  annuler  séparé- 
ment les  coefficients  des  3m  variations;  n  de  ces  équations 
détermineront  X,  X',  X'',...,  et^  en  substituant  leurs  va- 
leurs dans  les  autres,  on  aura  les  conditions  d^équilibre  du 
système. 

i07.  L'avantage  de  cette  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaître  les- efforts  produits  par  les 
liaisons, /et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  équa- 
tions qui  expriment  ces  liaisons. 

En  effet,  les  3 m  équations  auxquelles  on  parvient,  sont 

tih  dV  dV 

__       ^  </L       -,  du         ,  d\j' 

Y  -f-  >  -7-  -f-  ^'  -  -  4-  X    — h  . .  .  =:  o, 

dx  df  djr 

^       ,  dJ.      ^,dV       ,„</L" 

z  -f-  X  -r-  +  V  -—  4-  r  ~;   -h ...  —  o, 

dz  dz  dz 

^  X'-f-X-T-, -f-V  v-^ -hX"  — r-h...=  o, 
dxr  dx'  dx 

Y'  4-  X  —,  -h  V  -~    4-  >."  -y-;   4-  .  .  .=  O, 

dy  dy'  dy 

,       ,  dL       ,,dV       ,„dV' 


Or  ces  équations  seraient  les  mêmes,  si  les  équations  L  =  o, 
L'=  o, . . .  n'existaient  pas,  c'est-à-dire  si  tous  les  points 
étaient  libres,  et  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force 
ayant  pour  composantes 

.  dl.       ^dL       ^dh       ^,  ^    _    . 
dx  dy  dz  dx 
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au  point  M' une  force  ayant  pour  composantes 
^5?"    ^d/'    ^5?'    ^  d^'"' 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  à  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considérant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  déri- 
vées de  la  fonction  L,  on  voit  que  celle  qui  est  appliquée 
en  M  est  normale  à  la  surface  dont  Téquation  serait  L  =  o, 
en  ne  regardant  que  x,  ^,  z  comme  variables.  Celle  qui 
est  appliquée  en  M' est  normale  à  la  surface  dont  Téquation 
serait  L  =  o,  mais  dans  laquelle  x\y\  z*  seraient  seules 
variables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  Téquation  L  =  o  peut  se 
dire  de  toutes  les  autres^  et  dès  qu'on  aura  déterminé, 
comme  nous  l'avons  dit,  les  valeurs  de  ^,  V,  V^ . .  . ,  on 
connaîtra  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dont  les 
diverses  liaisons  tiennent  la  place,  et  qui,  réciproquement, 
pourraient  remplacer  ces  liaisons. 

CAS    ou    L,    L^ .  .  .     NE    DÉPENDENT   PAS   SEULEMENT 

DES    COORDONNÉES. 

108.  Nous  avons  supposé  que  les  équations  L  =  o,  • .  • , 
qui  expriment  les  liaisons  des  points  du  système,  ne  ren- 
fermaient de  variables  que  les  coordonnées  de  ces  points, 
de  quelque  nature  qu  elles  soient.  Mais  il  pourrait  arriver 
que  les  équations  de  condition  fussent  d'une  autre  forme, 
même  quand  elles  seraient  réductibles  à  celles-là;  et  il  est 
possible  aussi  qu'elles  n'y  soient  pas  réductibles. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons  que 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  /,  z,  soit  assujetti  à 
rester  sur  une  surface  engendrée  par  une  courbe  mobile 
dont  les  deux  équations  sont 

F(jr,/,  z,  a)=0,     /(x,r>  «,  «)  =  o. 
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a  étant  un  paramètre  variable  qui  détermine  chaque  géné- 
ratrice de  la  surface,  et  qu'il  faut  éliminer  entre  ces  deux 
équations  pour  avoir  celle  de  cette  surface. 

Si  Ton  faisait  l'élimination  de  a,  on  rentrerait  dajQs  le 
cas  précédent  \  mais  si  Ton  ne  peut  pas,  ou  si  Ton  ne  veut  pas 
la  faire,  on  peut  s'en  dispenser.  En  effet,  pour  passer  du 
point  donné  ^x^jy  z)  à  un  point  infiniment  voisin  sur  la 
surface,  il  faut  d'abord  augmenter  \a  qui  s'y  rapporte  d'une 
quantité  infiniment  petite  ia  pour  passer  à  une  géné- 
ratrice voisine,  et  changer  x,  y,  z  eu  x-f- Jx,  j-f- 5y, 
z  -f-  Jz,  en  exprimant  que  ces  nouvelles  coordonnées  sa- 
tisfont aux  équations  de  la  nouvelle  génératrice,  ce  qui 
donne,  en  retranchant  les  équations  deux  A  deux, 

^F  ^         dY  ^         d¥  ^        d¥  ^ 

— -  j^  -f-  — -  Jr  H — -  d z  -I-  --  tf <ï  ==  o , 
ax  dy  dz  da 

àf  ^  df  ^  df  ^         df  ^ 

ilx  dy  dz  da 

On  aurait  ainsi  deux  équations,  au  lieu  d'une,  entre  les  va- 
riations; mais  aussi  il  y  a  de  plus  la  variation  da,  ce  qui 
laisse  le  même  nombre  de  variations  arbitraires.  On  ren- 
trerait dans  le  premier  cas  en  éliminant  ia  entre  les  deux 
dernières  équations. 

109.  Donnons  maintenant  un  exemple  du  cas  où  les 
liaisons  ne  pourraient  être  exprimées  par  des  équations  où 
les  coordonnées  des  points  seraient  les  seules  variables. 

Supposons  que  certains  points  du  système  soumis  à  l'ac- 
tion des  forces  X,  Y,  Z;  X',  Y',  TJ\. .  .  soient  assujettis 
seulement  à  rester  sur  une  surface  de  forme  donnée,  entiè- 
rement libre,  sur  laquelle  ils  peuvent  glisser  en  tous  sens. 
L'équation  de  celte  surface,  par  rapport  à  des  axes  qui  lui 
seraient  invariablement  liés,  est  donnée,  et  on  l'obtiendra 
par  une  transformation  de  coordonnées,  rapportée  aux  axes 
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donnés.  On  aura  de  cette  manière  une  équation  entre  les 
coordonnées  x^j^  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et  six  paramètres  variables  avec  la  position  de  cette  surface, 
et  qui  seront  les  trois  coordonnées  a,  6,  c  du  point  pris 
pour  origine  des  axes  mobiles,  et  trois  angles  (f,  S,  i^  qui 
déterminent  leurs  directions. 
Soit 

F(a:,7-,  2,  tf,  ^,  c,  ç,  ©,  4»)z=o 

cette  équation .  Il  s'agît  de  trouver  les  relations  qui  en  ré- 
sultent entre  les  déplacements  virtuels  5x,  fy,  iz^  Jx', 
c^j'V**?  ^^^  points  assujettis  à  rester  sur  cette  surface,  dans 
toutes  les  positions  infiniment  voisines  de  celle  qui  corres- 
pond à  Téquilibre.  Or  les  coordonnées  x^y^  z^  après  être 
devenues  x  -^-dx^  j-i-  iy^  z  +  dz^  doivent  satisfaire  à 
Téquation  de  la  surface  dont  les  paramètres  sont  devenus 
a-+-âay  b  -f-cîft,...,  et  l'on  aura  par  conséquent,  en  re- 
tranchant les  deux  équations, 

rfF  ^         rfF  .  d¥  ^         dV  ^         d¥  ^,       rfF  . 

€Ut  dy  dz  da  do  de 

dF  d¥  .         dF 

On  aura  de  même,  pour  le  point  (x\  j\  z')y 

dF  dF  dF  dF'  dF' 

-—  Sx'  -^  -—sy  -h  —rdz'  +  -j-Sit-^  St-h...  =0, 

€ix'  djr  eiz  da  do 

j  dF'    dF'  ..^  ,    dF    dF 

en  entendant  que  -7—?  --7-  ne  difierent  de  -r-»  -rr  Q«c  P**" 

*        da       do  da     do  ^ 

le  changement  de  x^y^  z  en  x\  y\  z' . 

On  agirait  de  même  pour  tous  les  points  assujettis  à  res- 
ter sur  la  même  surface. 

Cela  posé,  soient  X,  \k^  v,...  les  divers  facteurs  par  les* 
quels  on  multipliera  ces  équations,  pour  les  ajouter  à  celle 
des  vitesses  virtuelles,  d'après  la  méthode  précédente  ;  en 
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égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations  dx,   ôy^  iz^ 
Sx' y» . . ,  Saj  d&, .  . . ,  on  aura  d*abord 

(6)  l  d¥  d¥  dF 


en  supposant  que  a:,  y,  z, . . .  n'entrent  pas  dans  d'autres 
équations,  sans  quoi  on  ajouterait  les  ternies  qui  en  pro- 
viendraient aux  précédents.  Et  Ton  aura  en  outre 

,  dF  dr  dF*' 

{ 7  )  {  .  dF  dF'  dF'' 


Les  équations  (6)  font  voir  que  les  forces  appliquées  aux 
points  X,  /,  z\  Jc'^  y,  z', . . .  doivent  être  normales  à  la 
surface  mobile  :  en  les  combinant  avec  les  équations  ('^), 
on  aurait,  par  Télimination  de  X,  |tx,  v, . . . ,  les  conditions  de 
Téquilibre  des  forces  appliquées  à  la  surface  mobile. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faudrait  faire 
dans  des  cas  plus  compliqués. 

REMARQUES    SUR    LES    FORCES    PRODUITES    PAR  LES    LIAISONS. 

HO.  Nous  avons  vu  (n®  107)  quelles  forces  pouvaient 
remplacer  les  liaisons  exprimées  par  les  équations  L  =  o, 
U  =  o,....  En  cliacun  des  points  auxquels  sont  appliquées 
les  forces  données,  celles  qui  proviennent  des  liaisons  don- 
neront une  résultante  égale  et  opposée  à  celle  des  forces 
données  ]  mais  il  ne  suffirait  pas  de  connaître  les  équations 
L=  o,. . .,  pour  déterminer  les  diverses  actions  exercées 
entre  les  liens  matériels  qui  unissent  les  points,  parce  que 
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les  mêmes  équations  peuvent  être  Feicpression  de  liaisons 
d'espèce  très-différente;  comme  aussi  les  mêmes  liaisons 
peuvent  s'exprimer  par  un  ensemble  d'équations  très-diffé- 
rentes, formant  un  système  équivalent.  On  ne  peut  donc 
cherclier  à  déterminer  les  diverses  réactions  exercées  dans 
les  appareils  qui  établissent  les  liaisons,  que  lorsque  ces 
appareils  sont  définis  dans  tous  leurs  détails,  et  qu'on  ne 
se  borne  pas  à  donner  les  équations  entre  les  coordonnées, 
qui  en  sont  la  conséquence. 

Si>  par  exemple,  un  point  est  lié  à  un  point  fixe  par  une 
tige  rigide,  on  aura  entre  les  coordonnées  x^y^  z  du  pre- 
mier et  les  coordonnées  a,  £,  c  dtl  second  Inéquation 

(:c  —  ay  -h  (7  -  h)^  4-  («  -  cY  =  l\ 

l  désignant  la  longueur  de  la  tige.  Mais  on  aurait  aussi  la 
même  équation  en  assujettissant  le  point  à  rester  sur  une 
sphère  matérielle  ayant  pour  rayon  /  et  pour  centre  le 
point  (a,  £,  c).  Cette  sphère  pourra  être  rendue  immobile 
en  fixant  trois  quelconques  de  ses  points,  et  l'on  voit  com- 
bien, dans  ces  différents  cas^  seront  différentes  toutes  les 
actions  partielles  exercées  dans  ces  divers  appareils,  et  qui 
cependant  donneront  toujours  au  point  mobile  une  résul-* 
tante  normale  à  la  sphère  déterminée  par  Féquation  précé- 
dente. Il  serait  superflu  d^insister  davantage  sur  un  point 
aussi  évident. 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  DU  PRINCIPE 
DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


il).  Les  auteurs  de  traités  de  mécanique  rationnelle  ont 
admis  jusqu'à  nous,  que  lorsque,  par  TeSet  de  ses  liaisons, 
un  point  ne  peut  se  déplacer  qu^en  restant  sur  une  courbe 
on  sur  une  surface  idéale  déterminée,  on  pouvait  supprimer 
ces  liaisons  en  dohnant  une  existence  réelle  au  lieu  pure- 
ment idéal  de  ses  déplacements  possibles,  et  assujettissant 
le  point  à  y  rester  arvcc  la  possibilité  de  s'y  déplacer  libre- 
ment. 

Nous  avons  pensé  que  ce  principe  ne  pouvait  être  admis, 
ni  de  lui-même,  ni  comme  résultat  de  rexpérîence.  Cer- 
tainement bien  des  formes  de  liaison  peuvent  donner  un 
même  lieu  pour  le  déplacement  géométrique  d*un  points 
mais  peuvent-elles  se  remplacer  dans  les  questions  qui  dé- 
pendent de  Taction  des  forces,  parce  qu'elles  le  peuvent  dans 
les  questions  de  géométrie?  Celte  confusion  des  sciences 
nous  a  paru  peu  philosophique^  et  nous  Tavons  rejetée. 
Quant  à  Texpérience,  elle  est  impropre  à  l'établissement 
d'un  principe  indépendant  de  la  forme  des  liaisons  qui  peut 
varier  k  l'infini,  et  que  l'on  ne  pouvait  vérifier  que  dans  un 
nombre  limité  de  cas. 

Mais  cette  proposition  si  générale,  et  si  commode  dans  les 
applications,  peut  être  établie,  bien  simplement,  au  moyen 
du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Elle  ne  sera  plus  un  prin- 
cipe, mais  un  corollaire  d*un  principe  qu'elle  servait  au- 
trefois à  établir. 
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Pour  reconnaître  la  vérité  de  celte  proposition,  il  suffit 
de  remarquer  que  tout  système  de  liaisons  qui  assujettiront 
un  point  aux  mêmes  déplacements  géométriques  possibles, 
donneront  lieu,  identiquement,  aux  mêmes  systèmes  de  vi- 
tesses virtuelles,  et  par  suite  aux  mêmes  équations  d'é- 
quilibre. 

Ainsi,  par  exemple,  si  les  deux  côtés  d'un  angle  constant 
sont  assujettis  à  rester  dans  un  plan  donné,  et  à  passer  par 
deux  points  fixes  sur  lesquels  ils  peuvent  glisser  librement, 
le  sommet  de  cet  angle  ne  pourra  que  se  mouvoir  sur  an 
arc  de  cercle  qui  n'a  aucune  existence  matérielle.  Si  main- 
tenant on  applique  des  forces  quelconques  à  ce  point,  il 
faudra,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  qu'elles  soient  détruites 
par  celles  que  les  deux  points  fixes  peuveol  produire  et  qui 
seront  normales  aux  côtés  qui  n'offrent,  par  hypothèse, 
aucune  résistance  dans  le  sens  de  leur  longueur.  La  résul- 
tante des  forces  données  doit  donc  être  égale  et  opposée  a 
celle-que  donneront  ces  deux  forces  normales.  Or,  leur  point 
de  rencontre  joint  au  sommet  de  l'angle  sera  un  diamètre 
du  cercle,  lieu  du  sommet  ;  il  faut  donc  que  la  résultante 
des  forces  soit  normale  à  l'arc  de  cercle,  lieu  géométrique 
du  sommet,  d'après  les  liaisons  données.  D'ailleurs,  cette 
résultante  peut  avoir  une  intensité  quelconque,  puisqu'elle 
peut  être  décomposée  en  deux  forces  qui  seront  détruites 
par  les  points  fixes  qui  sont  supposés  susceptibles  d'une  ré- 
sistance indéfinie. 

On  vérifie  ainsi,  que  l'on  arrive  aux  mêmes  conditions 
pour  l'équilibre  du  point,  que  si  l'on  avait  supprimé  les 
liaisons  données  et  qu'on  leur  eût  substitué  le  lieu  géomé- 
trique rendu  matériel,  en  assujettissant  le  point  à  ne  pas  le 
quitter. 
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PROPRIÉTÉ   DE    MAXIMUM    OU    DE   MINIMUM. 

il 2.  Lorsque  rcYpression  ^{X$x  -{-Yfy-hZdz)  sera 

la  variation  d'une  certaine  fonction  de  JT^j-çZ  5  j:',^'js'^.  . . 
traitées  comme  variables  indépendantes,  Téquaiion  donnée 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  montre  que,  dans  la 
position  d'équilibre,  celte  fonction  est,  en  général,  un 
maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quelconque,  compatible  avec  ses  liai- 
sons^ le  minimum  correspond  au  cas  de  Téquilibre  instable, 
et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais  cette  dis- 
cussion nous  écarterait  trop  de  notre  objet  et  nous  nous 
bornerons  à  cette  indication.  IVous  appliquerons  tout  à 
rheure  cette  proposition  au  cas  particulier  des  forces  pa- 
rallèles produites  par  la  pesanteur. 

113.  j4pplication  au  cas  de  forces  quelconques.  — 
Soient  P,  P', . . .  des  forces  en  équilibre  sur  un  système 
quelconque  ^  M,M', . . .  leurs  points  d'application.  Prenons 
à  partir  de  ces  points,  et  sur  la  direction  des  forces,  des  lon- 
gueurs finies  MN,  M' N',. . .  proportionnelles  à  ces  forces, 
et  désignons-les  par  p,  p', . . . ,  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

/i  =  /P,    p'=ziV\ 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce  que 
la  somme  p*  -f-  p'*  4-  •  •  •  ou  2^*  ^^^  ^"  maximum  ou  un 

minimum^  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre 
lorsque,  les  points  N,  N',. . .  restant  fixes,  les  points  M, 
M',. . .  subissent  un  déplacement  virtuel  quelconque, com- 
patible avec  les  liaisons  du  système. 

10 
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En  effet,  soient  L  (Jig.  i5)  une  position  infiniment  voisine 


que  peut  prendre  le  point  M  ;  H  sa  projection  sur  la  di- 
rection de  la  force  P;  ô  l'angle  PML;  faisons  ML=r, 
MH  =  ip. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 

déplacements  possibles  ^Pr  cos  6  =  o  ;  et,  par  conséquent, 

en  multipliant  tous  les  termes  par  X, 

(i)  \*/?rcosO  =  o,     ou      ypëpzzzQ^ 

équation  qui  équivaut  à 

Or  c'est  là  une  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante, 

pour  que  ^p'  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  poar 

tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  du 
système. 

Pour  reconnaître  si  réellement  5*^*  est  un  maximum  ou 

un  minimum,  calculons  exactement  son  accroissement.  Si 
nous  désignons  par  p^  la  valeur  ]NL  de  p  après  le  déplaee- 
ment  virtuel  arbitraire,  nous  aurons 

p]  =p*  —  2pr cosB  -f-  r*. 
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d^OÙ 

2^  î = 2^'  ~"  ^  2^''''''*®  +2'''- 

L'accroissement  de  2^'  ®^'  donc 

(3)  { 

Or,  si  Ton  avait  rigoureusement  Téquation  ^  Prcos6  =  o, 
oV/^*  se  réduirait  à^'"*  ^^^  ^st  essentiellement  positive, 

d'où  il  suivrait  que  ^P*  serait  toujours  minimum.  Maïs 
BOUS  avons  fait  remarquer,  dans  la  démonstration  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  que^'Prcosô  n'était  pas  gé- 
néralement nul,  mais  infiniment  petit  du  second  ordre;  et 
comme  ^ r*  est  du  même  ordre,  les  deux  parties  de  5  ^J>* 

sont  comparables,  et  Ton  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  le 
signe  du  résultat.  Cependant  on  peut  faire  quelques  re- 
marques importantes  à  cet  égard. 

Supposons  d'abord  que  ^'Prcosfi  soit  de  même  signe 

pour  tous  les  déplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer 
deux  cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
ront positifs,  et  par  conséquent  2^*  sera  un  minimum, 

quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  h,  depuis  zéro  jusqu'à 
riutini. 

S'il  est  positif,  la  première  partie  de  ^^p'  sera  négative; 

10. 
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et  comme  elle  varie  proportionnellement  à  Xr,  on  poarra 
donner  à  ce  rapport  une  valeur  assez  grande  pour  que  cette 

première  partie  l'emporte  sur  la  seconde  5!''*»  9"^'  que  soit 

le  déplacement  virtuel ,  et  cela  aura  lieu  depuis  cette 
valeur  de  k  jusqu'à   Tinfini  :   dans   toute  cette  étendue, 

^/g*  sera  maximum.  II  pourra  arriver  qu'entre  celle  li- 
mite inférieure  de  k,  et  une  autre  valeur  plus  petite,  la 
première  partie  de  (3)  soit  tantôt  supérieure,  tantôt  infé- 
rieure à  la  seconde;  entre  ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

Mais  ce  qui  est  très-remarquable,  c'est  que,  dans  tous  les 

cas,  et  lors  même  que  7^P/'  cos6  n'a  pas  le  même  signe  pour 

tous  les  déplacements  virtuels,  on  peut  donner  au  rapport/, 
et,  par  suite,  aux  longueurs  p^  p\. .  .^  des  valeurs  assez 
voisines  de  zéro,  pour  que  la  première  partie  de  (3)  soit 

incomparablement  plus  petite  que  ^r*  5  d'où  il  résulte 

que  y^*  sera  minimum,  puisque  son  accroissement  sera 

toujours  positif.  Cette  dernière  proposition  est  due  à 
M.  Gauss;  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  dépla- 
cement quelconque  :  c'est  celui  où  Ton  supposerait  qu'il  se 
réduirait  à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce  théorème  est 
renfermé  dans  la  proposition  précédente,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  d'Alembert,  dont  nous  parlerons  plus  tard. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement  dans 

le  voisinage  de  /r=  o,  que  ^p*  sera  nécessairement  un  mi- 
nimum ;  il  en  sera  ainsi  depuis  cette  limite  jusqu'à  une  cer- 
taine valeur  finie  de  A,  pour  laquelle  la  première  partie 
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de  à  y^y*  cessera  d'èlre  inférieure  à  la  seconde,  pour  tous 

les  déplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que  lorsque,  pour  une  valeur 

de  /r,  y^p*  sera  maximum^  il  suffirait  de  porter  les  quantités 

p  dans  le  sens  opposé,  pour  que  yp*  devint  minimum  :  car 

alors  cosd  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur,  et  les 

deux  parties  de  ^^p*  seraient  positives.  Il  y  aurait  donc 

minimum  en  considérant  cette  même  valeur  de  k  avec  le  sys- 
tème des  forces  égales  et  contraires  aux  premières,  et  qui 
seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

il4f.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  ce  qui  précède,  les 
conditions  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  arbitraires  rigoureusement  définies, 
et  sollicitées  par  des  forces  quelconques  ;  nous  avons  vu 
comment  les  équations  qui  déterminent  Téquilibre,  et  dont 
la  forme  doit  nécessairement  dépendre  du  mode  de  liaison 
des  points,  peuvent  être  renfermées  dans  une  seule  for- 
mule générale  qui  permet  dans  chaque  cas  de  former  les 
équations  particulières  qui  s'y  rapportent,  au  moyen  de 
simples  calculs  dont  la  marche  est  complètement  déter- 
minée. 

Après  avoir  ainsi  établi  les  principes  généraux  de  celte 
partie  importante  de  la  science  des  forces,  qui  traite  de 
leur  équilibre,  il  nous  reste  à  établir  ceux  qui  se  rappor- 
tent aux  déplacements  qu'elles  peuvent  produire.  Mais 
avant  d'entamer  cette  partie  beaucoup  plus  difficile  de  la 
science,  nous  croyons  convenable  d'appliquer  à  quelques 
questions  particulières  les  théories  de  la  première.  Nous 


i5o  DE  l'équilibre  des  fobces. 

les  choisirons  de  manière  à  ce  qu'elles  offrent  quelque 
milité  soit  dans  la  pratique,  soit  dans  les  théories  qui 
doivent  suivre,  et  que  Texécution  des  opérations  indiquées 
par  la  théorie  offre  un  nouvel  exemple  de  l'emploi  si  utile 
des  considérations  infinitésimales. 


CHAPITRE  VIIL 

APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES  AUX  FORCES 
PARALLÈLES  PRODUITES  PAR  LA  PESANTEUR. 


H5.  L'expérience  montre  que  tous  les  liquides,  dans 
Téta t  de  repos,  ont  leur  surface  extérieure  plane,  pourvu 
qu'elle  ait  une  étendue  assez  grande  pour  que  la  légère 
déformation,  qui  a  lieu  au  contact  des  corps  solides  qui  en 
forment  les  bords,  puisse  être  négligée.  Les  plans  qui  ter- 
minent les  liquides  en  repos  dans  un  même  lieu  sont  pa- 
rallèles; ils  ne  seraient  inclinés  les  uns  sur  les  autres  que 
si  leur  distance  devenait  considérable.  Nous  supposerons 
dans  tout  ce  qui  va  suivre  que  le  parallélisme  soit  parfait. 

Nous  leur  donnerons  la  dénomination  de  plans  horizon- 
taux, et  les  droites  perpendiculaires  à  ces  plans  s'appelle- 
ront des  verticales^  elles  auront  donc  toutes  une  même 
direction^  qu'on  appellera  la  verticale  du  lieu. 

Cela  posé,  l'observation  de  tous  les  instants  fait  voir 
que  tous  les  corps  abandonnés  à  eux-mêmes  sans  aucune 
impulsion,  tombent  suivant  la  verticale,  quand  on  peut  les 
garantir  de  toute  déviation  produite  par  l'air  environnant. 
S'ils  sont  retenus,  ils  exercent  sur  l'obstacle  une  pression 
verticale.  Si,  par  exemple,  un  corps  est  suspendu  par  un 
fil,  ce  (il  prend  une  direction  verticale,  et  si  Ton  rompt  ce 
fil,  sans  donner  aucune  impulsion  initiale  au  corps,  il 
tombe  suivant  le  prolongement  de  cette  droite.  De  plus, 
tant  que  ce  corps  est  soutenu,  le  fil  est  tendu  sans  inter- 
ruption; et  l'expérience  montre  que  cette  tension  est 
constante. 
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On  peut  donc  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicités 
par  une  force  dirigée  suivant  la  verticale,  etYcrsTintérieur 
de  la  terre,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d^une  ma- 
nière continue,  avec  une  intensité  constante,  sur  les  corps 
qui  restent  en  repos.  Nous  verrons  plus  tard  que  cette 
intensité  est  la  même  encore  pendant  le  déplacement.  La 
cause  de  ces  phénomènes  se  nomme  pesanteur  ou  gra* 
{filé.  La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la  mer,  étant 
à  peu  près  sphérique^  la  perpendiculaire  à  la  surface  des 
eaux  tranquilles  passe  sensiblement  par  le  centre  de  la 
terre  ;  et  change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la  posi- 
tion de  la  surface;  son  intensité  change  quand  on  s'éloigne 
ou  qu'on  s'approche  du  centre,  et  dans  le  même  rapport 
pour  tous  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue;  et  Ton  peut  regarder  les  verticales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  Ton 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres,  rela- 
tivement au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile 
d'établir  par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  c'est  indépendamment  de  toute  notion  sur  la 
figure  de  la  terre,  que  Ton  constate,  par  Texpérience,  le 
parallélisme  des  verticales  et  la  constance  de  la  pesanteur 
dans  une  étendue  beaucoup  plus  considérable  que  les  di- 
mensions des  corps  que  nous  avons  en  vue  de  considérer 
ici.  Nous  les  admettons  donc  comme  des  données  fournies 
par  des  expériences  directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  faire  le  même  effort 
pour  supporter  un  corps  entier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles on  le  divise;  et,  s'il  est  creux,  les  corps  que  l'on  y 
renfermera  exerceront  le  même  effort  que  s'ils  étaient  pla- 
cés à  Textérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  force 
comme  agissant  sur  toutes  les  parties  qui  composent  les 
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corps  ;  et  nous  en  verrons  une  confirmation  complète  dans 
leur  chute  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d^abord  qu'elles 
out  une  résultante  qui  leur  est  parallèle,  et  est  égale  à  leur 
somme;  on  l'appelle  le  poids  du  corps. 

En  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'application 
indépendant  de  la  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  par  la 
gravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité, 

H 6.  Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 
gène, les  volumes  égaux  ont  des  poids  égaux.  Si  la  matière 
de  deux  corps  homogènes  est  différente,  le  poids  est  généra- 
lement différent  pour  des  volumes  égaux.  On  appelle  poids 
spécifique  d'une  substance  homogène  le  poids  de  l'unité  de 
volume,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  rapport  du  poids 
d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  volume 
même.  Dans  les  Tables  que  Ton  a  formées,  on  rapporte  ces 
poids  spécifiques  à  celui  de  Teau  distillée,  prise  à  la  tempé- 
rature où  sa  densité  est  la  plus  grande,  et  qui  est  d'environ 
4  degrés  au-dessus  de  zéro:  quant  aux  autres  corps,  on  les 
suppose  pris  à  la  température  zéro.  Les  moyens  employés 
pour  la  formation  de  ces  Tables  se  rapportent  à  la  phy- 
sique, et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme.  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
que  pèse  un  centimètre  cube  de  ces  substances,  prises  à  la 
température  zéro. 

117.  Si  le  corps  n'est  pas  homogène,  le  poids  ne  sera 
plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idée  nette 
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de  ce  que  Ton  doit  entendre  par  poids  spécifique  d'une  sub- 
stance en  un  point  donné,  on  en  considérera  une  portion 
infiniment  petite  en  tous  sens,  dont  ce  point  fera  partie,  et 
Ton  prendra  le  rapport  de  son  poids  à  son  volume  ;  on  anra 
ainsi  son  poids  spécifique  moyen  *,  lorsque  ce  volume  tendra 
vers  zéro,  le  rapport  tendra  généralement  vers  une  limite, 
que  nous  appellerons  poids  spécifique  de  la  substance  en 
ce  point.  SI  la  nature  de  cette  substance  change  d'une  ma- 
nière continue,  le  poids  spécifique  sera  une  fonction  con* 
tinue  des  coordonnées  des  différents  points  \  et  si  cette  fonc- 
tion est  donnée,  ainsi  que  la  figure  du  corps,  on  peut  encore 
se  proposer  d'en  déterminer  le  centre  de  gravité.  On  voit, 
d'après  cette  définition,  qu'un  volume  infiniment  petit  du 
corps  aura  un  poids  qui  ne  diff*érera  que  d'une  quantité 
infiniment  petite,  par  rapport  à  lui-même,  du  produit  de 
ce  volume  par  le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque 
de  ses  points.  Cette  quantité  pouvant  être  négligée  sans 
erreur  dans  les  résultats  des  questions  qui  ne  dépendent 
que  des  limites  des  sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que 
le  poids  spécifique,  tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  abso- 
lument le  même  rôle  dans  le  cas  des  corps*non  homogènes 
.  que  le  poids  spécifique  défini  d'abord  dans  les  corps  homo- 
gènes ;  seulement,  il  ne  faut  l'appliquer  qu'à  des  volumes 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 

118.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'étendue  et 
ne  renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère 
néanmoins  comme  ayant  un  centre  de  gravité.  On  suppose 
alors  qu'elles  sont  soumises  à  l'action  de  forces  parallèles, 
qui,  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  donnent  des  résultantes 
égales  pour  des  parties  équivalentes;  et  l'on  donne  Finten- 
sité  de  cette  force  pour  l'unité  de  surface  ou  de  longueur. 
En  partant  de  celte  hypothèse,  et  considérant  toujours  la 
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surfaces  et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  géométrie, 
il  n*y  a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  centre  de 
ces  forces  parallèles,  qu  on  nomme,  par  analogie,  centre 
de  gra\^ité, 

SI  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équi- 
valentes, on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  en  tous  sens,  renfermant  ce  point, 
et  on  prendrait  le  rapport  de  la  résultante  de  cette  portion 
à  son  aire.  La  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée,  et  nous 
lui  donnerons,  par  analogie,  le  nom  de  poids  spécifique  de 
la  surface  en  ce  point ^  ce  poids  spécifique  sera  une  fonc- 
tion connue  des  coordonnées  des  points  de  la  surface,  et  le 
centre  des  forces  parallèles,  que  Ton  désignera  encore  sous 
le  nom  de  centre  de  grav^ité^  sera  entièrement  déterminé. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  d'une  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  égaux  ne  donneraient  pas  des  résul- 
tantes égales. 

119.  Les  corps  sont  réellement  composés  de  parties  très- 
petites,  séparées  les  unes  des  autres;  mais  il  n'y  a  aucun 
inconvénient  à  les  supposer  formés  d'une  matière  conti- 
nue; car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  de 
quantités  insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et 
il  n'en  peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les 
résultats. 

Lorsque  l'on  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gravité 
de  corps  en  nombre  fini,  le  théorème  des  moments  donne 
immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème. Si  l'on  désigne  par  P  un  quelconque  des  poids, 
par  Xyjr^  z  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et 
par  Xi,^i,  Zx  celles  du  centre  de  gravité  du  système,  on 
aura 

2Pa?  2P^  iVz 
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Ces  formules  subsistent,  quel  que  soit  le  nombre  de 
corps,  et  quelque  petits  qu'ils  soient  chacun.  S*ils  dimi- 
nuent indéfiniment,  et  que  leur  système  tende  vers  une 
certaine  limite,  les  limites  des  valeurs  de  Xi,j'i,Z|  seront 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  limite;  et 
leurs  valeurs  ne  seront  pas  altérées,  si  Ton  n^lige,  dans 
tous  les  termes  de  ces  sommes,  des  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  ces  termes  mêmes. 

DÉTERMINATION   DES    CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

120.  Lorsqu^un  corps  de  nature  quelconque  est  infini- 
ment petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravité  est  à 
une  distance  infiniment  petite  d^un  quelconque  des  points 
de  ce  corps;  car,  si  Ton  compose  successivement  toutes 
les  forces,  en  parlant  d'un  point  quelconque  du  corps,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  l'on  compose,  resteront  constamment  à  une  distance 
infiniment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  recherche 
préalable.  Il  suffira,  pour  cela,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  parce  qu^alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  infiniment  petite; 
car  on  n'altérera  qu^infiniment  peu  les  coordonnées  da 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments,  et,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  It 
limite  de  la  somme  des  moments  ne  sera  pas  altérée,  et  Ton 
peut  établir  cette  proposition  générale  : 

Le  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
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centre  de  grawité  à  un  plan  quelconque^  est  égal  à  la 
limite  de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de 
ses  éléments  infiniment  petits  en  tous  sens^  par  les  dis^ 
tances  d^un  quelconque  des  points  de  ces  éléments  res- 
pectifs, ou  d* autres  points  [infiniment  voisins ^  à  ce  même 
plan. 

Si  le  corps  est  homogène,  le  poids  d'une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  multiplié  par  le  poids  spé- 
cifique de  la  substance;  mais,  s^il  ne  Test  pas,  le  poids  d'un 
élément  sera  égal  à  son  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen,  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiniment  petit  de  Télément  par 
le  poids  spécifique  relatif  à  V\xa  quelconque  de  ses  points, 
ou  des  points  infiniment  voisins;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit au  poids  réel  de  l'élément,  il  n'en  résultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids,  et  de  leurs 
moments. 

Ces  propositions  peuvent  facilement  être  exprimées  par 
des  formules  infinitésimales. 

Désignons  par  p  la  fonction  de  x^y^  z  qui  représente  le 
poids  spécifique  en  un  point  quelconque  du  corps;  par  P 
son  poids  total  et  par  Xi,  /i,  z^  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité;  on  aura,  pour  déterminer  ces  quatre 
quantités,  les  équations  suivantes  : 


pdxdydzy 


Px,  :r=  I    I     j  pxdxdydz. 


-fff' 


P^»—  /    f    iPjdrdjrdz, 


fff' 


P  2,  =  /    1    l  pz  dxdfdi. 
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Les  trois  dernières  s^obtiennent  en  prenant  les  moments 
de  tous  les  éléments  du  corps  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés  rectangulaires. 

Les  intégrations  doivent  être  faites  dans  toute  Félendue 
du  corps.  Elles  se  simplifient  beaucoup  lorsque  le  corps 
est  homogène,  p  n'étant  plus  alors  qu'un  facteur  constant. 

Si  les  points  étaient  déterminés  par  des  coordonnées 
polaires  r,  0,  (p,  on  prendrait  toujours  les  moments  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  et  on  déterminerait 
encore  les  coordonnées  rectangulaires  X|,  ^i,  z^  du  centre 
de  gravité;  on  pourrait  ensuite  en  déduire  ses  coordonnées 
polaires  Tj,  0|,^|. 

Les  quatre  équations  précédentes  seraient  remplacées 
par  celles-ci 

P=  i  j    Çpr^sinBdBd^dr, 
Pj:,=  /    i    Ipr^sin^BcoS'^dQd^dr, 
Pj,  =  I    /   I pr^sïn^Bsin^dBd^dr, 


HîJ' 


Pz,  =  1    1    Ipr^ûn^cosBd^d'^dr. 


Les  intégrations  s'effectueront  dans  toute  l'étendue  du  corps 
suivant  les  règles  données  dans  le  calcul  intégral. 

On  obtiendrait  semblablemcnt  les  formules  relatives  aux 
centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  lignes.  Pour  ces  dé- 
tails et  les  applications  particulières  nous  renverrons  aux 
traités  spéciaux. 


DIVERSES    PROPRIÉTÉS    DES    CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

121 .  Propriété  de  maximum  et  de  minimum.  —  Pour 
traiter  cette  question  avec  toute  la  généralité  qu'elle  com- 
porte, il  faut  définir  avec  précision  ce  que  l'on  entend  par 
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le  centre  de  gravité  d'un  système  dont  la  forme  est  va- 
riable . 

Les  règles  que  nous  avons  données  pour  la  composition 
des  forces,  supposent  que  les  points  auxquels  elles  sont  ap- 
pliquées sont  liés  invariablement  entre  eux;  elles  ne  s'ap- 
pliqueraient pas  s'il  en  était  autrement,  et  des  forces 
parallèles  appliquées  à  un  système  non  rigide  ne  donne- 
raient ni  résultante,  ni  centre  des  forces;  la  pesanteur  ne 
donnerait  donc  pas  lieu  à  la  considération  d'un  centre  de 
gravité  pour  un  pareil  système,  et  une  seule  force  ne  pour- 
rait pas  remplacer  les  forces  données. 

Néanmoins,  en  considérant  que  des  propositions  impor- 
tantes qui  s'expriment  très-simplement  au  moyen  du  centre 
de  gravité  d'un  système  rigide,  auraient  un  énoncé  plus 
compliqué  dans  le  cas  d'un  système  variable,  tandis  que, 
par  une  légère  extension  de  déûnition,  un  seul  énoncé  suf- 
firait pour  tous  les  cas,  on  a  fait  ce  que  nous  avons  fait 
ressortir  tant  de  fois,  et  Ton  a  donné  la  définition  suivante 
du  centre  de  gravité  :  «  Le  centre  de  gravité  d'un  système 
»  rigide  pesant,  est  le  point  d'application  de  la  résultante 
))  des  forces  produites  par  la  pesanteur;  et,  lorsque  le  sys- 
»  lème  est  variable,  c'est  le  point  qui  serait  le  centre  de 
))  gravité  ainsi  conçu,  si  a  Tinsiant  que  Ton  considère  le 
)}  système  devenait  rigide,  avec  les  positions  relatives 
»  qu'ont  alors  tous  ses  points.   » 

122.  Cela  posé,  considérons  un  système  quelconque  de 
corps  pesants  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque; 
prenons  l'axe  des  z  vertical,  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur :  désignons  par  p  le  poids  spécifique  en  un  point 
quelconque  et  par  di^  l'élément  de  volume.  Les  trois  com- 
posantes de  la  force  appliquée  à  dv  auront  pour  valeurs 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =r — pd9j 
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elle  principe  des  vitesses  virtuelles  donnera  ^ Z 8z  =o, 

ou 

^jfdpSz  •=.  o, 

iz  étant  l' accroissement  que  le  déplacement  virtuel  du 
système  fait  prendre  au  z  Sxxn  point  de  réiément  infini- 
ment  petit  dont  le  poids  est  pdv. 

Or  pdv  dz  est  Taccroissement  que  subît  le  produit  2/7  Jk 

par  ce  déplacement,  et  par  conséque;nt  ^^pA/^g  est  lac- 

croissement  que  .prendra  j^zp  d\f»  L'équatlop  préicédente 

•  .  " 

devient  donc 

Mais  si  Ton  désigne  par  P  le  poids  total  du  système  et 
par  Z|  le  z  du  centre  de  gravité,  on  aura 

et,  par  suite,  •     •         '     • 

^Pz,  =  0, 

r  t    _ 

ou  simplement 

ÙZ^  z=  O. 

Les  variations  désignées  par  i  se  rapportent  à  loas  les 
déplacements  virtuels  de^  points^du  systèiAe,  compatibles 
avec  leurs  liaisons  entendues  avec  la  généralité  que  com- 
porte le  principe  des  vitesses  virtuelles;  et  z^  est  lordonDi^ 
du  centre  de  gravité  entendu  comme  nous  Pavons  indiqué 
précédemment. 

On  peut  donc  dire  qu'en  général  z^  est  maximam  oq 
minimum  ;  ce  qui  donne  cette  proposition  remarquable  : 

Lorsque  un  système  de  points  pesants,  assujettis  à  des 
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liaisons  quelconques  est  en  éqwlibre,  son  centre  rie  gra^ 
vite  est  généralement  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 

123.  autres  propriétés.  —  Soît  un  nombre  quelconque 
de  corps  ayan  t  respectivement  pour  poids  p^  p\p'\...  et  don  t 
les  centres  de  gravité  respectifs  soient  distants  du  centre  de 
gravité  de  leur  système,  de  quantités  p,  p',  p^\ ...  ;  prenons 
ce  centre  pour  le  point  de  rencontre  de  trois  axes  rectangu- 
laires avec  lesquels  les  lignes  p,  p',  p", . .  .  font  les  angles  a, 
6,  y,  a',  S',  y',. , . .  Le  théorème  des  moments  donnera,  rela- 
tivement aux  trois  plans  coordonnés, 

^pp  ces  a  =  o,      y/?p  cosS  =  o,      ^,pp  COS7  ^=  o. 

Donc  il  y  aurait  équilibre  entre  des  forces  appliquées  à 
un  point  situé  à  l'origine^  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité 
du  système,  dirigées  suivant  les  droites  p,  p', . . . ,  et  pro" 
portionnelles  aux  produits  pc^  p'p''  L^  réciproque  est 
évidente. 

Si  les  poids  ^,  p\.,>  sont  égaux,  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  égaux  qui  le  composent. 

i2i.  Si  maintenant  on  ajoute  les  carrés  des  premiers 
membres  des  équations  (i),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
Tangle  des  deux  rayons  p  et  p', 

2^'P'  -^^^PP'pp'  cosp7"r=  o. 

Mais  p*  +  p'*  —  app'cospp'  =  r*,  r  étant  la  distance  des 
centres  de  gravilé  des  corps  p-iP'\  donc 

J/^'P*  -^^P'  (p'  +  p"  -  ^")  =  o. 

Tous  les  termes  qui  renferment  p'  ont  pour  expression 
pp«jp  4,p'_l-p''-4-. . .),  et  Ton   en  trouverait  de  sem- 

1 1 
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blables  pour  jd'',  p'^*^' .  •;  de  sorte  qu^en  posanl 
on  aura 

Si  tous  les  poids  sont  égaux  et  en  nombre  m,  on  a 

Cette  dernière  proposition  est  un  cas  particulier  de  U 
suivante,  où  Ton  suppose  que  Torigine  des  coordonnées  est 
un  point  quelconque  de  l'espace.  Le  théorème  des  mo- 
ments donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée 
de  Torigine  au  centre  de  gravité  du  système;  par  a,  5,  c 
les  aiigles  qu^elle  fait  avec  les  axes;  par  p,  p'^\  . .  les  dis- 
tances de  Torigine  aux  centres  de  gravité  des  corps  /^,  /c', .  «  m 
et  par  a,  6,  y,  a\  S^,  7', .  • .  les  angles  que  ces  droites  for- 
ment avec  les  axes, 

PR  cosa  ==51'' P  co*«> 
PR  coib  =^pp  cos6, 
PR  cosr  z=^^pp  C0S7, 

d'où,  en  ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  équations, 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  précédent, 

De  cette  équation  on  conclut  que  5/  la  distance  R  ^u 
centre  de  granité  d*un  système  à  un  point  Jixe  quelconque 
restant  constante,  ce  système  invariable  de  forme  se  dé- 
place  d'une  manière  quelconque^  la  somme  des  produits 
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des  poids  par  les  carres  des  distances  de  leurs  centres  de 
gra\dté  à  ce  point  fixe,  sera  constante. 
En  eflet,  R  étant  constant  ainsi  que  les  distances  dési- 

gnëes  par  r,  îl  en  résulte  que  y,pp*  est  constant. 

On  voit  encore  que  ^J>p*  est  le  plus  petit  possible  quand 

R  =  o,  et  par  conséquent  le  ceiltre  de  gravité  d'un  système 
jouît  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  produits  des 
poids  parles  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
^ité  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum. 

THÉORÈME    DE   GULDIN. 

135.  Le  volume  V,  engendré  par  la  surface  plane  com* 
prise  entre  deux  courbes  dont  les  ordonnées  sontj^,  Y,  et 
deux  parallèles  à  Taxe  des  /,  correspondantes  aux  abscisses 
Xti  X,  a  pour  expression 

Mais  l'ordonnée ^1  du  centre  de  gravité  de  la  surface  en 
question,  dont  nous  désignerons  Taire  par  Â,  est  donnée 
par  r  équation 


Ar.  =  ^J  (Y'-r'}^*; 


donc 

et,  par  conséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane j  tournant  autour  d^un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  grauité, 

126.  La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d'un 
arc  de  courbe  plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 

11. 


J 
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son  plaii)  a  pour  expression 

A  =  27r  I      yds. 

Mais  l'ordonnée  j^i  du  centre  de  gravité  de  l'arc  5  est  don- 
née par  l'équation 


donc 

et,  par  conséquent^  V aire  engendrée  par  un  arc  de  courbe 
plane,  tournant  autour  d  *un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre  de  grauité.  Ces  deux  propositions  constitoetii 
ce  que  Ton  appelle  le  théorème  de  Guldin. 

Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quel- 
conque de  la  révolution,  étant  proportionnels  à  Tangle 
dont  la  figure  a  tourné,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la 
mesure,  il  faudra  prendre  Tare  décrit  par  le  centre  de  gra- 
vité, au  lieu  de  la  circonférence  entière. 

Extension  de  ce  théorème.  — Si  une  surface  plane  tourne 
successivement  autour  de  plusieurs  axes,  le  volume  engen- 
dré s'obtiendra  en  multipliant  son  aire  par  la  somme  des 
arcs  parcourus  par  son  centre  de  gravité.  Cette  proposition, 
étant  indépendante  de  la  distance  des  axes,  a  lieu  encore 
quand  ils  se  succèdent  à  des  distances  infiniment  petites, 
pourvu  qu'ils  soient  toujours  dans  le  plan  de  la  surface 
mobile  -,  et,  dans  ce  cas,  deux  axes  consécutifs  peuvent  être 
parallèles  oti  se  rencontrer. 

Par  exemple,  si  Ton  suppose  une  courbe  plane,  etqaela 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  que  son  plan  soit 
toujours  normal  à  cette  courbe  et  soit  toujours  percé  par 
elle  au  même  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que  des 
mouvements  parallèles  au  plan  de  la  courbe  directrice,  oo 
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peut  regarder  un  pareil  mouvement  comme  produit  par  le 
développement  du  plan  de  Taire  génératrice»  qui  serait  en- 
roulé sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  développée  de 
la  directrice  :  il  est  la  limite  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice,  et 
qui  tendraient  indéfiniment  vers  les  arôtes  du  cylindre  en 
question. 

Si,  pour  plus  de  généralité^  ou  considère  une  courbe  à 
double  courbure  décrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  génératrice,  auquel  elle  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  Ton  prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aux  plans  osculateurs  menées  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  on  pourra  encore  appliquer  la 
même  proposition ,  car^  quoique  çe^  axes  sqccessifs  ne  se 
coupent  réellement  pç^s,.  ou  p.eut^>  en.  ne  considérant  que 
les  limites,  négliger  Ferrei^^r  qpi.çif,  Résulterait,  parce  que 
leur  distance  est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre 
supérieur  au  premier. 

On  peut  se  représenter  ce  mouvement,  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  génératrice  soit  enroulé  sur  la  surface 
polaire  delà  directrice,  qui  est  jejieudes  axes  autour  des- 
quels s'exécutent  les  mouvements  successifs.  Si  Ton  déroule 
ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice,  et  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  celte  suite  de  rotations  infiniment  petites, 
la  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit 
de  son  aire  par  la  courbe  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  que  ce  théorème  ne  si4)isac  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  vienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  succçssifs» 

ÉQUILIBRE    D^L'W    FIL    PESANT. 

127.  Mous  avons  donné  précédemment  les  équations 
d^équilibre  d'un  fil  sollicité  en  tous  ses  points  par  des  forces 
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quelconques  ;  le  calcul  en  est  très-simple  dans  le  cas  où 
toutes  ces  forces  sont  produites  par  la  pesanteur. 

D*abord  puisqu'elles  sont  toutes  parallèles,  tous  les  points 
du  fil  seront  dans  un  plan  parallèle  aux  forces,  et  par  con- 
séquent vertical.  Il  suffira  donc  de  prendre  deux  axes  de 
coordonnées  dans  ce  plan. 

i^  Supposons  en  premier  lieu  le  fil  homogène  ;  désignons 
par  s  le  poidâ  de  l'unité  de  longueur;  prenons  l'ave  des  x 
horizontal,  et  Taxe  des  7^  vertical  dans  le  sens  contraires 
la  pesanteur;  on  aura 

X=:o,    Y=-., 
et  les  équations  générales  se  réduiront  à 

et  l'on  en  déduit  immédiatement 

dx  _  dy  I       j.   V      ^J^        »-*       ^ 

T-p-=c,      T-p-=«j-hc',     d'où     -f.=:  — 4--. 

ds  ds  dx        c        c 

La  première  montre  que  la  composante  horizontale  de 
la  tension  est  constante. 

La  dernière  s'intégrera  facilement  en  commençant  par 
la  différentier  pour  éliminer  5.  Les  calculs  n'offriront  au- 
cune difficulté,  et  nous  nous  dispenserons  de  les  effectuer. 
Us  introduiront  quatre  constantes  indéterminées  dont  il 
faudra  trouver  les  valeurs  d'après  les  données  nécessaires 
de  la  question.  Ces  données  seront  les  positions  des  deux 
points  extrêmes,  la  longueur  du  fil  et  le  point  à  partir  du- 
quel ou  compte  les  arcs  5.  Nous  renvoyons  pour  ces  détails 
aux  Traités  élémentaires. 

La  courbe  qu'affecte  le  fil  en  équilibre,  et  qu'on  ncoame 
chaînette,  jouit  de  propriétés  très-curieuses,  pour  lesquelles 
nous  renvoyons  aux  mêmes  Traités. 

Supposons  maintenant  que  le  poids  ne  soit  pas  propor- 
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tionnel  à  la  longueur  du  fil,  mais  à  sa  projection  horizon-' 
taie,  ce  qui  est  à  peu  près  le  cas  des  ponts  suspendus. 

Appelant  e  le  poids  du  fil  pour  une  projection  égale  à 
Tunité,  les  équations  d^équilibre  seront 

La  composante  horizontale  de  la  tension  sera  encore 
constante,  et  la  courbe  du  fil  en  équilibre  sera  une  para- 
bole. 

Dans  les  ponts  suspendus  les  forces  ne  sont  pas  réparties 
sur  toute  Tétendue  de  la  chaîne,  mais  sont  appliquées  à 
un  nombre  fini  de  points  dont  les  projections  horizontales 
sont  équidistantes.  En  faisant  abstraction  du  poids  de  la 
chaîne,  qui  est  très-petit  par  rapport  à  celui  qu'elle  sou- 
tient, on  trouve  que  les  sommets  du  polygone  qu'elle 
forme  quand  l'équilibre  est  établi,  sont  situés  sur  une 
même  parabole. 


CHAPITRE  IX. 

APPLICATION  DE  LA  COMPOSITION  DES  FORCES  CONCOURANTES 

A  L'ATTRACTION  DES  CORPS. 


1S8.  Des  phénomènes  qui  se  produisent  joumeUemeni 
à  la  surface  de  la  terre,  ont  montré  que,  dans  certaines  cir* 
constances,  il  s^établît  entre  des  corps  .une  fonce  qui  lead 
à  les  rapprocher  ou  à  les  éloigner  les  uns  des  aaitres»  Les 
changements  de  position  relative  des  corps  célestes  ont 
conduit,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  à  adopiettre une 
tendance  mutuelle  de  toutes  les  parties  de  la  matière  les 
unes  vers  les  autres^  cette  force  attractive,  entre  deiii 
molécules  infiniment  petites,  est  dirigée  suivant  la  droite 
qui  les  joint  el  égale  pour  les  deux;  de  sorte  que. si  cette 
droite  devenait  rigide,  il  y  aurait  équilibre  entre  les  deux 
forces. 

Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard,  on  compren* 
dra  Tintérét  qu'il  peut  y  avoir  à  calculer  les  résultantes 
des  attractions  ou  répulsions  exercées  par  des  corps  con- 
tinus les  uns  sur  les  autres,  quand  on  connaît  la  loi  de 
cette  attraction  entre  deux  molécules  infiniment  petites 
dans  tous  les  sens,  d'après  leur  nature  et  leur  distance. 

Comme  nous  n'avons  pas  ici  pour  objet  de  faire  con* 
naître  toutes  les  propositions  relatives  à  l'attraction^  qui 
pourront  être  utiles  plus  tard  dans  Télude  des  phénomènes 
célestes,  mais  seulement  de  donner  une  application  inté- 
ressante de  la  composition  des  forces  concourantes,  nous 
nous  bornerons  au  calcul  de  la  résultante  des  attractions 
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exercées  par  tous  les  points  d'un  corps  continu  de  forme 
quelconque,  sur  un  point  matériel  dont  la  position  est 
donnée. 

Nous  supposerons    qu'une   même    particule  du    corps 
exerce  une  attraction   variable,  non -seulement  avec  la 
distance  au  point  attiré,  mais  encore  avec  la  position  de 
cette  particule  dans  le  corps.  Désignons  par  r  cette  dis- 
lance, par  F(r)  la  fonction  de  cette  distance,  à  laquelle 
Tacllon  est  proportionnelle,  et  par  p  une  fonction  des 
coordonnées  d^un  point  quelconque  de  la  particule,  à  la- 
quelle cette  action  est  encore  proportionnelle,  et  qui  dépend 
de  la  qualité  de  la  matière  qui  compose  le  corps  en  chaque 
point.  Celte  fonction  p  doit  être  conçue  comme  nous  Tavons 
expliqué  pour  le  poids  spécifique  en  chaque  point  d'un 
corps  non  homogène.  Elle  peut  représenter  le  poids  spé- 
cifique, on  une  quantité  qui  lui  soit  proportion nello,  ou 
toute  autre ^  elle  se  rapporte  à  Tunité  de  volume,  et  doit 
être  par  conséquent  multipliée  par  le  volume  de  la  parti- 
cule, pour  exprimer  l'action  de  cette  dernière.  De  même 
la  molécule  attirée  peut  être  une  particule  d'un  autre  corps, 
pour  lequel  la  fonction  analogue  aurait  la  valeur  p'^  au 
point  où  se  trouve  cette  particule-,  de  sorte  que  l'action 
mutuelle  de  deux  particules  sera  exprimée  par 

dv»  et  dv^'  étant  les  volumes  des  deux  particules. 

Nous  représenterons  par  jul  le  produit  constant  p'dv^*^  par 
a:,j',  z  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  d^^  par  a, 
0,  y  celles  d'un  point  de  rélcmenl  dv' \  l'action  du  premier 
sur  le  second  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joindra, 
et  aura  pour  expression 

Les  composantes  de  cette  action  parallèlement  aux  trois 
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axes  rectangulaires,  seront 


\Lp  -^ ¥[r)djcdjrdz^ 


r  — 6 
^p F{r)dxdxdz^ 


z  —  7 
p/> F(r)dxdftiz, 

r 

et  il  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  expressious  sont 
générales,  et  que  leurs  signes  indiquent  le  sens  de  ces  com- 
posantes. Elles  sont  positives  lorsque  les  composantes  sont 
dirigées  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et  négatives  dans  le 
cas  contraire;  la  somme  algébrique  des  expressions  qui  se 
rapportent  à  un  même  axe,  étendue  au  corps  entier,  don- 
nera donc  par  sa  valeur  et  son  signe  la  grandeur  et  le  sens 
de  la  composante,  parallèlement  à  cet  axe,  de  raciion  du 
corps  entier  sur  le  point  donné.  Si  donc  nous  désignons 
par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  de  celte  action  totale, 
nous  aurons,  en  prenant  les  intégrales  dans  toute  Fétendue 
du  corps, 

T  =  f  r/Tp  (•^) F(r)dirrf,-A, 

Z  =  C J  r/f»  (^)  F(r)rfxrf,-A, 
et  Ton  aura 

^[x  —  a)^  -+-  (  J  —  6)'  H-  {«  —  7  )'  =  '•• 

Il  suffirait  de  Yts  changer  de  signe  pour  passer  au  cas  de  U 
répulsion. 

Ces  intégrales,  qui  s^étendent  au  volume  entier  du  corps, 
peuvent  se  réduire  à  une  seule.  £n  eflct,  en  différentiant 
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partiellement  r  par  rapport  à  a,  6,  y,  on  obtient 

dr (x  —  a)         <^''__        (^—6)        dr  (s  —  7) 

dx  r  r/6  r  r/y  r 

Soit  maintenant  9  (r)  une  fonction  dont  la  dérivée,  par 
rapport  à  r,  soit  F  (r)  ;  posons 


///"' 


r)dxdxdz  =  U, 


et  diflerentious  les  deux  membres  de  cette  équation  par 

rapport  à  a,  S,  y  ^  il  sniSra  de  différentier  sous  le  signe  /  j 

si  (f  (r)  ne  passe  pas  par  Finfini,  et  Ton  trouvera  ainsi  les 
formules  suivantes  : 

Tout  dépend  donc  de  la  seule  intégrale  U. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si,  dans  le  cas,  par  exemple, 
d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  (J  prenait  une  valeur  in- 
finie, mais  que  les  dérivées  partielles  désignées  par  —9 

-72- j  -r-  fussent  finies,  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z, 
«6     ay  * 

n'en  seraient  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons  d'abord 
une  portion  finie  du  solide;  les  composantes  de  son  attrac- 
tion auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  jx  par  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  finie  U.  Supposons  mainte* 
nant  que  l'on  étende  indéfiniment  la  partie  considérée  du 
solide,  les  composantes  de  l'action  seront  toujours 

dU  d\]  dV 

-^^d^'    --^dï'    -^Ty' 

que  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Donc,  si  ces  trois  expres- 
sions ont  des  limites,  ce  sont  les  composantes  de  l'attrac- 
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tioD  du  solide  indéfini.  Et,  si  elles  croissent  indéfiniment, 
on  en  conclura  que  Tattraction  croit  sans  limite  à  mesure 
que  Ton  considère  une  plus  grande  partie  du  corps;  c'esi 
ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  Tattraction  du  solide  est 
infinie. 

Ainsi,  il  suffira  toujours  de  connaître  les  dérivés  qui 
entrent  dans  Texpression  des  composantes  X,  Y,  Z,  sans 
s^inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d^une  manière  analogue  si  U  était  inGni, 
sans  que  le  solide  le  fût. 

129.  Dans  le  cas  où  Fattraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance, 

et  faisant,  dans  ce  cas, 

pdxdjrdz 


nr 


=  v, 

J  J  J  f* 

on  aura 

d\  d\  .rfV 

Si  le  point  attiré  fait  partie  du  corps,  la  fonction  f  (/'j 
passe  par  Tinfini  ;  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  effet,  elles  n  offrent  aucune  difficulté,  si  on  les  applique 
à  tout  le  corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui 
renferme  le  point  attiré.  Or  V  a  une  limite,  quand  cette 
sphère  tend  vers  zéro;  car  Télément  de  volume  exprime 
en  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le  point  attiré 
a  pour  expression  r^ dr  sixiQ dQ d^ \  or,  si  Ton  divise  parr, 
et  qu'on  intègre  dans  l'étendue  de  la  sphère  de  rayon  inn- 
niment  petit,  on  aura  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre.  II  suit  de  là  que  la  fonction  V,  étendue  au 
corps  entier,  est  finie,  et,  par  suite,  ses  dérivées  par  rap- 
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port  aux  indéterminées  a,  6,  y  le  sont  aussi.  On  voit  de 
même  que  X,  Y,  Z  ont  aussi  des  limites;  d'ailleurs,  quand 
les  deux  membres  d*une  équation  ont  des  limites,  ces  limites 
sont  égales  :  doue  les  formules  qui  donnent  X,  Y,  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considère  le  corps  entier  dont  le 
point  fait  partie. 

» 

130.  L'attraction  sur  le  point  (a,  6,  y),  estimée  suivant 
la  direction  du  rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  ce 
point,  a  pour  expression 

r  r  r  ^   \  act  r         m   r         ^^   ^ 

Mais  en  considérant  U  comme  fonciion  de  a,  6,  y,  et  ces 
coordonnées  comme  fonction  de  r  et  de  deux  angles  0,  i|;, 
on  a 

dr         da  r         d^    r         dy    r 
en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  6,  y  par  rap- 

/y         n  vtf 

port  à  r  sont  respectivement  ->-»-• 
f  *  r     r     r 

Donc  la  composante  de  l'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
teur  est  — /x  —  »  les  deux  autres  composantes  étant  sup- 
posées dans  le  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon.  Dans  le  cas 

/  .  .  dy 

de  F{r)  =  — »  cette  expression  devient  t^f^-f  • 

application  à  la  sphère.  —  Pour  donner  une  applica- 

f 
tion  de  ces  formules  dans  le  cas  de  F(r)  =  -j?  considérons 

une  sphère  creuse  pour  laquelle  p  soit  une  fonction  quel- 
conque de  la  distance  au  centre.  Prenons  pour  axe  des  x 
la  droite  qui  joint  le  centre  O  au  point  attiré  P,  et  qui  est 
évidemment  la  direction  de  la  résultante  des  attractions. 
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Désignons  par  a  et  A  (fg>  i6)  les  rayons  des  deux  snrfaces 
qui  terminent  le  solide,  par  u  le  rayon  intérieur  d'ane 


Fig.  i6. 
P 


\r 


couche  sphérique  ayant  pour  épaisseur  du^  et  par  0  Taiigle 
d'un  rayon  quelconque  ON,  égal  à  li,  avec  Taxe  des  x,  OP. 
La  valeur  de  Y  aura  pour  expression 

r  rp«'^«sinÔ<'Ô 

L'intégration  par  rapport  a  6>  étant  effectuée  entre  o  et^, 
donnera  la  partie  de  V  correspondante  a  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  du\  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  u  entre  les  limites  a  et  A,  on  aura  la  valeur  totale 
de  V.  Or  on  a 

r^z=  u} —  2aacosO  -4- a*; 

d'où,  en  observant  que  u  est  constant, 

rdrz=z  atf  sinO//Oy 
et,  par  suite, 

V=  —  I    j  pududr. 
Quant  aux  limites  de  r  correspondantes  à  6  =  o  et  6  s=  ïï, 
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il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide,  de  celui  où  il  est  intérieur. 

1^  Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura 
a]>A,  et,  par  conséquent,  «^m  pour  toutes  les  couches 
que  Ton  a  à  considérer.  On  a  alors 

/in  r^ 
dr=2u     et     y=^—j     ^u^du. 


Sir 


on  pose 


4»  I     pu^du  =z  M, 


on  aura 


V^M,     et     X=-î^. 

Uattraction  est  donc  la  même  que  si  toute  la  matière 
du  corps  était  réunie  à  son  centre. 

%^  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface^  on  a  a<^a^  et,  par  conséquent,  a  <^u  dans  toute 
rétendue  des  valeurs  de  u.  On  a  donc  alors 

jdr^na     et     y=:iirlpudu. 

Cette  quantité  étant  indépendante  de  a,  on  aura 

— -  =  o,     et,  par  suite,     X  =  o. 
dtt. 

On  voit  donc  que,  dans  cette  même  loi  d^ attraction ,  le 
solide  n  exercera  aucune  attraction  sur  un  point  situé 
dans  r intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  que  Taclion  sur  un  point  qui  ferait 
partie  du  même  solide,  se  réduirait  à  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  entre  la  sphère  de  rayon  a  et  celle  qui 
passerait  par  le  point  attiré.  Il  faudrait  donc  supposer  la 
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matière  qui  compose  cette  partie,  rëunie  au  centre,  et 
agissant  sur  le  point,  suivant  la  loi  donnée. 

S'il  s'agît,  par  exemple,  de  Taction  d'une  sphère  pleine, 
homogène»  sur  un  point  de  son  intérieur,  situé  à  nuedis- 

tance  a  du  centre,  on  devra  prendre  M  =  ^  Trpa*;  et  l'ai- 

traction  a  pour*  valeur  5  ftp/fia.  Elle  est  donc  directement 
proportionnelle  à  la  distance  au  centre. 

kCTlO»    d'uMB    couche   ELLIPTIQVE    SDR.    UK    FOUIT 

IJMTÉlilEUIl. 

131.  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  relati- 
vement à  Faction  d'une  couche  spliériqiie  siir  îin  point 
intérieur,  peut  se  démontrer 'géométriquement  dans  le  cas 
plus  général  du  solide  compris  entre  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables, ayant  leurs  axes  coïncidents. 

En  effet,  supposons  d'abord  le  solide  homogène;  soit 
M   (Jig*   17)    le    point    attiré.    Considérons -le  comme 


Fig.  17. 


5- 


M   / 


K 


sommet  d'une  infinité  d'angles  solides,  qui  composent 
tout  l'espace  autour  de  lui,  et  cherchons  la  résultante  de 
Tactiou  des  deux  parties  comprises  dans  un  quelconque 
de  ces  angles  et  son  opposé  au  sommet.  Soit  DCA6  une 
des  arêtes  de  cet  angle;  on  aura  AB  =  CD,  par  la  simi- 
litude des  deux  ellipsoïdes.  Si  nous  désignons  par  &>  1< 
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mesure  de  Tangle  soHde,  nous  pourrons  décomposer  ]e 
solide  AB  en  élémenls  dont  les  épaisseurs  PQ  formeront 
la  droite  Â6,  et  dont  Texpression  sera  (ùr^dr^  multipliant 

par  ^-~9  on  aura  Fattraction  que  cet  élément  exerce  sur  le 

point  M-,  on  trouve  ainsi  pf^tùdr^  et  la  somme  pfiitù.AB 
exprimera  l'attraction  de  la  matière  contenue  dans  ÂB.  On 
trouvera  de  même  p/yL(ù. CD  pour  Taltraction  de  la  ma- 
tière contenue  dans  la  partie  CD  ;  et  comme  les  droites  AB 
et  CD  sont  égales,  ces  attractions  seront  égales,  et,  par 
conséquent,  se  détruiront.  Donc,  comme  il  en  sera  ainsi 
pour  tous  les  angles  solides  autour  de  M,  le  solide  homo" 
gène  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  quelcon- 
ques, ri^exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans 
V intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

Celte  proposition,  étant  indépendante  de  Tépaîsscur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couche  infiniment  mince.  Donc  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d\tne  épaisseur  quelconque, 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soïdes semblables,  et  dont  la  nature  varie  d^une  manière 
quelconque  de  Vune  à  Vautre, 

132.  Surfaces  de  niveau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sons 
Tinfluence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

pour  que  la  résultante  soit  perpendiculaire  à  la  surface 
sur  laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ail  pour 
tous  les  déplacements  sur  celle  surface, 

X€/«H-Yrf6H-Zrf7=ro, 

12 
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OU 

ce  qui  prouve  que  U  est  constant.  L'équation  des  surfaces 
de  niveau  relatives  a  l'attraction  ou  à  la  répulsion  du  corps, 
est  donc 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  cette  équation  devient  V  :=  c. 

133.  La  fonction  V  jouit  d^une  propriété  remarquable, 
qui  est  d'une  grande  utilité  pour  la  détermination  de  sâ 
valeur. 

D'après  la  valeur  de  r,  on  a 

di  di       ,   di 

r  X  —  a  r        ^  —  €  r  «  —  7 

doL  r*  d^  r*  rfy  r* 

r  _  3(x  — g)»  _  2_        _r  ___  3(r  — g^  __  2. 
df  r»  r»  ' 

d'où  l'on  conclut 

r  r  r 

-f-  -— ■  =0. 


dit»  1/6^  ^7» 


Mais,  puisque  l'on  a  V  =  T  /   f^»  rfi^  étant  lelémeDi 

de  volume,  et  que,  pour  diflerenlierune  intégrale  par  rap 
port  à  des  quantités  considérées  comme  constantes  dans 
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Tîntégralion,  et  qui  n*enlrent  pas  dans  les  limites  de  cette 
înlégrale,  îl  suflSt  de  dîfférentîer  sous  le  signe  p 


9  on  aura 


'i=J  J  J  si  '*• 


fia 


d^\  ... 

pourvu,  toutefois,  que  la  fonction  -  ne  devienne  infinie 

pour  aucune  valeur  comprise  dans  les  limiles  de  T intégra- 
tion^ car  on  sait  que,  dans  ce  cas,  la  diiTéreutiation  sous 

le  signe  I  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc,  si  le  point  (a,  6,  y)  ne  fait  pas  partie  du  corps 
attirant,  ou  aura 

d*y       d'Y       d^y 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphère 
infiniment  petite,  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  com- 
pris^ la  fonction  V,  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps, 
satisfera  à  Téquation  ci -dessus. 

La  valeur  de  p  au  point  attiré  sera  aussi  celle  de  la 
petite  sphère.  Les  composantes  de  Tattraction  de  la  sphère 
sur  ce  point,  qui  est  dans  son  intérieur,  seront  donc  res- 
pectivement 

12. 
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a^b^c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  petite  sphère; 
on  aura  donc,  en  appelant  V  la  partie  de  V  qui  se  rap- 
porte à  cette  sphère, 

rfv'        4    ,      \ 

-^=-3Tp(7-c); 


d'où 


d*S'       d'\'       d»V'  , 


da?  d6*  df 

et,  par  «onsëqnent, 

d'y      d*V      d'y  , 

(^>  -d^ -^  IF -^  1^  =  -  ^''P' 

la  valeur  de  p  se  rapportant  au  point  attiré. 

Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples  très-simples, 
comment  les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déter- 
miner la  fonction  Y  dont  se  déduisent  les  trois  oompo- 
santes  de  Tattraction. 

134.  ^application  à  la  sphère.  —  La  sphère  étant  sup- 
posée formée  de  couches  homogènes,  Y  sera  fonction  de  la 
distance  r  du  centre, de  la  sphère  au  point  attiré;  la  résul- 
tante de  Tatlraction  sera  dirigée  suivant  la  droite  qtit  pint 

ces  deux  points,  et  représentée  par  f^/^r-' 

L'équation  r'  =  a'  4-  6*  -i-  7*  donnera 


dr        % 

dr       € 

dr        y 

di,        r 

c/o        r' 

dy        r 
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et  Ton  aura,  par  suite, 

9 


da}        /•*   dr^        r   dr        r^  dr 
r/>V       6'  rf»V        i  rfV        V  dV 


d&^        r^  dr^        r   dr        r*  dr 


t 


rf»V 


_7^r/»V        i.^_Z!lZ. 


</y^         r'  dr"^        r    dr        r*  rfr  ^ 

et  ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  on  aura,  en  sup- 
posant d'abord  le  point  hors  de  la  sphère, 

d'W       2  d\ 

dr^        r  dr 

La  fonction  V  dépend  donc  alors  d'une  équation  qui  ne 

renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  TnultipHant 

dy 
par  r*,  son  premier  membre  devient  la  dérivée  de  '*'  -r-' 

On  aura  donc,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

dV  _  c 
dr         r' 

Supposons-  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite  surface,  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  Ri.  L'attraction  devant  évi- 
demment être  nulle  pour  r  =  o,  il  faut  qu'on  ait 


c  =  o, 


et,  par  suite, 

dV 


Donc  les  composantes  de  l'attraction  sont  toujours  nulles, 
et  le  point  est  en  équilibre,  quelque  position  quMI  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la  sphère. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  fasse  partie  du 
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volume  de  la  sphère,  on  a 


p  étaal  une  fonction  donnée  de  r. 

Multipliant  par  r'  et  intégrant  à  partir  de  Bi,  il  vient, 

dV 
en  observant  que  —  étant  nul  pour  tous  les  points  de  Tin- 

térieur,  Test  aussi  à  la  limite  Ri, 


dV  ,     C^ 


Désignant  I     4'^r^pdr  par  M', 


on  aura 


dV  M' 

— ^—     -  ■  ■  ^— •  • 

dr  r' 

La  valeur  absolue  de  Tattraction  sera  donc ;  elle  est 

r* 

le  même  que  si  Ion  réunissait  au  centre  tous  les  éléments 

de  matière  compris  entre  les  sphères  de  rayons  Ri  et  r. 

Si  le  point  attiré  est  sur  la  surface  extérieure  ayant  pour 

rayon  R,  on  aura,  en  désignant  par  M  la  somme  relative 

à  tous  les  éléments  de  la  sphère  creuse, 

rfV  _       M 
'd?  "^'^K*'  . 

^t  Tattraction  exercée  sur  le  point  aura  pour  expr^ion 

Enfin,  considérons  un  point  extérieur  à  la  surface,  c'est- 
à-dire  pour  lequel  on  ait  r>  R,  on  aura,  comme  dans  le 
premier  cas, 

"dr  ""r"»' 
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mais,  à  cause  de  la  discontinuUé  provenant  de  la  figure  du 
corps,  la  constante  c  n*est  pas  assujettie  a  avoir  la  même 
valeur  que  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  déterminer, 
on  fera  r  =  R,  et  Ton  devra  trouver,  d'après  le  cas  pré- 
cédent, 

—  =--;     donc     c:=-M, 

et  Ton  aura  pour  tous  les  points  extérieurs, 

</V  __  M 

L'attraction  aura  donc  pour  expression 

et  Ton  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  sphère  creuse  composée  de  couches  concentriques 
hQniogèneSy  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même  ac- 
tion que  si  toute  sa  matière  était  réunie  à  son  centre. 

i3o.  application  au  cylindre  indéfini.  —  Considérons 
maintenant  un  cylindre  creux  indéSni,  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  distance 
à  Taxe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z  ; 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  lu 
point  où  l'axe  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire,  mené 
par  le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  l'axe  pour 
origine,  et  nous  désignerons  par  r  sa  distance  au  point 
attiré^  l'attraction  ne  dépendra  que  de  r,  et  son  expression 
sera 

f^    dr 

Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  du  cylindre,  on 
aura,  en  observant  que  V  est  indépendant  de  y, 

1 zrr  o; 

fia'  dp  ' 
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d'où 

dr'        r   dr  ~^ 


Multipliant  par  r,  on  a 


dlr*^]=zo; 


dr  ) 
■ 

d'où 

dV       c 

df        r 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Mais^  remarquons ,  comme  dans  le  cas  d^une  spbère 
creuse,  que  les  points  extérieurs  et  les  points  intérleui-sà 
la  couche  cylindrique  étant  séparés  par  ceux  de  cette  coa- 
che,  pour  lesquels  les  circonstances  sont  difTérentes,  il  n\ 
a  pas  continuité  en  passant  des  valeurs  de  r  plus  grandes 
que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  du  cylindre,  aux 
valeurs  de  r  plus  petites  que  le  rayon  de  la  surface  inté- 
rieure. 

Pour  les  points  de  Tintérieur  de  cette  surface,  la  valeur 
de  c  est  invariable^  or  elle  est  évidemment  nulle  pour 
r=  o;  donc  on  a,  pour  tous  les  pointa  de  Tintérieur, 

dV 

D'où  Ton  conclut  qu'u/t  cj'lindre  creux  indéfini^  composé 
de  couches  concentriques  homogènes ,  h*€xerce  aucune 
action  sur  un  point  situé  dans  r  intérieur  de  sa  surface 
interne. 

On  démontrerait  directement  cette  proposition  de  la 
même  manière  que  pour  Tellipsoïde  creux. 


136.  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  --^  pour  les 


'd? 
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points  appartenant  au  cylindre;  pour  ces  points,  on  a 


et  Ton  trouve  par  l'intégration,  en  désignant  par  Ri  le 
rayon  de  la  surface  intérieure, 


Ç^=-i.f%r^r. 


dV 
Il  n'y  a  pas  de  constante  a  ajouter,  parce  que  —  est  nul 

pour  r  =  Bi,  puisqu'il  l'est  pour  tous  les  points  de  l'inté- 
rieur de  la  surface  dont  le  rayon  est  Rf  En  faisant  r  =  R, 
on  obtient 

dv        4,r  r^ 

Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 

r/V_C 

Faisant  r  =  R,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation  précé- 
dente, 


prdr. 


La  constante  étant  ainsi  déterminée,  on  aura  pour  toutes 
les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  R, 

dV       C 

dr         r 

et  Tattraction  du  cylindre  aura  pour  expression 

■    • 

r 

On  voit  qu'elle  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  du 
point  a  l'axe  du  cylindre. 


CHAPITRE  X. 

A  TTRACTION  DES  ELUPSOIDES. 


137.  Cette  question  est  d*une  si  grande  importance  et  a 
été  l'objet  des  efforts  de  tant  de  géomètres  éminents,  qae 
nous  croyons  devoir  Texposer  avec  quelque  détail,  et  bien 
montrer  la  suite  des  progrès  qui  en  ont  amené  la  solution 
au  degré  de  simplicité  auquel  elle  est  parvenue. 

Nous  commencerons  par  calculer  l'attraction  d'un  ellip- 
soïde homogène  sur  un  point  matériel  situé  à  sa  surface. 

jittraction  efun  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  de 
sa  surface,  P attraction  étant  en  raison  ini^erse  du  canv 
de  la  distance. 


j7»       r*       z- 


Soit  —  -h  •—  H-  -  =  I  l'équation  de  l'ellipsoïde;  ce,  6,  7 
les  coordonnées- du  point  attiré  M  {Jig-  18),  on  aura 


a'       €»       7>  _ 


Fig.  18. 


/ 


/ 


Passons  à  un  système  de  coordonnées  polaires  au  moyen 
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des  formules 

X  =  a -4- /"cosÇ,    j^  =  6  H- rcosn,     z  =  7 -f- rcosÇ, 

Inéquation  de  Tellipsoïde  deviendra 

*         ».    .     ^  7 

—,  cosÇ  -4-  -j-  cosii  +  ^  cos; 
fl'                 o*  r* 

X  =  —  2  __ — _. 


Considérant  un  angle  solide  r/o)  ayant  son  sommet  au 
point  M,  et  calculant  Taction  de  la  pyramide  comprise  dans 
cet  anglcj  sur  la  matière  de  Tunité  (je  volume  concentrée 
au  point  M,  on  aura 

f  \   r-      ou    /rr/w, 


r  ayant  la  valeur  ci-dessus  pour  les  valeurs  de  ^,  y;,  ^  rela- 
tives a  Mm,  et  y*  désignant  l'attraction  de  la  matière  de 
l'unité  de  volume  sur  une  égale  quantité,  concentrées  cha- 
cune en  un  seul  point,  et  placées  à  une  distance  égale  a 
unité. 
En  décomposant  cette  force  frdtù  parallèlement  aux 
axes,  on  aura 

fr  ^/o»  cos  S ,    frd(ùV0STny    /r  r/w  cos  Ç . 

II  ne  reste  plus  qu^à  faire  la  somme  de  ces  expressions 
lorsque  le  rayon  Mm  prendra  toutes  les  directions,  du  côté 
dn  plan  tangent,  où  se  trouve  Tellipsoïde.  Or,  comme  on 
n'aura  que  des  produits  de  deux  cosinus,  les  directions 
contraires  donneraient  les  mêmes  valeurs,  et  on  pourra 
faire  les  sommes  pour  toutes  les  directions  autour  de  M, 
puis  eu  prendre  la  moitié. 

Le  numérateur  de  chacune  des  composantes  à  intégrer 
renfermera  trois  termes,  dont  Tun  contiendra  le  carré  d*un 
cosinus,  et  les  deux  autres  des  produits  de  cosinus  diffé- 
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rents  ]  quanlau  dénominateur,  il  ne  coniîenlquedescsrrés 
de  cosinus.  Il  est  donc  facile  de  voir  que  les  éléments  des 
sommes  qui  ne  correspondent  pas  aux  termes  renfermant 
les  carres  se  détruisent  deux  à  deiix;  de  sorte  que  les  corn- 
posantes  X,  Y,  Z  de  Tactton  totale  de  J*elHpsoïde  sur  le 
point  M  ont  pour  expressions,  en  représentant  le  dénomi- 
nateur commun  par  p^ 

'      <      ...  ■  •    . 


\ 


P 


y_      /yyicos^ÇAi 
.     rf-i      p 

Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faudrait  d*abord  exprimer 
un  des  trois  cosinus  au  moyen  des  deux  autres*,  mais  alors 
la  symétrie  qui  avait  eu  lieu  jusque-là  disparaîtrait;  il  sera 
préférable  d'employer  les  deux  angles  que  Ton  choisit  ordi- 
nairement, et  il  suffira  de  remplacer  cos^,  çosv},  cos^  par 
les  valeurs  suivantes  : 

cosÇ  =  cosO,     cosq  =  sinOcosxp,     cosC  =  sinOsinip, 

0  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  Taxe  des  or,  ei^ 
Tangle  que  sa  projection  sur  j^z  fait  avec  l'axe  desj^. 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X:  celles  de  T  et 
de  Z  s'en  déduiront  par  de  simples  changements  de  leiires. 

Dans  ce  nouveau  système  de  variables,  Télément  //&>  de 
la  surface  sphérique  de  rayon  i  aura  l'expression  suivante: 

dvi  z=jnnBdBd'^^ 
et  Ton  aura 

cos'9sin0^tf/4' 


B  -h  T-  sin»d  cosU  -h  -;  sin'ôsin»^ 
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LMntëgrale  par  rapport  à  (J/  devra  être  prise  entre  o  et  2  tt  ; 
fil  ensuite  celle  de  6,  entre  o  et  tt.  Mais  îl  est  évident,  d'après 
la  forme  de  I*expressîon,  qu'il  suffira  d^intégrer  par  rapport 

à  '1  entre  o  et  ->  puis  de  quadrupler  lie  résultat;  et  quVii- 

suire  on  pourra  se  borner  k  considérer  les  valeurs  de  9  de 

o  à  -,  puis  à  doubler  le  résultat.  La  première  intégration 

n'offre  aucune  difficulté  :  on  posera 


doù 


UDg^  ==^  •», 


p'                         '1                            dp 
sin'4>  = ?      cos*>|/  = :?    ^d^  = •  » 


et  Ton  aura 


TT 


Jo      P 


—  c'(a'8in'0-4-6^cos> 


dp 


o 


e)  -h  ^'(a'sin'ô  -h  c*co5'0)p' 

TT 


2v'(a'8in'6  H-  ^'cos'ô)(a»sin'0  -h  c^cos'O) 


Multipliant,  comme  nous  Tavons  dit,  par  4?  puis  par  2, 
on  aura 

cos'ôsinôrfO 


rr:  —  infbca  /         j 


c/0    v^(«*sin'ô  -f-  ^'cos'ô^fl'sin'ô  -f-c'cos'e) 

Sî  pour  calculer  Y  on  prenait  un  système  de  coordon- 
nées polaires  analogues,  où  9  désignerait  l'angle  du  rayon 
vecteur  avec  Taxe  des  j^,  et  ^  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  z 
SSL  projection  sur  xx,  l'expression  de  Y  ne  différerait'  de 
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celle  de  X  que  par  le  changement  de  a  en  6  et  des  lettres  a, 
&,  c  les  unes  dans  les  autres  par  le  procédé  ordinaire  de 
rotation. 

On  trouvera  ainsi 


TZ 


J  -^{ù'sin^B  H-  c»co8e)(6>sin' 


-    < 
ô  -+-«»cos'ô) 


et  de  même 


Tt 


*  cos'0sin9i/9 


sin^O  -4-  fl'cos'ô){c*sin»0  -|-  b^cos^^] 


Pour  donner  une  forme  plus  simple  à  ces  trois  expres- 
sions, nous  poserons  cos0  =  u  :  d'où  résultera 

A  =  airj  —lol    I      —  < 

'  1  \/(-'-^'-)(-'-^-) 


'— *'    ,\/         a'  —  b'    A 


■"  ■/  ^ 


Z=:4tt/-r7     I       ^^ 


et  quelles  que  soient  les  grandeurs  relatives  de  a,  &,  c,  les 
facteurs  sous  les  radicaux  seront  positifs,  et  les  intégra- 
tions n'offriront  aucune  circonstance  particulière,  dans  les 
limites  où  elles  doivent  être  effectuées;  mais  on  ne  pourra 
obtenir  leurs  valeurs  sous  forme  finies  à  moins  que  deux 
des  trois  axes  de  Tellipsoïde  ne  soient  égaux,  auquel  cas 
cela  devient  très-facile,  comme  nous  allons  le  voir. 
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oi  l'on  pose  ^ —  =  A',    —  =A^*,  on  peut,   au 

moyen  de  certaines  transformations,  donner  à  Y  et  à  Z  une 
forme  telle,  que  leur  détermination  se  ramènerait  i  celle 
de  X  par  de  simples  différenti allons  par  rapport  aux  para- 
mètres X,  y.  Mais,  comme  on  ne  peut  avoir  Texpression 
générale  de  X  sous  forme  finie,  cette  réduction,  pour  la- 
quelle nous  renvoyons  aux  Traités  spéciaux,  ne  pourrait 
être  appliquée  que  dans  les  cas  particuliers  que  nous  allons 
traiter  directement. 

138.  1°  Ellipsoïde  aplati.  —  Soit  a  Iç  petit  axe  et  i  =  c, 

^1 ggt 

OD  aura,  en  posant ; —  =  ).',  ou  b*  =  a'(i  -H  1'), 


à  I  I        Và> 


r,  4^/g 


d'où 


2®  Ellipsoïde  allongé.  —  Soit  a  le  grand  axe  et  b=zc, 
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on  aura,  en  posant  — — —  =  /.',  ou  a'  =  6'(i  -t-1'), 


I,- 


a' 


Y  =  i^e 


_  4«/« 


f'   u'du 
■ 

effectuant, 

I 

139.  Action  iVun  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur,  — 
Si  Ton  fait  passer  par  le  poitit  îniërieur  une  surface  ellip- 
soïdale semblable  a  celle  qui  termine  le  solide,  là  priic 
comprise  entre  ces  deux  surfaces  n'exercera  aucune  action 
sur  le  point,  et  il  n'y  aura  à  calculer  que  Paction  exercée 
par  le  solide  intérieur  à  la  nouvelle  surface  dont  réquaiion 

sera  ---+-.  t;  -4-:  ^=^,m*y  nà*  avant  pour  walcur -r  -H  t*  "^  f 
a'        o'       c*  ''         '■  a*       o'      r 

Les'fôrmûles  précédentes  donneront  les  composantes  de 

l'action  cherchée,  en  y  remplaçant  a,  &,  c  par  /mi,  m5,  me. 

Mais  comme  elles  ne  dépendent  que  des  rapports  dés  aies, 

cette  substitution  serait  inutile,  et  on  peut  y  laisser  a,  &,  c. 

Elles  s^appliqueront  ainsi  à  tous  les  points  intérieurs  a, 

3,  y.  Les  coiïiposântes  d'un  ellipsoïde  plein  sur  tous  les 

points  de  son  intérieur  sont  donc  proportionnelles  aux 

coordonnées  respectivement  parallèles  de  ces  points. 
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DIGRESSION  SUR  UNE  TRANSFORMATION  DE  LIEUX 

GÉOMÉTRIQUES. 


440.  La  méthode  du  changement  de  variables  est  d'une 
grande  utilité,  soit  dans  la  science  des  nombres,  soit  dans 
ses  applications  à  la  géométrie.  Dans  ces  dernières»  on  a  le 
plus  souvf^nt  pour  objet  de  déterminer  les  mêmes  lieux  par 
des  variables  différentes;  mais  quelquefois  aussi  on  change 
la  forme  des  lieux,  ou  la  position  des  points,  et  Newton 
en  a  donné  le  premier  un  remarquable  exemple. 

Le  changement  de  variables  dont  nous  allons  parler  est 
de  ce  genre.  Les  coordonnées  d'un  point  étant  données,  les 
nouvelles  variables  correspondantes  sont,  non  les  coordon- 
nées du  même  point  par  rapport  à  d^autrcs  axes,  mais  celles 
d*un  point  différent  par  rapport  aux  mêmes  axes;  et  la 
liaison  de  ces  variables  consiste  en  ce  que  les  rapports  des 
coordonnées  parallèles  au  même  axe  sont  constants^  mais 
différents  pour  les  trois  axes.  On  donne  particulièrement 
le  nom  de  points  correspondants  aux  deux  points  quel- 
conques qui  sont  ainsi  déterminés  Tun  par  l'autre. 

Tout  point  peut  être  considéré  comme  appartenant  au 
premier  système,  et  Ton  obtiendra  le  correspondant  en 
multipliant  les  coordonnées  du  premirr  par  les  rapports 
donnés.  Réciproquement,  on  obtiendrait  les  coordonnées 
du  premier  en  divisant  par  ces  mêmes  rapports  celles  du 
correspondant  dans  le  second  système.  Il  faudra  donc,  lors- 
qu'on voudra  trouver  le  correspondant  d'un  point,  indiquer 
avec  soin  de  quel  système  il  fait  partie  et  ne  pas  confondre 

les  deux  rapports  inverses. 

i3 
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Nous  allons  trailer  quelques  questions  simples,  relaiives 
à  ce  mode  de  transformation,  et  qui  nous  seront  uviles  dans 
la  théorie  de  Tattraction.   ' 

141 .  Équation  de  la  surface  correspondante  d*une  sur- 
face donnée. 

Soient  F {oc^y^  ij )  =s=  o  Téquation  d^une  surface;  w,  n,  p 
les  nombres  constants  par  lesquels  il  faut  multiplier  Tx, 
ly  et  le  z  d'un  quelconque  de  ses  points  pour  obtenir  les 
coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  correspondant,  on  aura 

d*où  résultera  entre  X,  Y,  Z,  Téquation 


r./X       Y       Z\ 

\m      n     p] 


qui  sera  celle  de  la  surface'  correspondante  de  la  première. 

Si  m  =:  ft  =  p,  ]es  deux  surfaces  seront  semblables. 

On  voit  que  le  degré  de  ces  deux  équations  est  le  même. 
D'où  il  suit  que  la  surface  correspondante  d^un  plan  est 
un  plan^  mais  non  parallèle  en  général.  Si  le  premier  est 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  second  le  sera  aussi. 
S*il  est  parallèle  à  Tun  des  axes,  l'autre  le  sera  au  mène 
axe.  Si  la  surface  proposée  est  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses 
axes,  la  correspondante  sera  aussi  un  ellipsoïde  rapporté  à 
ses  axes  coïncidant  en  direction  avec  les  premiers.  Q  en 
sera  de  même  si  la  première  surface  est  un  hyperboloi'de 
à  une  ou  à  deux  nappes.  Si,  par  exemple,  on  part  de  Tel- 
lipsoïde 

la  surface  correspondante  aura  pour  équation 

X  Y  Z 


nt'^a*       n^b^       p^c* 
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ce  qui  peut  représenter  un  ellipsoïde  quelconque,  en  don- 
nant k  rTijU^p  des  valeurs  convenables,  qui  seront  toujours 
les  rapports  des  axes  correspondants  des  deux  surfaces. 

Cette  même  équation  représentera  tous  les  ellipsoïdes 
homofocaux  au  premier  si  Ton  prend 

ce  qui  détermine  deux  des  quantités  m,  //,  p  en  fonction 
de  la  troisième,  qui  reste  arbitraire. 

Les  correspondantes  de  deux  surfaces  semblables  sont 
semblables,  — Soient,  en  effet,  les  deux  surfaces  semblables 

les  équations  correspondantes  seront 

F    -,  -,  -)  =  o,     f(  — ,  —,  -)  =  o. 
\m     n    p]  \m        n      p  ] 

Ce5  surfaces  sont  donc  semblables. 

Lignes  correspondantes ,  —  Les  lignes  étant  données 
par  les  équations  de  deux  surfaces  qui  les  contiennent,  on 
fera,  pour  chacune  de  ces  équations,  ce  que  nous  veiiouîî 
de  faire  pour  une  seule. 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  lieu  correspondant 
d'une  ligne  droite  est  une  ligne  droite,  non  parallèle  en 
général;  car  les  deux  surfaces  sont  des  plans,  et  leurs  cor- 
respondantes en  seront  par  conséquent  aussi. 

Si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  l'un  des  plans  ou  des 
axes  coordonnés,  il  en  sera  de  même  de  la  correspondante. 

142.  Rapport  des  longueurs  de  deux  droites  corres^ 
pondantes  parallèles  à  l'un  des  axes. 

Si  les  points  extrêmes  de  deux  droites  parallèles  à  un 
même  axe  sont  correspondants,  les  longueurs  de  ces  droites 
seront  dans  le  rapport  constant  des  coordonnées  corres- 
pondantes^  parallèles  à  cet  axe.  Car  ces  longueurs  sont 

i3. 


€Q$  DB   l'ÉQU1LI9B.E   DBS    FOBCES. 

idQ$  difEénences.de  quantîiés  qui  sont  dans  ce  rapport.  Mus 
8«,  la  première  droite  n'était  pas,  parallèle  à  un  des  axes,  la 
secoode  ne  serait  pas  parallèle  à  la  première,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  et  le  rappo^rt  de  leurs  longueurs  ne  serait 
paa i^eriistant  si  m,  /i,  p,  A^é^iient  pas  égaux. 

1 43,  Rapport  de  deux  surfaces  planes  correspondantes, 
parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés,  —  Ces  deux  sur- 
faces, terminées  par  des  courbes  quelconques  correspon- 
dantes^ et  parallèles  au  pUn  ÏZ^par.  exemple,  peuvent  être 
partagées  pac desidroîitea  çorr^p^poudaiMes^.  parallèles  à  V#xe 
des  jàf  ei  a  des  distantes  ii>iipiiiient  petites^  Les  longueur 
des  cordes  correspondantes  serpfit,  c^aps  le  r^pfQr}p\les 
distances  de  deux  cordes  consécutives  et  de  leurs  correspon- 
dantes  seront  dans  le  rapport  n]  le  rapport  des  éléments 
correspondants  sera  donc  np  ;  il  éh  sera  tlonc  de  même  de 
leurs  sommes,  et  de  leurs  limites.  Les  deux  aires  sont  donc 
dans  le  rapport  np,         '  j    -       . 

V         «-1    '  «     \  1         •     ■      .  «  y  ■  ■     »  i'  *  \  •  « 

,,  144.  JSapport  de  d.'^iuK  volun^es  terminés  par  des  sur- 
faces  correspondantes .  —  On  décopiposera  ces  volumes 
par  des  plans  correspondants  infiniment  voisiniS,  per|ien- 
diculaires  à  un  des  axes,  celui  des  x  par  exemple.  Les 
distances  correspomiantes  de  dei»  |4ans  consécutifs  seront 
dans  le  rapport  m.  Les  sections  des  volumes  par  les  plans 
correspondants  seroi^t^-corhmé  nous  venons  de  ledémontrer, 
dans  le  rapport  np.  Les  éléments  de  Tolume  compris  entre 
les'pIaBS  consécutifs  sont  donc  dans  le  rapport  mnp\  e(, 
par  conséquent,  le. premier  volume  e^t  au  second  daosje 
rapport  m  71/7.  .      , 

145.  Le  produit  des  x  de  deux  points  non  correspon' 
dants  considérés  respecti\^ement  dans  tes  deux  systèmes 
est  égal  au  produit  des  X  des  points  qui  leur  sont  respec- 
tii^ement  correspondants;  et  de  même  pour  les  jr  et  les  s. 


Soient,  en  effet,  x,y,  z  etX',  Y',  Z'  les  coordonnées  dès 
deux  premiers  points  m,  M';  X,  Y,  Z  celles  du  point  M  qui, 
dans  le  second  système,  est  le  correspondant  de  m;  et 
x\j'^  z!  celles  de  ni  du  premier  système,  correspondant 
de  MMu  second,  on  aura  évidemment  :rX'=  Xx',  puisque 
X':=  ««a:' et  X  =  mx, 

EtTon  verrait  de  même  que  Ton  aura 

jrl'  =  Y/,    «Z':t^2*\ 

On  peut  encore  déduire  de  là  une  autre  proposition  utile. 
En  effet,  si  Ton  désigne  par  r,  R  les  distances  de  deux 
points  correspondants,  à  Torigine)  parr'^RVles  analogues 
pour  deux  autres,  on  aura 

rR'  cos rR'  =  xX'  -f- j Y'  4-  zZ\ 

r'Rcosr'R  =  *'X -f-/ Y  -f-  z'Z; 

d'où 

rR'cosrR'  =  r'Rcosr'R. 

i46.  La  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  à 
deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  honio^ 
focaux,  est  constante. 

Soient  les  équations  de  ces  deux  ellipsoïdes 

X»      Y»      Z>  _ 

ils  cx>nsti tuent  nécessairement  deux  surfaces  correspon- 
dantes, comme  nous  l'avons  démontré  pour  deax  ellipsoïdes 
quelconques,  les  rapports  des  coordonnées  des  points  cor- 
respondants étant  ceux  des  axes  parallèles.  Ces  ellipsoïdes 
étant  homofocaux,  on  a 

Cela  posé^  ta  différence  des  carrés  des  distances  de  deux 
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points  (x,  Xî  ^)*  (X,  Y,  Z)  au  centre  sera 

X»  4-  Y-'  -f-  Z'  —  ( jr-  -f-  J^  -h  z»), 
OU 

A*  B2  r! 

-  *'  +  P  j»  4-  p  *'  -  (x»  -H  J-»  +  z'), 

et  en  réduisant 

A^  —  fl»  B»  —  A=  C  —  c» 

fl*  6*  c* 

OU,  d'après  les  conditions  données, 

c'est-à-dire  simplement  Â'  —  a',  ce  qui  prouve  la  pro- 
position énoncée. 

147.  Si  l'on  prend  deux  points  quelconques  ni,  m'  sur 
la  surface  d^un  ellipsoïde^  et  les  points  correspondants 
M,  M'  sur  un  ellipsoïde  homofocal  quelconque  ^  les  dis- 
tances M'm  et  Mn^  seront  égales. 

Car  si  Ton  désigne  par  r,R,  r',R' les  distances  respectives 
de  ces  quatre  points  au  centre,  on  aura,  par  la  dernière 
proposition, 

ou 

R>-+-r'»=R'»-f-r', 

et,  d'après  Tavant  dernière, 

Rr'cosRr' =:R'rc08R'r. 
Et  comme  * 


Mm'  =:  R»  4-  r'^  —  sRr'cbsRr', 

ï5rm^=  R"-f- r»  —  2R'rcosR'r, 

il  en  résulte 

M'//«  =  M/ii'. 


'       ■ ■    I  I      i  ■   '  L  !  I    ■  y 


CHAPITRE  XIL 

ATTRACTION  D'UN  ELLIPSOÏDE  SUR  UN  POINT  EXTÉRIEUR. 


148.  Nous  avons  calculé  prëcëdemmeDl  Taction  d'un 
ellîpsoïdeplein^  homogène,  sur  un  point  quelconque  de  son 
iniérieur  on  de  sa  surface.  II  reste  à  calculer  celle  qu'il 
exerce  sur  un  point  extérieur  ;  question  beaucoup  plus  dif- 
ficile, et  qui  a  assez  longtemps  arrête  4es  géomètres.  Leurs 
eflforts  teodaiettt  à  ramener  ce  cas  au  premier.  Maclaurin 
Ta  tenté  le  premier,  et  n'a  pas  complètement  réussi  ;  d'autres 
géomètres  y  sont  parvenus  après  lui,  mais  si  péniblement^ 
qu'on  avait  continué  les  recherches  sur  ce  point  important. 
£h(in,  Ivory  est  parvenu  à  découvrir  un  théorème  remar<* 
quable  par  sa  simplicité,  et  qui  ramène  presque  sans  travail 
la  seconde  question  à  la  première.  Elle  est  fondée  sur  les 
propriétés  des  points  correspondants,  et  c'est  pour  cela  que 
nous  avons  exposé  cette  théorie  avec  quelque  détail. 

i  49.  Théorème  d^J^ory.  —  Ce  théorème  ramène Taction 
d*un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  extérieur  quel* 
conque,  a  celle  qu'exercerait  un  ellipsoïde  homofocal  pas- 
sant par  ce  point,  sur  le  correspondant  de  ce  point  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde  donné  :  question  dont  on  connaissait 
la  solution,  que  nous  avons  précédemment  exposée. 

Soient  a,  6,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à 
un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  A,  B,  C^  la  compo- 
sante X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


=-'/// 


(j?  —  tt)dxdydz 
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les  intégrales  s'étendant  au  tolume  entier .»  Itinérant  par 
rapport  i  x^  et  désignant  par  ri,  r,  les  distances  du  point 
attiré  aux  points  e:Kli>èoios  du  iilet  de  Tellipsoïde,  dans 
lequel  ou  a  fait  rîntégratioû,  ou  tronvera 


Concevons  niaiiiten«nt  itu  eJlipéoïde  bomoCbqal  avec  le 
premier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherchons  soU'at* 
traction  sur  le  point  eorrespondatit  J(  ce  dernier  sur  la  sur- 
face du  premier  ellipsoïde.  Pour^pela\nous  prendrons  le 
rectangle  ftjr'dz\  dont  les  points  seront  les  correspondants 
de  ceux  ae  dy  dz^  et  nous  intégrerons  dans  Tétenduc  du 
filet  duseeond  elUpsaSdev^v^tsé  prbjieiiesiiiMttt  dy^dJ'vwic 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons,  pour  Ja  composante  de  Fat- 
traction  de  ce  dernier  corps  tbr^eipdin't  coréespondant  au 
point  donné, 

Les  rayons  ri  et  r,  sont  lés  mêmes  que  pour  le  premier  el- 
lipsoïde, puisque  leurs  extrémitési  sopt  respectivement  cor- 
respondantes de  celles  des  autres. 

Or,  dj'dzfl  djdz  ::  È't/rlSC  5  et  cette  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portkinsdfiB^intégrailea'jrdalivifSip'jifeais  filets 
correspondants  quelcpuqnes,  aura  lieu  pourjes  int^^es 
elles-mêmes:  d^ou  résulte 


I    r 


x:x;::bc:bx% 

et  de  même 

Y:r::AC:A'C, 
z:Z'::ab:a'B'. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorèoie  suivant,  qui  est  celai 
d'Ivory  : 


■  <  t        •' 


Les  attractions  4fue  deux  ellipsoïdes  hnmofoàauxexer^ 
cent  parallèlement  à  chaque  axe^  suf'deux  points  corres^ 
pondants  placés  Sur  leurs  surfaces  i^espeeii$mSj  suffit  entre 
elles  comme  les  prodaûs  des  deux  axef  pierpendituiaires 
à  chaque  composante. 

Remarque,  —  Poisson  «  montré  que  ce  ibéorème  était 
indépendant  de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonction  de  la 
dietance^qui'  expi^ime  Pattraction  est  dé&ignëe'  par  'P\i-)^ 
on  aura 

intégrant  par  rapport  à  x  l'expression  (x  — âf)F(r)  —  » 
<m  F{r)dr^  etdéîsignant  le  ré8iiltaipar^(r),  on  anra  '      ' - 

Pour  le  second  ellipsoïde,  on  trouvera  de  même 

x'=//.  rrrfr'rf*'[T(r.)-t(MJ; 

d*bi  !*on  cônclùk*ait  encore 

..    •  •••   ■•■'     .  ■    .       ••    . 

•  A.  •  •  jo\a  ^t»  y  f 

€t  àû  méflle  pour  les  autres  composantes.' 

r  •  » 

150.  Application  du  théorème  d^Is^oiy,  —  On  voit  qiue, 
diaprés  ce  théorème,  on  connaîtra  les  composantes  de  Tat- 
traction  d'un  ellipsoïde)  slir  un  poilii  extérieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  bomofocal,  et  cherchanl 
les  composantes  de  son  atti'action  sur  le  point  corres- 
pondant de  la  surface  du  premier^  qui  est  dans  son  inté- 
rieur; puis  multipliant  les  composantes  par  les  rapports 
des  produitii  deis  axes  pei^ndiculaires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  Tellipsoïde  pfo^ 
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posé.  A')  B'^  G  ceux  de  l'ellipsoïde  bomofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  6,  y)  ;  A''',  B",  C"  ceux  d'un  ellipsoïde 
semblable  au  second  cl  passant  par  le  point  {a!^  S\  y')  cor- 
respondant à  (a,  6,  y)  sur  le  premier;  enfin  M,  M',  M'aies 
volumes  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  raltraction  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  {(x\  &,  y*)  seront  les  mêmes  que  celles  du 
second.  On  aura  donc,  d'après  les  formules  connues  pour 
les  points  de  la  surface, 

3  M  Va' 


X':z=  — 


Mais,  d'après  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoïdes, 
on  a 

B"»  —  A"»       B'-  —  A"       C"  —  A''*       C'^  —  A" 


A"»        "~       A'* 


/'a  A'2 


M"        M'  ,       ,  /       «A     ,  , 

T77j=  —  >  et,  de  plus,  a  =  —  ;  donc,  en  observant  que 

l'on  a  B'  —  A'*  =  B'  —  A*  C"  —  A"  =  C — . A%  on  aura 

^,  3M'/aA     /»«  ^dv 

A"         /  /         B»  —  A'  /         (?  —  A» 


Posons  maintenant 


«'        /i 


BC 

et  multipliant  par  ^ttv»  <>ï^  trouvera 


X=:- 


3  M /a     /»^'  a'rf/i 


M /g     /•*  _ 


.  B>— A'    A'/    .   C*  — A'  A' 
Il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes. 
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Passage  du  théorème  d^Isfory  à  celui  de  Maclaurin, 

151.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  rattraciîon  de 
Tellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  C,  sur  le 
point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y;  X'^,  Y'^, 
71'  les  composantes  deTattraction  de  rellipsoïde  homofocat 
passant  par  le  point  (a,  6,  y)  sur  le  point  correspondant, 

qui  a  pour  coordûnnées  «-y?  -=r;-î   —^  A',  B',  C  étant  les 

demi-axes  de  cet  ellipsoïde;  et  en6n  X',  Y',  TJ  les  compo- 
santes de  r attraction  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(a,  6,  y)  de  sa  surface. 

Le  théorème  d'Ivory  donne 

X  BC         Y         AC         Z         AB 


9         ^77;   =  TTTZ,  » 


X"       B'C        Y"~A'C'       Z"       A'B' 

mais,  pour  tout  point  ae  Tintérieur  d*un  ellipsoïde,  les 
composantes  de  l'attraction  sont  proportionnelles  à  la  coor- 
donnée parallèle  \  donc 

X^A       Y^_B       Z^_C^ 

X'""A''     y'"~B''     z'—c' 

d*où  Ton  conclut  immédiatement 

X  ABC         Y        Z 


X'""A'B'C'""  Y'       Z' 


a 


Les  trois  composantes  X,  Y,  Z  étant  proportionnelles  A 
X',  Y^  Z',  les  résultantes  sont  dans  une  même  direction,  et 
leurs  intensités  sont  entre  elles  comme  les  composantes, 
c'est-à-dire  ::  ABC  :  A'B'C.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

I^ attraction  d^un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point 
extérieur  a  la  même  direction  que  celle  qu  exercerait  sur 
lui  un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce  points  et  leurs 
intensités  sont  comme  les  "volumes  des  deux  corps. 
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L'usage  de  ce  théorème  est  évident  puisqu'il  ramèoe  à 
rattraclion  d^un  ellipsoïde  facile  h  déterminer  sur  un  point 
donné  de  sa  surface» 

Remarque,  —  Si  Ton  comparait  Taction  d'un  second 
ellipsoïde  homofocal  au  premier|  et  auquel  le  point  donné 
serait  extérieur,  à  Taction  de  celui  quW  a  fait  passer  pir 
ce  point,  on  obtiendrait  la  même  conséquence  que  pour  le 
premier^  d^oùTon  conclut  cette  proposition  que  ^fure/- 
lipsoïdes  homofocaux  exercent  sur  un  point  extérieur  aux 
deuXj  des  actions  de  même  direction,  et  proportùmneHes 
aux  volumes  de  ces  deux  corps. 


:i 
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CHAPITRE  XIII. 

'  AUTRES  SOJLpnONS  DU  PROBLÈME  pE  L'ATTRACTION   , 

DES  ELLIP^ÏDES. 


x*>«i*iaatfiA*a 


« 

La  ihëorié  que  tious  venons  d* exposer  est  complète  et 
connue  depuis  longtemps^  L'attraction  d'un  elUpsoïde  ho- 
mogène sur  un  point  de  sa  surface,  y  est  ramenée  au  plus 
grand  degré  de  simpliclté'dont  elle  soit  susceptible.  L'at- 
traction sur  un  point  extérieur  s'en  déduit  immédiatement^ 
soit  par  le  beau  théorème  d'Ivory,  soit  par  celui  de  Maclau- 
rin  \  et  ce  dernier  pouvait  être  démontré  dans  toute  sa  géné- 
ralité, soit  d'après  celui  d'Ivory,  soit  directement  par  la 
remarquable  analyse  de  O.  Rodrigues.  Nous  pourrions 
donc  nous  borner  à  ce  qui  précède^  mais  nous  ne  croyons 
pas  pouvoir  nous  dispenser  de  dire  quelques  mots  des  im- 
portants travaux  de  M.  Chasies  sur  le  même  sujet;  on  en 
trouvera  l'exposé  complet  dans  les  Traités  de  Mécanique. 

152.  Lehmb.  —  Si  Von  considère  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables E,  e,  et  d^une  autre  part  deux  ellipsoïdes  E',  e', 
semblables  entre  eux^  mais  non  aux  premiers,  et  ayant 
entre  leurs  axes  les  mêmes  rapports  que  les  premiers  y  si 
E  et  E'  sont  homofaux^  e  et  ef  le  seront  aussi. 

Nous  donnerons  le  nom  de  couches  homofocales  aux 
volumes  compris  respectivement  entre  les  ellipsoïdes  E,  e 
et  £',6^.  En  eflet,  en  passant  de  E  à  e,  les  distances  focales 
ont  varié  dans  le  même  rapport  que  les  axes  de  ces  ellip- 
soïdes semblables,  et  il  en  sera  de  même  dans  le  second 
système.  Or  le  rapport  des  axes  est  le  même  dans  les  deux 
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systèmes  ;  il  en  sera  donc  de  même  des  rapports  des  excen- 
tricités, donc  ces  excentricités  étant  les  mêmes  pour  E  et  E', 
elles  le  seront  pour  e  et  e'. 

Il  est  inutile  de  dire  qu^aucun  autre  ellipsoïde  que  e\ 
semblable  à  E'  ne  pouvant  être  homofocal  avec  e',  ne  pourra 
l'être  avec  c.  On  voit  aussi  que,  réciproquement,  si  les 
ellipsoïdes  E,  E'  sont  homofocaux,  e  et  e'  le  sont  aussi  ;  que 
le  rapport  des  axes  de  E  et  e  sera  le  même  que  pour  E'  et  ^, 
et  que,  par  suite,  le  rapport  des  différences  des  axes  à  ces 
axes  mêmes,  sera  le  même. 

153.  Réduction  de  r attraction  d^itne  couche  ellipso*-' 
dale  sur  un  point  extérieur. 

Considérons  uue  couche  terminée  par  deux  surfaces  el* 
lipsoïdales  semblables  E,  e^  telles  que  les  diiférences  de 
leurs  axes  homologues  soient  infiniment  petites^  noos 
allons  ramener  son  action  sur  un  point  extérieur  M  à  celle 
qu'exercerait  sur  ce  point  une  au^re  couche,  dont  la  sur- 
face extérieure  passerait  par  M  et  serait  avec  la  première 
dans  les  conditions  du  lemme  précédent. 

Désignons  par  E',  e'  les  deux  surfaces  semblables  et  ho- 
mofocales  respectivement  avec  E  et  e  qui  terminent  cette 
couche,  dont  la  première  E'  passe  par  M. 

Les  surfaces  E  et  E'  étant  considérées  comme  correspon. 
dantes,  les  surfaces  e  et  d^  pour  lesquelles  le  rapport  des 
axes  est  le  même  que  pour  E-et  E',  seront  aussi  correspon- 
dantes dans  le,  même  système.  D*où  il  suit  que  si  Ton  dé- 
compose la  couche  Ee  en  éléments  infiniment  petits  dam 
tous  les  sens,  terminés  par  des  surfaces  quelconques,  les 
surfaces  correspondantes  partageront  la  couche  E'ê'ea  ^- 
ments  dont  le  rapport  avec  Ibs  premiers  sera  ^e  produit 
des  trois  rapports  des  coordonnées  de  ,mème  notn^  et,  par 
conséquen t,  ces  éléments  seront  comme  les  produi  ts  des  trois 
axes  des  ellipsoïdes  correspondants:  et  leurs  sommes,  et 
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par  suiio  les  volumes  des  couches,  seraient  dans  ce  mèkne 
rapport. 

Maintenant  si  nous  divisons  le  volume  de  chaque  ëlé* 
ment  de  la  cauche  Ee  par  la  distance  au  point  M  qui  est 
situé  sur  E',  et  le  volume  de  chaque  ëléraenl  de  E'e'  par  sa 
distance  au  point  m  homologue  de  M,  qui  est  situé  sur  la 
surface  £,•  ces  deux  distances  étant  égales,  d'après  les  pro- 
priétés démontrées  précédemment,  les  quotients  correspon* 
danu  seront  entffe  eux^tomme  les  cléments  eux-rménies,  ou 
comme  les  produits  des  trois  axes  des  ellipsoïdescorrespon*- 
dants;  d'où  il  sui^que  la  fonction  désignée  par  V  (n^  i33), 
relative  au  volume  Ee  et  au  point  M,  est. à  ia  fonction  V, 
relative  au  volume  E'e'  et  au  point  m^  dans  le  rapport  des 
produits  des  trois  axes  de  E  et  des>  trois-  axes  de  E^ 

Si  maintenant  on  déplace  le  point  M  sur  rellipsoïde  E', 
m  se«déplacera  surE,  ei  V^  sera  invariable,  puisque  le  point 
m  reste  dans  l'intérieur  de  e^\  et,  par  suite,  V  le  sera  lui-* 
mème^  puisque  son  rapport  à  Y  est  toujours  le  même. 
D'oà  il  suit  queiE^  est*  une  surface  de  niveau  relativement 
à  Tattraction  de  la  couche  Ee*,  c^est-àrdire  que  la  résnl** 
tante  de  r^ttractioii  de  la  couche  Ee  sur  un  point  quel- 
cooque  Mde  E'^  est norn^le  a  celte  surface* 

Cette  proposition  ayaat  lieu  pour  toute  autre  coiricbe 
dans  les  mêmes  conditions  que  Ee,  et  correspondant  a  une 
même  couche  £V,  au^a  lien  pour  cette  dernière.  Donc 
Taetion  sur  M  sera  aussi  normale  à  rellipsoïde  E'. 

Maintenant,  pour  avoir  les  composantes  respectives  de 
l'action  des  couches  Ee,  E'e^  sur  M,  il  faudrait  différentier 
successivement  les  fonctions  V,  V  par  rapport  à  a,  6,  y, 
coordonnées  de  M,  et  Ton  obtiendrait  ainsi  dee  dérivées 
dont  les  rapports  respectifs  seraient  celui  des  fonctions 
mêmes  V  et  V^j  ondes  produits  des  axes  des  ellipsoïdes  E,  E'; 
d'où  se  déduit  cette  proposition  due  à  M.  Chastes  ? 

Pour  cannaUreV action  d^une  couche  infiniment  mince 
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comprise  entre  deux  eWpsoïde$  semblables  sur  un  point 
extérieur,  il  suffit  de  calculer  celle  qu^ exerce  sur  le  menée 
point,  une  couche  homofocale  de  même  moMère,  dont  la 
surface  extérieure  passG  par  ce  point.  Les.  résultantes 
de  ces  actions  auront  la  même  direction,  normale  à  V ellip- 
soïde qui  passe  par  ce  points  et  seront  entre  elles  conune 
les  volumes  des  couches^  ou  comme. les  produits,  des  asxes 
des  ellipsoïdes  correspondants • 

Si  Ton  coDsidérait  une  autre  couche  £^e'  homo(î>cak 
avec  Ee,  on  aurait  une  conséquence  semblable^  et,  en  éli- 
minant ce  qui  appartient  à  BJe\  on  verrait  que  les  actions 
des  couches  Ee,  E^e"  sur  M  sont  de  inième  direction  et 
proportionnelles  aux  produits  des  axes  de  leurs  surfaces 
extérieures  ou  de  leurs  surfaces  intérieures. 

154*  Noui^elle  démonstration  du  théorème  de  Mac^ 
launn» 

Le  théorème  précédent  étant  démontré,  M*  Chaslcs  a 
fait  voir  comment  on  en  pouvait  dédioire  bien  simplemeal 
celui  de  Maclaurin. 

Il  s'agit  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  ho- 
mofocaux  homogènes,  dont  le^s  demi-axjes,  sont  ^9  bj^et 
A,  B,  C,  sur  .un  même  poini  M  extérieur  aux.deux« 

Pour  cela  on  décomposera  Yasx  d!eux  par  des  surfaces 
ellipsoïdales  semblables,  ii^fijiimen^  voisines,  et; le  second 
par  des  surfaces  ellipsoïdales  semblables  entre  elles  et  bo- 
mofocales  avec  celles  du  premier^  les. axes  de. d^ox  sur- 
faces correspondantes  seront  jles  Pf^èmes  que  pour  les  im- 
vantes,  et  par  suite  que  pour  celles  des  ellipsoJûdeft  doioiés. 
Deux    couches  homofocales   corre^poodant^    doniieroiit 
sur  M  des  actiops  de  même  dir/cciion»  et  proportionnelles 
aux  produits  des  axes  de  leurs  surfaces  qprr^pomdaDtAs,  et 
par  conséquent  aux  produits  (z&c,  ABC. 

Cette  direction  changera  avec  les. couches,  mai#  seiti 
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toujours  la  même  pour  deu)c  couches  correspondantes^  et 
le  rapport  des  forces  qu^elles  produisent  sera  toujours  celui 
de  abc  k  ABC.  D'où  II  suh  qu'en  composant  séparément 
toutes  «^es  forces  passant  par  M,  pour  chacun  des  deux 
cj^lipsoidés  proposée,  On  atlra  des  résultantes  de  même  direc- 
tion et  dont  les  intensités  seront  dans  le  rapport  des  pro- 
daîts  abc,  ABC,  ou  des  volumes  des  ellipsoïdes. 

De  là  résulte  cette  conséquence  qui  n^est  autre  chose  que 
le  (béorètifie  de  Maèlaurin  : 

Deux  ellipsoïdes  homogènes  homofocaux  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  des  actions  de  même  direction, 
et  proportionnelles  à  leurs  volumes. 

Et  comme  ou  a  les  expressions  des  composantes  de  T at- 
traction d'un  ellipsoYde  sur  un  point  de  sa  surface,  il  suffira, 
pour  obtenir  Vaction  dUin  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  extérieur^  défaire  passer  par  ce  point  un  ellipsoïde 
homofocal,  et  de  multiplier  les  composantes  de  son  attrac^ 
tion  sur  ce  point  par  le  rapport  des  volumes  du  premier 
eUipso'ide  et  du  second, 

M.  Chasles  ne  s'est  pas  borné  à  donner  cette  nouvelle 
dëhiomstration  du  théorème  de  Maclaurin,  il  est  parvenu, 
au  Tnbyen  de  considérations  géométriques,  à  Texpression  des 
composantes  de  Taltraction  d'une  couche  ellipsoïdale  sur 
un  point  extérieur;  et,  en  faisant Tintégration  relativement 
à  toutes  les  couches  d^un  ellipsoïde,  il  a  obtenu  directe- 
ment les  formules  des  composantes  de  Tattraction  de  Tellip- 
sol'de  entier,  auxquelles  on  était  déjà  parvenu  par  les  pio- 
csédésque  nous  avons  fait  connaître. 

'Nous  n'en  dit* ons  pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  est  traité 
avec  détail  dans  les  Ouvragées  spéciaux.  THoxxs  nous  sommes 
même  peut-^tre  un  peu  trop  étendu  sur  cette  théorie;  mais 
son  nttlilédatis  les  questions  importantes  de  la  Mécanique 
céleste,  e:xpliquera  suffisamment,  je  Tespère,  la  longueur 
de  ces  développements. 

^  «4 
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.155.  Toutes  les  fois  que  uous  avons  eu  à  considérer  des 
surfaces  où  des  lignes  résistantes,  nous  avons  supposé 
qu'elles  ne  pouvaient  détruire  que  des  forces  qui  leur 
étaient  normales.  Mais  il  n*eii  est  plus  de  même  dans  la 
réalité^  et  les  surfaces  matérielles  peuvent,  dans  ceriaiues 
limites,  détruire  de^i  forcqs  obliques  et  même  des  forces 
tangentielles.  ï^lus  ces  surfaces  sont  polies,  moins  elles 
offrent  de  résistance  tangentielle;  et  nous  nous  sommes 
placé  jusqu'ici  k  la  limite  idéale  de  surfaces  infiniment 
polies,  ^t  incapables  de  détruire  la  moindre  force  tangen- 
tîelle,  et,  par  suite,  toute  force  faisant  avec  la  normale  un 
angle,  si  petit  qu'ail  soit.  II  faut  donc,  dans  les  applications 
matérielles  de  la  science,  tenir  compte  de  ces  forces  qui 
peuvent  se  développer  au  contact  des  corps,  et  qu'on  nomme 
forces  de  frottement. 

Les  lois  qu* elles  suivent  dans  leur  production  et  leur 
action  ne  peuvent  être  déduites  que  de  l'expérience,  cl 
nous  allons  faire  connaître  les  résultais  généraux  auxiiuels 
elle  a  conduit. 

156.  Dans  la  recherche  des  condîlion»  d'équilibre,  nons 
avons  toujours  supposé  que  les  courbes  ou  surfaces  fixes  ne 
pouvaient  donner  naissance  qu'à  des  forces  normales.  Mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité;  et  rexpérience  prouve 
que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une  (H>urbe  peut  dé- 
truire non- seulement  des  forces  normales  quelconques, 


CBAFixas  XIV «  an 

mais  encore  des  forces  tangentielles  comprises  entre  cer- 
taines limites.  Ces  dernières  sont  d'autant  moindres  que 
les  surfaces  en  contact  ,6onC  gltiâ'p^llôs^iet  l'on  peut  sup- 
poser qa^elles  n'existeraient  pas,  si  ces  surfaces  étaient  en 
tièrement  dépourvuti  d'aspërités,  comme'  nous  les  avons 
supposées  dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature^  et  il  est 
nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d^étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'équilibre,  Tin- 
troductiou  de  ces  nouvelles  forces,  que  pous  désignons  sous 
le  nom  de  forces  de  J^rottement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  être  déduites 
que  de  Fexpérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  ré- 
sultats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane,  est  pressé  contre  ce  plan  par  une 
certaine  force,  on  ne  peut  le  mettre  en  mouvement  par  le 
mojen  d'une  force  $ituée  dans  le  plan,  que  lorsqu'elle  dé- 
passe une  certaine  limite.  Cette  limite,  qui  n'atteint  sa  plus 
grande  valeur  que  quand  le  contact  a  duré  un  certain 
temps,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  cette 
force  ne  se  développe  que  lorsque  Ton  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composante  située  dans  le  plan  de  con- 
tact, et  elle  est  égale  et  opposée  à  cette  dernière^  tant  que 
le  corps  ne  se  met  pas  eu  mouvement.  Elle  peut  donc  va- 
rier arbitrairement  quant  à  sa  direction  et  son  intensité^ 
elle  n'est  assujettie  qu'à  èlre  située  dans  le  plan  de  con- 
tacl,  et  à  ne  pas  dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question 
tout  à  rheure,  et  qui  doit  être  le  seul  objet  de  nos  re* 
cherches.  Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  l'on  fait 

>4. 
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prendre  à  tous  les  points  du  corps  un  inouTement  paral- 
lèle et  égal. 

Le  frottement  d^un  corps  peut  détruire  non-seulement 
une  force  unique,  mais  ua  nombre  quelconque  de  forces 
réductibles  ou  non  à  une  seule;  les  forces  qn^il  représente 
sont  donc  dependanles.de  celles  que  Ton  fait  agir  dans  le 
plan  de  contact. 

Cela  posé,  nous  ne  nous  occuperons  qne  de  la  détermi- 
nation de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  dé* 
truire,  et  que  nous  prendrons  pour  mesure  du  frottement 
lui-même. 

Or,  Texpériencc  a  démontré  que  : 

1°  La  force  de  frottement  varie  proportionnellement  k 
la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
mêmes  ; 

2^  Elle  ne  dépend  pas  de  Télendue  de  la  surface  en  con- 
tact, pourvu  qu^elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d^arôtes, 
mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux,  surfaces; 

3°  Lorsque  Tun  de  ces  corps  glisse  sur  Tauti-e,  la  force 
de  frottement  est  indépendante  de  la  loi  du  mouvement; 
elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  et  la  nature 
des  surfaces  :  et  sa  direction  est,  pour  chacun  des  deux 
corps,  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conç&it  facilement  comment  les  deux  premières  lors 
ont  pu  être  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  Textrémité  duqnel  on  appliquait 
des  poids  connus^  on  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  le  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps  de 
divers  poids,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de  ceux 
qui  déterminent  le  mouvement,  et  Ton  a  reconnu  que  leurs 
rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étaient  toujours 
les  mêmes. 
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En  diminuant  la  surface  en  conlact,  ou  en  posant  le  corps 
sur  les  différentes  faces  également  polies,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  était  le 
même.  Ces  expériences,  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corp&  très-variés,  ont  toujours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu^avec  la  nature  des  substances,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  à  la  troisième  loi,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  Tinterprélation  exige  quelques  notions  de 
Dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  Cours  de  machines,  et  nous  nous  bornerons  à  Ténoncé 
de  cette  loi. 

157.  Angle  du  frottement,  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  fa  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane,  et  qu^on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d'une  droile  horizontale,  le  corps  commencera  à  glisser 
quand  Tinclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur, qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet,  P  le  poids  du  corps  et  a  l'inclinaison  du 
plan  mobile  sur  le  plan  horizontal  *,  la  pression  du  corps 
sur  le  plan,  ou  la  composante  de  son  poids  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  sera  Pcosa;  et  la  composante  parallèle 
aura  pour  valeur  Psina. 

Lorsquç  Tinclinaison  variable  a  aura  atteint  la  valeur 
particulière  fx  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser, 
la  force  de  frottement  sera  précisément  égale  à  la  compo- 
sante parallèle  au  plan  incliné;  et  si  Ton  désigne  par/* le 
r^ipport  du  frottement  à  lapression,  on  aura 

.      /7sina 
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Ainsi  (ous  les  corps  de  même  nature  et  ëgalement  polis,  et 
gëDéralement  tous  ceux  qui  auront  le  mèrme  coefficient  de 
frottement  relativemeni  au  plan  mohile,  commenceront  i 
glisser  sous  un  môme  angle  dont  la  tangente  trigonomé* 
trique  est  égale  au  coefficient  du  frottement,  et  que  Ton 
désigne  sous  le  nom  di  angle  du  frottement. 

Cette  expérience  peut  aussi  servir  à  démontrer  les  deux 
premières  lois  du  frottement.  En  plaçant  sur  un  plan  mo- 
bile autour  d'une  horizontale,  un  corps  dont  les  dlftérentes 
faces  planes  sont  également  polies,  on  reconnaît  qull  com- 
mence à  glisser  pour  une  même  inclinaison  du  plan,  quelle 
que  soit  l'aire  de  la  face  de  contact|  et  quel  que  soit  le 
poids  dont  on  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  là  que, 
lorsque  la  nature  et  le  poli  des  surfaces  ne  changeai  pa$>  la 
force  de  frottement  est  proportionnelle  à  la  pression,  et  in- 
dépendante de  retendue  de  la  face  de  contact.  L'angle  sous 
lequel  le  glissement  commence,  détermine  le  coefficient  du 
frottement,  qui  en  est  la  iangenle  trigooométrique. 

158.  Equilibre  tVun  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  ohlU/ue.  —  Soieat  V  {Jtg»  19)  une  force  appli- 

»     .     • ,    I    •  Fig.  19*  "■  • 
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quée  à  un  corps  M,  A  le  point  où  sa  direction  renoonire  la 
face  de  contact,  et  6  Tangle  qu'elle  fait  avec  la  normale  AN. 
La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  PcosO;  le  frot- 
tement sera  exprimé  paryPcosff,;/ étant  le  coefficient  du 
frottement  \  et  la  force  dans  le  plan  fixe,  qui  tend  â  mettre 
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le,corp$  en  mouvement,  est  égale  i  PsipS,  Il  y  aura  dono 
équilibre  si  Tou  a 

P8înô</Pco»0, 

ou        ' 

taBg&</. 

Ainsi,  Téquilibre  ^ura  lieu,  quelle  que  soit. la  force  P, 
pourvu  qu'elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  supérieur. à  l'angle  du  frottement. 

Au  reste,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  diffère 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque,  au  lieu  d*ètre  le  poids  même  du 
corps. 

i  59.  Équilibre  du  levier  en  triant  égard  aufroUement* 
-^  Considérons  un  levier  posé  sxtr  un  autre  corps,  de  sorte 
que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  lié  invariablement  avec 
lui  ^  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles  peuvent 
d^abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et  parallèles 
appliquées  au  levier  au  point  d'appui,  et,  de  plus,  à  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement^  il  faudrait  que  les 
couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux  forces 
transportées  au  point  d'appui  f&t  normale  à  la  surface  ré- 
sistante. Mais,  s'il  peut  exister  un  frottement  entre  les 
deux  corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier,  en  son  point  de  contact^  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  au  point  d'appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  surface  \  il  suffira  que 
cette  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur 
où  égal  à  l'angle  du  frottement. 

160.  Équilibre  d'un  corps  qui  peut  tourner  autour  d^un 
axe  fixe.  <_ —  Considérons  maintenant  un  corps  solide  percé 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un  cylindre 
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fixe  d'un  diamètre  k  peu  prè»  égal*  Supposons  ce  corps  sol- 
licité par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire 
a  Taxe  du  cylindre,  et  cherchons  les  conditions  d^équilibre, 
en  ayant  égard  à  la  force  de  frottement.  Concevons  que 
tout  le  système  soit  réduit  a  la  section  par  ce  plan  perpen- 
diculaire, ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas 
d^ épaisseur  sensible. 

Soit  C  (/igr.  !io)  le  point  de  contact  dû  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 

I 
i 

Fig.  20. 


n  doit  y  avoir  équili))re  entre  les  deux  forces  données  P,Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangentielle- 
ment  au  cercle.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
deux  forces  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  C  et  fai- 
sant avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frot- 
tement. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  données  auront  une  résultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cercle  apparte- 
nant au  corps,  et  fera  avec  sa  normale  un  angle  égal  ou  in- 
férieur à  celui  du  frottement,  le  corps  sera  en  équilibre  si 
Ton  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considérant  le  cas  extrême  où  Péquilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  résultante  R  des  forces  P  et  Q  fait 
avec  la  normale  au  cercle  un  angle  égal 'à  Tangle  du  frotte- 
ment; la  pression  normale  exercée  sur  le  cylindre  fixe  est 

la  projection  de  la  résultante  R  sur  le  rayon,  ou  -; 

elle  est  doi^c  toujours  moindre  que  la  résultante  R.  La 
force  tangentielle  appliquée  au  cylindre  fixe  s^obiiendra  eo 
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muliipHant  la  pres$ÎDn  par  le  ooefficieut  f^  et  sera,  par 

consëquent,  égale  à   ■  •  Leur  résultante  ne  sera  autre 

cho6e  que  R,  comme  cela  devait  être  évidemment,  puisque 
la  résultante  R  des  forces  données  est  détruite  par  la  résis- 
tance du  cylindre  fixe. 

161.  Equilibre  d*un  corps  sur  un  planfixe,,  —  Suppo« 
sons  un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  Thorizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
par  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Soient  IV  (Ji§^  21)  la  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 


du  corps,  et  a  Finclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  hori- 
zontal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  désignant  par  9  l'angle  de  la  force  P  avec  le  plan  incliné, 
la  presision  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

QcosGc  —  PsînÔ, 

9  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
AL,  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  Téquilibre  est  au  mo- 
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mept  de  se  rqmj^^  U  force  de  frouement  sera  ég/sle  k 

/(Qcosbe— PsînG)j 

mais,  en  généra^  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  A. 
La  composante  totale  dans  le  scus  du  plan  sera 

.Qsîna*-Poos(lf;  .   . 

et  pour  que  Téquilibre  ait  lieu,  il  est  nécessaire  et  suffi-* 
sant  que  cette  expression,, positive  ou  négative,  soit  égale 
à  la  force  de  frottement^  ce  qui  s'exprimera  par  iVqnation 

suivante  : 

..  i  .  ». 

Qsina  —  PcosO  =  //(Qcosa  —  Psinô), 

A:  élant  compris  entre  —  i  et  -}-  i ,  et  devenant  —  i  ou  -H  i 

dans  le  cas  où  Téquilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre, 

soit  dans  un  sens,  soit  dans  Tautre. 

n  tire  de  cette  équation 

Q'($inflt-T  V^cosa) 

,  ~    cosô  — ^/^inô  ., 

Si  Ar  ï=:  o  et  9  ==  o,  on  retombe  strr  rexpression  connue 

P  =  Qsina.  , 

,162.  Ckerdi^Nis  la  direction  dans*  liaqui^le  il  fautiaite 
agiir  la  force  Ppour  obtenir  lu  plus  d'avantages  possible,  en 
supposant  le  corps  prêt  i  glisser  -,  et,  pour  cela,  cherohous 
la  valeur  de  B^  qui,  eu  supposant  A  s:  i ,  donne  le  minimimi 
de  P  ou  Je  maximum  du  dénominateur.  Les  deux  pre- 
mières dérivées. de. ce  dernier,. par  rappOirt  i  .0,  ont  pour 

expressions 

—  sioO  — /cosO, 

et 

—  cosO-h/sinO. 

En  égalant  la  première  à  zéro,  on  trouve  . 

tange  =  — /; 
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d'où  i)  suit  que  Ift  force  P  doit  èlre  dirigée  en  dessous  dû 
plan,  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  Tanglc  du  frotte- 
ment. La  seconde  dérivée  se  réduit  alors  à 

--cose{i^/')j 

elle  est  donc  négative  pour  cette  valeur  de  0-,  d*où  il  suit 
que  le  dénominateur  de  P  est  maximum^  et,  par  suite,  P 
minimum. 

On  pourrait  encore  cLercher  Tinclinaison  0,  qui  donne 
la  plus  petite  valeur  de  P,  propre  à  faire  remonter  le  corps. 
Il  faut  alors  supposer  A  =  —  i ,  et  chercher  le  minimum  de 

— TT-r— r  ou  le  maximum  de  cos9  H-  fsinP.  On  en  tire 

cos©-H/sin©  "^ 

-*■  sin G  H-/casô  =  o,     lârig©  =/; 

ce  qui  montre  que  la  force  doit  être  dirigée  au-dessus  du 
plan  incliné  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  Tangle  du 
frottement,  quelle  que  soit  son  inclinaison  a. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  ii  angle 
de  traction;  et,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  n€f  nous'  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  uiie  idée  de  la 
mftiiière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi* 
tioi%9  de  l'équilibre  :  ce  qui  est  de  la  pins  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons^  pour  de  plus  grands 
dëtatts,  ttux  Traités  spéciaux  «or  les  machines. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOUVEMENT  ET  DU  TEMPS. 


163.  Du  mous^ement.  — .Lorsque  la  distance  de  deux 
points  change  d'une  manière  continue,  on  dit  que  ces 
points  sont  eu  mouvement  Tun  par  rapport  à  l'autre;  et, 
généralement,  lorsque  les  distances  d'un  point  aux  diffé- 
rents ^points  d'un  système  rigide  varient  d'une  manière 
continue,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  position  de 
ce  point  par  rapport  à  ce  système  change  d'une  manière 
continue,  on  dit  que  ce  point  est  en  mouvement  par  rap- 
port au  système.  Le  lieu-  de  ces  positions  relatives  se 
nomme  sa  trajectoire  relative  à  ce  système. 

Si  au  lieu  d'un  point  on  en  a  un  nombre  quelconque 
formant  un  système  rigide,  on  dira  que  ce  système  est  en 
mouvement  par  rapport  au  premier,  lorsque  les  positions 
relatives  de  ses  points  varieront  d'une  manière  continue. 

Nous  n'entendrons  jamais  autf'e  chose  que  cela  par  mou- 
vement; ce  sera  toujours  un  déplacement  relatif;  nous 
n'attacherions  aucun  sens  à  un  déplacement  absolu. 

Mais  comme  notre  point  de  vue  choquera  presque  tout 
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le  monde  au  premier  abord,  nous  croyons  utile  deTappuyer 
de  quelques  développements,  et  nous  ne  doutons  pas  qu'a- 
près réflexion,  il  ne  soit  adopté  par  tous  ceux  qui  out 
accepte  complètement  nos  données  de  la  science  de  reten- 
due. 

Il  est  encore  sans  doute  des  philosophes  qui  croient  à 
Texistencede  ce  qu*on, appelle  V espace  absolu,  indépendant 
de  la  création,  qui  existait  avant  elle,  et  subsisterait  encore 
si  elle  était  anéantie.  Us  disent  cet  espace  immobile,  parce 
qu'il  n*y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il  se  déplac&t  d'uB 
côté  plutôt  que  d'un  autre,  et  ne  cherchent  nullement  a 
se  rendre  compte  de  ce  qu'ils  entendent  par  direction  ab- 
solue. Chaque  point  de  cet  être  infini  a  pour  eux  une  per- 
sonnalité propre,  qu'il   conserve  éternellement  avec  son 
immobilité;  et  c'est  à  ces  points,  qu'ils  appellent  ^/ures, 
qu'ils  comparent  tous  les  points  de  la  création.  Le  mou- 
vement absolu  d'un  point  matériel  consiste  pour  eux  dans 
sa  coïncidence  successive  avec  des  points  difTérents  de  Tes- 
pace  immobile.  Le  mouvement  relatif  est  bien  entendu  par 
eux  suivant  la  définition  que  nous  en  avons  donnée;  mais 
tous  les  principes  et  toutes  les  données  premières  sont  rap- 
portés par  eux  au  prétendu  mouvement  absolu,  et  se  dé- 
duisent, par  une  extension  spécieuse,  des  observations  faites 
sur  les  mouvements  relatifs.  De  sorte  que,  dans  Tapplica- 
tion  de  leur  science  aux  phénomènes  naturels,  il  n'y  aura 
aucune  contradiction  ni  aucune  erreur  à  craindre;  et  c'est 
au  nom  de  la  raison  seule,  et  non  de  la  pratique,  que  nous 
'  cherchons  à  corriger  le  point  de  départ  de  la  science. 

Dans  nos  données  de  la  science  de  l'étendue,  nous  pen- 
sons avoir  fait  justice  de  cet  être  imaginaire,  qu'on  appelle 
Y  espace,  et  de  la  personnalité  de  ses  points.  Pour  nous, 
par  conséquent,  le  repos  absolu  est,  non  plus  une  chose 
impossible  à  reconnaître ,  mais  tout  simplement  un  non- 
sens;  car  ce  serait  la  coïncidence  avec  les  mêmes  poinis 
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immuables  de  l'espace,  auxquels  nous  n'accordons  aucune 
existence,  et  dont  la  iixilë  prétendue  est  une  chimère,  dont 
la  simple  notion  ne  pourrait  être  ni  définie  ni  sentie, 
c'est-à-dire  ne  pourrait  s'acquérir  ni  par  T esprit  ni  par 
les  sens. 

On  ne  pourrait  en  effet  définir  Timmobilité  de  ces 
points  qu'en  Fadmettant  déjà  dans  d'autres,  c'esl-à-dirë 
par  un  cercle  Ticieux.  Et  quant  à  Tévidence  obtenue  par 
les  sens,  on  ne  peut  l'invoquer,  puisque  les  hommes  n*aper- 
çoivent  que  des  repos  ou  mouvements  relatifs;  de  sorte 
que  la  conception  de  repos  ou  mouvement  absolu,  loin  de 
pouvoir  être  rangée  parmi  les  idées  premières,  admises  par 
le  sentiment  de  l'évidence,  ne  serait  qu'une  vague  rêverie 
dont  le  fond  serait  un  cercle  vicieux. 

Abandonnons  donc  cette  fausse  notion,  dont  l'inutilité 
est  d*ai  Heurs  évidente;  cartons  les  principes  que  Ton  éta- 
blirait en  l'admettant,  ne  pourraient  jamais  être  fondés 
que  sur  des  observations  et  des  expériences  relatives.  El  à 
quoi  bon  partir  du  relatif  pour  établir  par  induction  un 
absolu  imaginaire,  d'où  Ton  tirerait  des  principes  appli- 
cables au  relatif,  qui  est  la  seule  chose  réelle?  Ne  vaut-il 
pas  mieux,  après  avoir  établi  les  principes  sur  le  relatif, 
Jes  appliquer  directement  au  réel,  sans  remonter  à  un 
absolu  fantastique,  pour  l'abandonner  immédiatement. 

164.  Du  temps»  —  Le  temps ,  comme  Tespace  et  le  mou- 
vement|  a  d<mné  lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  phi- 
losophes, ou  les  sophistes.  La  succession  de  nos  sensations 
et  des  événements  qui  les  ont  produites,  est  incontestable 
pour  tous  les  hommes.  Mais  entre  ce  sentiment  et  la  pensée 
qu'il  y  a  un  être  dans  lequel  se  fasse  cette  succession,  il  y  a 
un  abirae.  Le  temps  n'a  pas  plus  d'existence  réelle  que  l'es- 
pace; il  est  peut-être  même  encore  moins  saisissable.  Ces 
deuocppétendiisèlres'sontdes  créations  fantastiques  de  Fima- 
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gioatioa  de  Vhomme,  qui  veut  toujours  aller  au  delÀ  de  ce 
qu'il  peul  sentir  et  comprendre^  Mais  comme  la  suceession 
des  événcmenls  joue  un  grand  rôle  dans  la  nature  et  dans 
la  vie  des  hommes,  il  est  de  la  plus  grande  importance  d*y 
introduire  de  Tordre  et  de  la  précision,  et  c'est  ce  qoe  ron 
a  fait  d'abord  en  rapportant  les  divers  événements  à  des 
événements  successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple 
les  retours  du  soleil  au-dessus  de  Tboriaon»  Ce  classement 
des  événements  au  moyen  des  jours  étant  bientôt  devenu 
insuffisant,  il  a  fallu  les  rapporter  à  dies  intermédiaires,  et 
l'on  a  appelé  cela  diyùerie  tentps  en  interuailes,  langage 
figuré  qui  a  fini  par  faire  croire  que  le.  temps  était  une 
grandeur,  divisible  comme  les  quantités  .géométriques^  et 
sur  laquelle  se  placent  toutes  les  époques,  comme  les  points 
de  division  sur  une  ligne. 

Tout  en  protestant  d'avance  contre  l'admission  d'un  être 
appelé  temps,  nous  emploierons  le  langage  ordinaire,  nous 
classerons  les  événements  successifs  par  ce  que  nous  nom- 
merons des  intervalles^  que  nous  exprimerons  par  des 
nombres,  après  en  avoir  défini  avec  précision  V égalité  et 
Y  addition. 

Nous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux 
lorsque  deux  corps  identiques,  placés  dans  des  circon-\ 
stances  identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces 
intervalles,  et  soumis  aux  mêmes  actions  et  influences  de 
toute  espèce,  auront  parcouru  A  lajin  de  ces  intervalles 
des  espaces  identiques,  relativement  au  système  rigide 
auquel  on  rapporte  toutes  les  positions. 

Si  après  la  détermination  d'un  intervalle,  un  autre  com- 
mence et  se  termine,  on  dit  que  du  commencement  du 
premier  à  la  fin  du  second  il  y  a  un  intervalle  égal  k  la 
somme  des  deux. 

Ayant  ainsi  défini  l'égalité  et  l'addition  des  intervalles, 
on  choisira,  pour  terme  de  comparaison,  un  certain  inter- 
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valle,  qu'il  est  naturel  de  prendre  en  rapport  avec  la  durée 
du  jour;  et  tous  les  intervalles  ou  toutes  les  durées  pour- 
ront être  représentés  par  des  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires, en  entendant  toujours  les  subdivisions  égales  de 
Punité  d'après  la  définition  générale  de  Tégalité. 

Le  mouvement  le  plus  facile  k  reproduire  dans  des  con- 
ditions identiques  est  celui  du  pendule.  La  pesanteur  étant 
une  force  constante,  comme  nous  Pavons  reconnu  en  trai- 
tant de  l'équilibre,  il  suffit  de  replacer  à  chaque  oscillation 
le  pendule  dans  la  même  situation,  et  de  le  mettre  autant 
que  possible  à  Tabri  des  causes  perturbatrices  ;  les  intét^ 
valles  de  temps  correspondant  aux  retours  k  la  première 
position,  seront  ee  que  nous  avons  appelé  égaux,  et,  en 
donnant  au  pendule  une  longueur  convenable,  on  pourra 
donner  à  la  durée  de  son  oscillation  le  rapport  que  l'on 
voudra  avec  celle  du  jour  sidéral,  qui  est  Pintervalle  entre 
deux  retours  du  globe  terrestre  à  la  même  position  par 
rapport  aux  étoiles,  qui  forment  le  système  le  plus  consi- 
dérable et  le  moins  variable  qu'il  soit  donné  à  l'homme  de 
connaître. 

C'est  à  ce  dernier  que  nous  rapporterons  les  grands 
mouvements.  Mais,  pour  tout  ce  qui  a  trait  au  travail  et 
aux  besoins  des  hommes,  que  ce  soit  pour  des  espériences 
ayant  pour  but  de  conduire  à  des  propriétés  générales  ou 
k  des  connaissances  particulières,  c'est  au  système  des  ob- 
jets liés  invariablement  au  globe  terrestre  qu'on  rapporte 
les  mouvements;  et  c'est  ainsi  qu'il  faudra  entendre  ceux 
dont  nous  parlerons  par  la  suite,  à  moins  que  nous  ne  pré- 
venions expressément  que  nous  voulons  tenir  compte  du 
déplacement  de  la  terre  relativement  aux  étoiles,  et  que  les 
mouvements  relatifs  à  la  terre  doivent  eux-mêmes  être 
considérés  relativement  au  système  des  étoiles. 


i5. 


CHAPITRE  IL 

MOUVEMENT  UNIFORME  D'UN  POINT.  -MOUVEMENT  VARIÉ, 

VITESSE. 


i6S.  Lorsqu'un  point  parcourt  des  espaces  ^aax  en 
temps  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  temps,  on  dit 
que  son  mouvement  est  uniforme. 

Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme,  ni  composé 
d'une  succession  de  mouvements  uniformes,  ayant  des  (ta- 
rées Bnies,  on  l'appelle  mouvement  vanë. 

Les  mouvements  uniformes  peuvent  différer  les  uns  des 
autres  par  les  espaces  parcourus  dans  des  temps  égaux  ^  et 
cette  considération  donne  naissance  à  Tidée,  d'abord  un  pea 
vague,  de  vitesse.  Pour  introduire  dans  le  calcul  cet  élément 
indispensable,  il  est  nécessaire  d'en  donner  une  définition 
précise;  et  nous  appellerons  vitesse  d'un  point  dont  le 
mouvement,  rectiligneou  curviligne,  est  uniforme,  lespace 
qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  ou,  en  d'autres  termes^ 
le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  i  le 
parcourir  :  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera  ex- 
primée par  le  nombre  i  parcourra  l'unité  de  longueur 
dans  l'unité  de  temps. 

On  voit,  d'après  cette  définition,  que^  dans  un  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera 
d'autant  plus  grande^  que  l'unité  de  temps  le  sera  davan- 
tage; mais  le  rapport  des  vitesses  daos  deux  mouvemenis 
différents  en  est  complètement  indépendant  :  c'est  le  rapport 
des  espaces  parcourus  dans  un  même  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse,  varie 
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avec  Punité  de  longueur;  il  esl  d'autant  plus  grand,  que 
cette  unité  est  plus  petite.  Ces  remarques  sur  Tiniluence 
des  diverses  unités  sont  indispensables  pour  reconnaître 
V homogénéité  des  formules  de  la  Dynamique, 

166.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse  à  un  instant  quelconque,  Pespace  parcouru  pendant 
Tunité  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irrégulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  deTépoque 
dont  il  s'agit  :  et  cette  considération  ne  serait  d'aucun 
intérêt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle,  en  un  quel* 
conque  de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité;  mais 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'eçt  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  l'arc,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité, 
commençant  en  ce  point. 

On  fera  des  remarques  semblables  pour  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  d'une  substance  non  homogène; 
pour  la  température  en  un  point  d'un  corps  inégalement 
échauffé,  etc. 

Dans  tous  les  cas  de  ce  genre  on  procède  de  la  même 
manière  pour  obtenir  une  définition  précise  et  utile. 

Soit  M  la  position  qu'occupe,  à  un  certain  instant,  un 
point  qui  décrit  d'un  mouvement  varié  une  ligne  de  nature 
quelconque.  Après  un  certain  temps  0,  il  sera  pi^rvenu  en 
un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au 

temps,  ou  —^9  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle 

cet  arc  a  été  décrit;  c'est-à-dire  que  ce  serait  l'espace  par- 
couru pendant  l'unité  de  temps,  en  supposant  le  mou- 
vement uniforme,  et  tel,  que  l'arc  MN  fût  parcouru  pendant 
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le  temps  6.  Si  maintenani  on  suppose  que  9  diminue  iodé- 

finlment,  la  vitesse  moyenne  -r-  variera  en  même  temps, 

et  tendra  vers  une  limite  déterminée;  et  c'est  cette  limite 
que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au  point  M, 

Ainsi)  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  calcul  in- 
finitésimal, on  appelle  vitesse  d'un  mobile,  à  un  instant 
donné,  la  vitesse  moyenne,  ou  simplement  la  vitesse,  avec 
laquelle  il  décrit  un  arc  infiniment  petit,  à  partir  de  cet 
instant.  Et  nous  appellerons  direction  de  cette  vitesse  celle 
du  mouvement  du  point  sur  la  courbe,  laquelle,  diaprés  la 
discussion  que  nous  avons  faite  dans  la  Géométrie,  estU 
direction  delà  tangente  à  la  trajectoire. 

Si  Ton  désigne  par  t  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 
arcs  de  la  ligne  décrite,  à  partir  d'une,  origine  arbitraire, 

la  limite  du  rapport  —  n'est  autre  chose  que  —  •  Ainsi  la 

vitesse  en  un  poÎAt  quelconque  du  mouvement  curviligne 
est  exprimée  par  la  première  dérivée  de  Tespace  parcoum, 
par  rapport  au  teaaps.  Et  les  vitesses  des  projections  du  point 

dx     dy     dz    g^      y 
sur  les  axes  seront -r>  -r-»   -r-  On  les  nomme  par  ana- 

dt   '  fii     €u  * 

logie  les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes, 

167.  Il  est  bon  de  remarquer  que  Tare  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intervalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  de  ce  temps  par  la  vitesse  moyenne  relative  à  cet 
intervalle;  et  celle  vitesse  moyenne  didere  d'une  quanliic 
infiniment  petite,  de  ce  que  nous  avons  appelé  vitesse  au 
commencement  de  l'intervalle.  Il  est  évident  que  Ton 
pourrait  encore  prendre  la  vitesse  à  une  époque  quelconque 
du  même  intervalle.  Le  résultat  ainsi  obtenu  ne  diflerera 
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jamais  de  celui  que  Ton  cherche,  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  lui-même,  et  pourra  par  con- 
séquent lui  être  substitué  toutes  les  fois  que  Ton  n'aura  à 
considérer  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 

Ainsi,  par  exemple,  Tespaoe  parcouru  dans  un  temps 
fini,  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  éléments 
infiniment  petits  de  oe  temps,  par  les  vitesses  correspon- 
dantes aux  commencements  de  ces  éléments.  La  vitesse,  telle 
que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même  rôle  dans 
le  mouvement  varié,  que  la  vitesse  premièrement  définie, 
dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  Ton  ne  considère 
que  des  temps  infiniment  petits;  et  cest  à  cause  de  cette 
analogicy  qu^il  était  convenable  de  lui  donner  le  même 
nom, 

168.  Mous^ement  rectiligne  varié.  Accélération.  —  Le 
mouvement  varié  le  plus  simple  est  celui  où  les  changements 
de  la  vitesse  sont  proportionnels  aux  accroissements  cor- 
respondants du  temps.  On  le  dit  uniformément  variée  ou 
uniformément  accéléré^  en  entendant  que  l'accroissement 
de  la  vitesse  peut  être  positif  ou  négatif.  Nous  ne  le  consi- 
dérons pour  le  moment  que  dans  le  cas  où  le  point  se  meut 
en  ligne  droite. 

Dans  un  pareil  mouvement,  on  appelle  accélération 
l'accroissement  positif  ou  négatif  de  la  vitesse,  dans  l'unité 
de  temps.  Quand  elle  est  donnée  on  en  déduit  facilement 
Taccroissement  de  vitesse  dans  un  temps  quelconque. 

Cette  notion  peut  recevoir  une  extension  analogue  à  celle 
que  nous  avons  donnée  à  la  vitesse,  et  s'appliquer  à  un 
mouvement  varié  quelconque. 

En  eifet,  désignons  par  Ai^  l'accroissement  de  vitesse  que 
prend  le  point,  à  partir  d'un  instant  quelconque,  lorsque 
le  temps  croit  de  il/,  et  imaginons  un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même  que 
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celle  du  mobile  au  premier  instant,  et  qui  aurait  une  accé- 
lération telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  Awdans 
le  temps  At;  cette  accélération  moyenne  sera  mesurée, d'a- 
près ce  qui  précède,  par  -—»  et  tendra  vers  une  cerLaÎDC  li- 
mite &  mesure  que  /^t  tendra  \er$  zvtro. 

Cette  limite  est  ce  que  Ton  appelle  V accélération  dans 
le  mouvement  proposé,  à  Tins  tant  que  l'on  considère.  Son 
expression  est 

dp  d^x 

-r      ou      -r — • 
dt  dr 

Et  il  est  facile  de  voir  qu^elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général,  que  dans  le  mouvement 
uniformément  accéléré,  pourvu  que  Ton  ne  considère  que 
des  intervalles  infiniment  petits.  En  effet,  si  At  est  inâni- 
ment  petit,  on  aura 

Ap        dv 

17  =  7/ •^'' 

do 

ùkv  =  '--  àt  -4-tA^ 
di 

df 

Donc,  Taccroissement  Ai/deJa  vitesse  ne  diffère  de  -r- Af 

que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  a  A»',  et 
qui  pourra  être  négligée  toutes  les  fois  qu  on  ne  considérera 
que  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports.  Donc,  dans  tous 
les  cas  de  ce  genre,  l'accroissement  infiniment  petit  de  vi- 
tesse pourra  être  calculé  comme  si  le  mouvement  était  oni- 
forméinent  accéléré,  et  que  l'accélération  de  ce  mouvement 
fût  égale  à  ce  que  nous  avons  appelé  V accélération  dans  le 
mouvement  varié  en  question. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons 
considéré  de  deux  manières  fort  différentes  un  mouvement 
varié  quelconque,  comme  limite  de  mouvements  successifs, 
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de  durées  infiniment  petites.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
élémentaires  sont  uniformes,  dans  Tautre  ils  sont  unifoi^ 
mément  accélérés. 

tlx 

Le&  premiers  ont,  â  l'instant  commun,  le  même  "^que 

le  proposé,  en  d'autres  termes,  la  même  vitesse;  les  seconds, 

le  même -r- et  le  même-— ->  c'est-à-dire  même  vitesse  et 
dt  dt^ 

même  accélération.  Les  premiers  ont^  sMl  est  permis  de 
s^e^iprimer  ainsi^  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro- 
posé; les  seconds,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 
on  ne  peut,  même  dans  un  temps  infiniment  petit,  rem- 
placer le  proposé  parles  mouvements  élémentaires  du  pre- 
mier genre,  que  pour  calculer  les  accroissements  d'espace; 
tandis  qu'on  peut  employer  les  autres  pour  le  calcul  de  Tac- 
croissement  de  la  vitesse. 


CHAPITRE  III. 

DE  LINERTIE  DE  LA  MATIÈRE. 


169.  JNous  avons  admis  comme  résultat  général  de  l'ob- 
servation, que  lorsqu'un  corps^  îmm<d:)île  d^abord  au  miEeu 
du  système  invariable  des  objets  terrestres,  se  déplace  pr 
rapport  à  eux,  il  y  a  une  cause  extérieure  qui  a  agi  sur  lui 
en  ce  moment^  de  sorte  que  si  aucune  forée  n'avait  agi,  il 
serait  resté  indéfiniment  dans  la  position  qu'il  occupait. 

De  plus,  des  expériences  variées  et  mille  fois  répétées  ont 
constamment  montré  que  lorsque  les  causes  qui  om^dépUcé 
ce  corps  cessent  d'agir  sur  lui,  et  que  les  résistances  inévi- 
tables diminuent  de  plus  en  plus,  son  mouvement  tend  de 
plus  en  plus  à  devenir  rectiligne  et  uniforme;  et  l'on  a  du 
en  conclure  naturellement  que  si  l'on  pouvait  annuler 
l'efiet  des  frottements,  de  lair  ambiant,  et  autres  résistances 
quelconques,  le  mouvement  du  corps  serait  rigoureusement 
rectiligne  et  uniforme. 

C'est  de  Tensemble  des  expériences  de  ce  genre  que  Too 
a  déduit  le  principe  de  Vinerlie  de  la  matière,  qui  a  élécon* 
firme  sans  aucune  exception  par  l'accord  des  conséquences 
qu'on  en  a  tirées  avec  les  faits  résultant  d'expériences  di- 
rectes, ou  d'observations  dans  le  système  du  monde:  il  peut 
être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  quUl  ne  sur- 
voient  aucune  action  extérieure  ou  force  ;  et  s'il  se  meut 
sans  qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  mouvement 
sera  rectiligne  et  unifo/me* 

Mais  il  ne  faut  pas  entendre  par  là  qu'un  corps  n'entre 
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pour  rien  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  mu- 
tuelle de  ce  corps  et  d'autres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
en  ce  qu'un  point  matériel  ne  peut  changer  de  lui-même 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement  reciiligne  uniforme,  et 
qu'il  faut  toujours  pour  cela  l'existence  et  l'action  d'autres 
points  matériels. 

J70.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  un  prin- 
cipe général  auquel  on  a  été  conduit  par  une  foule  d'obser- 
vations et  d'expériences,  et  qui  est  vérifié  par  l'accord 
constant  entre  les  résultats  auxquels  conduit  son  admission, 
et  Tobservation  directe  des  phénomènes.  Il  consiste  en  ce 
que  : 

Si  tous  les  points  d^un  système,  liés  ou  non  les  uns  auec 
les  autres^  ont  des  ^vitesses  constantes^  égales  et  parais 
lèlesf  et  que  Vun  d^eux,  sans  liaison  auec  les  autres,  re- 
coiVe  une  certaine  vitesse^  ou  soit  sollicité  par  une  certaine 
force  variant  d'une  manière  quelconque,  ou  même  que 
ces  deux  conditions  soient  réunies^  son  mouvement  relatif 
yenient  au  système  sera  le  même  que  si  le  mouvement 
primitif  commun  n'avait  point  existé,  et  que  le  point  en 
question  eût  reçu  la  même  vitesse  et  eût  été  sollicité  parla 
métneforcey  agissant  dans  la  même  direction. 

On  aperçoit  facilement  par  quel  genre  d'expériences  on 
pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe,  en  rapportant 
toujours  les  positions  aux  objets  immuables  à  la  surface  de 
la  terre.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commun 
à  un  système  de  points,  mobiles  ou  non  les  uns  par  rapport 
aux  autres  ;  on  appliquerait  a  l'un  d'eux,  libre  par  rapport 
aux  autres,  une  force  dont  on  ferait  varier  la  direction  et 
l'iniensité;  on  lui  imprimerait  une  vitesse  arbitraire,  et  l'on 
observerait  le  mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait 
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les  mêmes  expériences  en  changeant  le  mouvemenl  uni- 
forme commun;  et  Ton  reconnaitrail  que  le  mouvement 
relatif  est  tout  à  fait  indépendant  du  mouvement  uniforme 
commun,  et  le  même  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Remarque,  —  La  considération  du  temps  est  nécessaire 
dans  1^  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  uti  temps  fini  pour  que  Faction  d'une  force  fasse 
acquérir  è  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes,  que  Ton  nommait 
instantanées^  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s*exerçàt  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petit  qu'on  pût  le  supposer;  les  autres,  que  Ton  nommait 
accélératrices^  avaient  besoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces  ins- 
tantanées n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres  s'ac- 
cordent généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la  science. 
Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  forces  continues,  c'est*à-âire  qui  ne  pro- 
duisent une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est  exercée 
sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

Néanmoins^  il  pourra  quelquefois  être  commode  de  con- 
sidérer des  vitesses  finies  comme  produites  dans  un  temps 
assez  petit  pour  que  les  positions  n'aient  pas  sensiblement 
changé.  Ces  forces  seront  alors  très-grandes,  et  leur  valeur, 
supposée  constante,  se  mesurera  comme  pour  toutes  les 
autres  forces.  C'est  toujours  ainsi  que  nous  entendrons  les 
forces  instantanées^  lorsque  nous  emploierons  cette  ex- 
pression  pour  abréger  le  discours.   . 

171.  Nous  admettrons  le  principe  précédent  dans  toute 
sa  généralité,  tout  en  reconnaissant  que,  comme  toutes  les 
propositions  déduites  de  l'expérience,  il  ne  peut  être  r^rdë 
conune  offrant  une  certitude  qui  dispense  de  toute  vérifi- 


CHAPITRE    III.  ^37 

cation.  C'est,  si  l'on  veut,  une  hypothèse  extrêmement 
vraisemblable,  qui  peut  servir  de  base  à  une  science  de  rai- 
sonnement, mais  qui  demande  à  être  vérifiée  par  l'accord 
de  ses  conséquences  les  plus  éloignées  avec  les  faits  observés. 

Remarquons  comme  conséquence  très-simple  de  ce  prin- 
cipe, la  proposition  suivante  dont  nous  ferons  bientôt 
usage  : 

«Se  à  un  instant  quelconque  un  point  matériel  en  mou-* 
uement,  soumis  à  V action  d^ une  force  quelconque,  est 
considéré  relativ^ement  à  trois  axes  se  coupant  en  ce  point 
même,  et  dont  tous  les  points  ont  une  vitesse  constante,  la 
même,  en  direction  et  en  grandeur,  qvHa  le  point  au  moment 
que  Von  considère,  le  moui*ement  relatif  de  ce  point,  par 
rapport  à  ces  axes,  sera  identique  avec  le  mou\^ement 
absolu  qu'il  aurait  si  les  axes  étaient  immobiles,  et  que  le 
point  partant  de  V origine  sans  vitese  fût  sollicité  par  la 
même  force  que  dans  son  mouv^ement  relatif 

C'est  ce  que  Galilée  a  admis  lorsqu'il  a  traité  la  question 
du  mouvement  curviligne  des  corps  pesants. 

172.  Si  la  force  est  de  celles  qui  produisent  une  vitesse 
finie  dans  un  temps  inappréciable,  et  cesse  immédiatement 
d'agir,  le  mouvement  relatif  sera  uniforme  \  sa  vitesse  sera 
celle  que  la  force  aurait  communiquée  au  mobile  en  repos, 
et  il  est  évident  que  le  point  aura  par  rapport  à  des  axes 
fixes  un  mouvement  uniforme  suivant  la  direction  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vi- 
tesses, et  avec  une  vitesse  constante  égale  à  cette  diagonale 
même.  Tel  sera  l'effet  d'une  vitesse  communiquée  à  un 
point  déjà  en  mouvement.  Si  ce  mouvement  n'était  pas 
rectiligne  et  uniforme,  on  négligerait  l'effet  produit  par  la 
force  continue  pendant  la  durée  insensible  de  l'action  de  la 
force  instantanée,  et  on  n'en  tiendrait  compte  qu'après  la 
composition  des  deux  vitesses  finies. 


CHAPITRE  IV. 

QUELQUES  APPUCATIONS  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS. 


i  73.  Mouuement  produit  par  une  force  constante,  — On 
entend  parybrctf  constante  celle  qui  exerce  la  même  action 
sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée,  quel  que  soit  le  mou- 
vement de  ce  corps.  Cela  posé,  considérons  un  point  ma- 
tériel ayant  d'abord  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens  de  son 
mouvement,  sa  vitesse  augmentera  de  quantités  égales  dans 
des  temps  égaux  quelconques,  puisque,  d'après  le  principe 
précédent,  l'accroissement  de  vitesse  est  indépendant  de 
la  vitesse  précédemment  existante.  Ainsi,  le  mouvement 
rectiligne  d'un  point  sollicité  pak*  une  force  constante,  et 
partant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque,  est  tel,  que  la 
vitesse  croit  de  quantités  proportionnelles  au  temps.  On 
voit  de  la  même  manière  que  si  la  force  était  en  sens  con- 
traire du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminuerait  pro- 
portionnellement au  temps;  et  à  partir  de  Tinstant  ou  elle 
serait  annulée,  le  mouvement  changerait  de  sens,  et  la  va- 
riation de  la  vitesse  serait  toujours  la  même  qu^auparavant, 
dans  des  temps  égaux. 

Une  force  constante  produit  donc  le  mouvement  que 
nous  avons  nommé  uniformément  varié.  En  désignant 
par  i^  la  vitesse,  positive  ou  négative,  du  point,  pour  une 
valeur  quelconque  du  temps  f  ;  par  b  la  vitesse  initiale, 
c'est-à-dire  correspondante  à  t  =o*,  enfin  par  a  Yaccélé- 
ration  positive  ou  négative,  produite  par  l'action  de  la 
force  sur  le  point  matériel,  on  aura  la  formule  i/  =  af  +  ^ 
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dont  nous  avons  démontré  la  généralité  dans  la  Science 
des  nombres,  par  Tîntroduction  des  signes  dans  la  défînition 

de  toutes  les  quantités  qui  y  entrent.  Et  comme  v  =  -^j 
on  aura 

X  =r 1-  df  -f-  C, 

c  désignant  la  valeur  initiale  de  or,  et  déterminant,  par 
conséquent,  la  position  initiale  du  mobile. 

i74.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  constante,  augmentait  ou 
diminuait  d'une  manière  continue,  on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  celte  induction  si 
naturelle.  El  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immé- 
diate, que  : 

Si  un  point  matériel  est  animé  d\in  mouv^ement  uni- 
formément varié,  il  est  nécessairement  sollicité  par  une 
force  constante. 

175.  Masse  des  corps.  —  L'expérience  montre  que  la 
force  ne  produit  pas  toujours  un  mouvement  identique 
quand  elle  est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait 
donne  lieu  à  une  notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
masse,  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouve- 
ments identiques  sur  ces  corps,  libres  et  partant  du  repos. 
Si  on  lie  ensemble  deux  corps,  on  en  forme  un  nouveau 
dont  la  masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres. 
L'idée  de  masses  égales  conduit  à  celle  de  masses  dans  un 
rapport  quelconque;  et  les  masses  de  tous  Ids  corps  peuvent 
être  représentées  par  des  nombres,  si  on  les  rapporte  à  celle 
d'un  volume  connu  d'une  matière  déterminée. 
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On  voit  par  là  que  des  corps  formés  d^une  même  sub- 
stance homogène  ont  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes,  et,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu  ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne.  pourrait  attacher  aucoD 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  difTérentes,  ni  surtout  en  tirer  aucunes 
conséquences  relativement  aux  effets  des  forces,  on  n*a  du 
admettre  d'autres  caractères  distinct! fs  entre  les  diflerents 
corps  et  les  différentes  substances,  que  ceux  qui  dépendent 
de  la  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  cette  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  peut  s'acquérir  que 
par  le  mouvement;  tandis  que  la  notion  de  la  force  peut 
s'acquérir,  soit  en  produisant  un  mouvement,  soit  en 
l'empêchant  de  se  produire. 

176.  Densité.  —  On  appelle  densité  d'un  corps  homo- 
gène la  masse  renfermée  sous  l'unité  de  volume;  elle  est, 
par  conséquent,  le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous  un 
volume  quelconque,  à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  on  appelle  densité 
en  un  quelconque  de  ses  points,  la  densité  moyenne  d'une 
portion  du  corps,  infiniment  petite  dans  tous  les  sens,  dans 
laquelle  se  trouve  ce  point;  ou,  en  d'autres  termes,  la  li- 
mite du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  cette  portion  à 
son  volume,  quand  il  tend  vers  la  limite  zéro.  Cette  limite 
devra  être  employée  de  la  même  manière  que  la  densité 
dans  les  corps  homogènes,  quand  il  s'agira  de  calculer  la 
massed'une  portion  finie  d*un  corps  non  homogène, pourvu 
qu'on  la  décompose  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous 
les  sens.  Et  c'est  pour  cette  raison  que  la  dénomination 
de  densité  a  dû  être  étendue  à  cette  limite. 

477.  Si  deux  points  ayant  des  masses  égales  partent  du 
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repos,  et  sont  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  uu  mouvement  identique,  et,  par  conséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  état,  en  supposant  qu',ils  soient 
liés  invariablement  Tun  à  Tautre,  et  que  leur  système  soit 
sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  deux 
antres,  et,  par  conséquent,  appliquée  au  centre  de  gravité 
des  deux  points.  Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont  dans 
le  rapport  de  m  à  n,  et  qu'elles  soient  sollicitées  par  des 
forces  dans  le  même  rapport,  appliquées  à  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  elles  prendront  des  mouvements  iden- 
tiques, et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  parallèles. 
Si  Tune  des  masses  était  sollicitée  par  une  force  moindre 
ou  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  cette  proportion, 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  Tautre. 
D^où  résulte  cette  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  même  mouvement,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  à  ces  masses. 

178.  application  de  ce  qui  précède  à  la  pesanteur.  — 
L^expérience  a  appris  que  tous  les  corps,  abandonnés  dans 
le  vide  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des 
mouvements  identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur^ 
leur  espèce  et  par  conséquent  leur  masse.  On  doit  conclure 
de  là  que  les  forces  respect i\^es  auxquelles  tous  les  corps 
sont  soumis^  pendant  leur  mouuementy  par  faction  de  la 
pesanteur^  ou  les  poids  de  ces  corps ^  sont  proportion^ 
nelles  aux  masses  de  ces  corps. 

L'expérience  a  encore  fait  connaître  les  deux  faits  sui- 
vants, dont  Fun  est  une  conséquence  de  l'autre,  savoir  : 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos, 
et  est  abandonné  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont 
proportionnels  aux  carrés  des  temps  ;  et  que  les  vitesses 
acquises  sont  proportionnelles  aux  temps.  De  l'un  ou  de 

16 


24a  DD    MOUVEMENT    PRODUIT    PAR    LES    FORCES. 

l'autre  de  ces  faits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  pré- 
cédente, que  la  force  à  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  cod* 
stamment  la  même  pendant  tout  le  cours  de  son  mouve- 
ment. 

On  peut  reconnaître  encore  que  son  intensité  est  la 
même  que  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet,  au 
moyen  d^un  appareil  semblable  à  celui  de  la  machine 
d'Atwood,  on  peut  communiquer  à  un  corps  un  moave- 
menl  vertical  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par 
la  pesanteur  est  détruite,  et  Ton  peut  en  avoir  la  mesnre 
exacte  par  la  tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le 
corps  et  qui  participerait  au  mouvement  vertical.  Or  Tex- 
périence  prouve  que  cette  tension  est  la  même  que  lorsque 
le  système  est  en  repos;  d'où  il  suit  que  le  poids  d^un  corps 
est  le' même  dans  Vétat  de  repos  et  4^ns  Vétat  de  mou- 
ifement. 

Les  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  Vétat  de  repos,  les  instruments  qui  servent  à 
mesurer  ces  poids  serviront  à  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  Ton  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unité  la  masse  d*un  vo- 
lume déterminé  d*une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  les  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids;  et  il  en  serait 
tout  autrement  si  la  pesanteur  était,  par  exemple,  une  force 
du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exercent  pas 
sur  toutes  les  substances,  et  même  qui  s'exercent  inégale- 
ment sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  influence. 

179.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donné,  dépeB<i 
du  lieu  où  se  fait  la  chute  ;  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la 
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mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'en  faire  connaître 
les  lois,  et  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  de  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberait  pendant  l'unité 
de  temps,  dans  le  vide,  à  TObservaloire  de  Paris. 

Pour  délermîuer  d'abord  Tu  ni  té  de  lemps,  nous  suppo- 
serons le  jour  moyen  partagé  en  24  heures,  riieure  en 
60  minutes,  la  minute  en  60  secondes;  et  nous  prendrons 
pour  unité  la  seconde,  ou  la  86400*  partie  du  jour  moyen. 

Le  jour  sidéral,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  que  le  jour  solaire  n  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil;  il  n'est  que  de  861649O9  se- 
condes. Cela  posé,  si  nous  désignons  par^  la  vitesse  acquise 
pendant  i  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  des  expé- 
riences précises  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici, 

g' =  9™,  80896, 

le  mètre  étant  l'unité  de  longueur. 

180.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvement 
uniformément  varié,  nous  aurons,  dans  le  cas  d'un  corps 
qui  tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vi- 
tesse initiale  nulle,  prenant  l'origine  des  x  au  point  de 
départ,  et  les  x  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

et,  par  suite, 

Cette  dernière  expression  s'appelle  communément  la  vitesse 

due  à  la  hauteur  x,  et  réciproquement,  a:  ou  —  s'appelle 

la  hauteur  due  à  la  vitesse  v. 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  a,  on  aura,  en  prenant  l'origine  des  x  au  point 

16. 
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de  départ,  et  les  x  positifs  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, 

9  =  a  —  gty     jf=z  at  —  ^—  • 

La  vitesse  deviendra  nulle  pour  f  =  -?  d'où  x  =  —  Le 

S  2gr 

mobile  monte  donc  pendant  un  temps  égal  à  celui  qu'il 
mettrait  à  acquérir  la  vitesse  initiale  a\  et  l'espace  qu*il 
parcourt  en  s'élevant^  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  cd 
descendant  pendant  le  même  temps  sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  a  redescend,  puisque  Texpres» 
sien  de  la  vitesse  change  de  signe;  et,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec  uoe 
vitesse  égale  à  — a,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps- 
égal  à  -•  Et,  en   effet,  les  formules   précédentes,   pour 

tz=z  — ,  donnent 


g 


P    Z=l     Oy  X=.0, 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPE  DE  LiV  PROPORTIONNALITÉ  DE  LA  VITESSE 

A  LA  FORGE. 


181.  Ce  principe  fondamental  consiste  en  ce  que  deux 
forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent  des  masses 
^ales  pendant  un  même  temps,  leur  font  acquérir  des 
vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les 
Aeiix  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  ce  principe  comme 
une  hypothèse;  et  ils  vérifiaient  son  exactitude  par  Taccord 
entre  les  résultats  des  théories  fondées  sur  elle,  et  des  expé- 
riences ou  des  observations  directes. 

Mais,  comme  il  est  une  des  bases  principales  de  la  science, 
nous  croyons  devoir  montrer  comment  on  peut  en  recon- 
naître l'exactitude  par  des  expériences  de  différente  nature, 
«I  que  Ton  peut  faire  pour  autant  de  valeurs  différentes 
que  Ton  voudra  de  la  force  accélératrice  constante;  ce  qui 
n'empêchera  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  les  vérifi- 
eations  dont  on  se  contentait  ordinairement. 

Pour  étudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouvement 
d'une  même  masse,  sollicitée  successivement  par  diverses 
forces  constantes,  et  partant  toujours  de  l'état  de  repos, 
entendu  comme  nous  Vavons  expliqué  une  fois  pour  toutes, 
on  peut  faire  usage  d'appareils  analogues  à  la  machine 
d^Atvvood^  et  qui  donnent  le  moyen  de  faire  varier  d'une 
infinité  de  manières  la  force  appliquée  à  une  même  masse, 
et  de  mesurer  avec  une  grande  précision  la  vitesse  acquise 
^près  r  uni  té  du  temps.  Il  sera  facile  alors  de  déterminer 
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la  loi  suivant  laquelle  celte  vitesse  varie  avec  la  force  qui 
la  produit. 

Désignons  par  M  la  masse  de  l'un  quelconque  des  poids 
égaux,  primitivement  en  équilibre  sur  la  machine,  et  par  m 
la  masse  du  poids  additionnel  jt;.  Tous  les  points  du  sys- 
tème ayant  le  même  mouvement,  des  masses  égales  sont 
sollicitées  par  des  forces  égales;  ainsi  une  masse  égale  à  m 
ne  sera  plus  sollicitée  par  la  force  y^,  mais  par  la  force 

p  — 1  ou  — -— ï^;  et  1  on  peut  choisir  le  rapport  - 

^  2M  -+-  w  M'  ^  '^^        m 

I-f-2  - 

m 
de  manière  que  la  masse  m  soit  sollicitée  par  une  force 
ayant  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  p.  Or, 
en  déterminant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  après 
une  seconde,  comme  on  peut  le  faire  par  des  procédés  très- 
précis  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici,  on  les  trouvera 
dans  le  même  rapport  que  les  forces,  avec  d'autant  plus 
d^approximation  que  Ton  aura  plus  diminué  les  résistances 
étrangères. 

On  peut  même  s'assurer  que  la  force  appliquée  à  la 
masse  2 M  est  constante  pendant  le  mouvement.  11  suffira 
de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d^un  ressort 
qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  Tune  des 
masses  en  équilibre.  On  reconnaîtra  qu'il  est  toujours  éga- 
lement tendu  pendant  le  mouvement,  et  que  par  conséquent 
la  force  avec  laquelle  la  masse  alM  est  tirée  est  constante. 
Sa  valeur  indiquée  par  rallongement  du  ressort,  étant  di- 

.   ,  2M 

visée  par — ?  donnera  la  force  appliquée  à  la  masse  /n, 

et  devra  coïncider  avec  celle  que  nous  avions  déjà  trouvée, 
P 


savoir 


M 

m 


182.  On  pourrait  encore  diminuer  la  pesanteur  dans  un 


CHAPITRE    V.  247 

rapport  connu  arbitraire,  en  faisant  descendre  un  corps  sur 
uu  plan  incliné.  Kn  effet,  si  Ton  désigne  par  a  Tangle  de 
la  verticale  avec  ce  plan,  la  force  appliquée  au  corps,  au 
lieu  d^être  /?,  sera  ;7cosa,  et  pourra  prendre  toutes  les  va- 
leurs depuis  o  jusqu'à  p.  On  pourra  encore  déierminer  les 
vitesses  acquises  après  une  seconde,  et  Ton  trouvera  ces 
TÎtesses  proportionnelles  aux  forces,  ou  du  moins  cette  loi 
se  rapprochera  d'autant  plus  de  Texactiiude,  que  Ton  aura 
diminué  davantage  les  frottements  et  résistances  de  toute 
espèce. 

Nous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  dé- 
montré, ainsi  que  les  précédents,  et  Tobjet  de  la  science 
sera  de  déduire  de  ces  premières  données,  tirées  de  Tobser- 
vation  de  la  nature,  toutes  les  lois  du  mouvement  dans  les 
circonstances  les  plus  compliquées.  La  conformité  que  Ton 
trouvera  constamment  entre  les  résultats  de  Tobservaiion 
directe  des  phénomènes,  et  ceux  que  le  calcul  annonce  en 
admettant  ces  principes,  constituera  une  vériCcation  qui 
ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

COMPARAISON    OES    FORCES    QUI    AGISSENT    SUR    DBS    MASSES 

QUELCONQUES. 

183.  Si  Ton  applique  une  force  constante  ^  à  un  corps 
ayant  une  masse  m,  et  conçu  comme  réduit  à  un  point, 

chaque  unité  de  masse  est  sollicitée  par  la  force  ^  •  Si  Ton 

conçoit  une  seconde  force  constante  p'  appliquée  i  une 

masse  ni\  Tunité  de  masse  de  ce  nouveau  corps  est  solli- 

_/ 
citée  par  la  force  ~  • 

Les  mouvements  de  ces  deux  corps  étant  évidemment  les 
mêmes  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parties,  et  les  vitesses 
acquises  au  bout  du  même  temps  par  des  masses  égales,  étant 
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proportionnelles  aux  forces  qui  les  produisenl^  si  ron  dé- 
signe ces  vitesses  par  v,  i^\  on  aura 


t'it^  ::  -  :^,j    ou   p:p'::mç:m'p' 


m     m 


D'où  il  résulte  que  Jeux  forces  constantes  sont  entre 

elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 

appliquées,  par  les  vitesses  quelles  leur  font  acquérir  dans 

le  même  temps,  La  proportion  précédente  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

p       m     9 

Si  donc  on  prend  pour  unités  de  leurs  espèces  respectives, 
les  quantités  désignées  par  p\  m\  v\  on  aura 

p  znmp. 

Ainsi  les  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliquées,  par  la  vi- 
tesse qu  elles  lui  font  acquérir  pendant  l'unité  de  temps; 
en  entendant  que  Ton  a  pris  pour  unité  de  force  celle  qui 
fait  acquérir  à  Tunité  de  masse,  dans  Tunité  de  temps, 
une  vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

Cette  mesure  s'appliquera  évidemment  aux  forces  pro* 
duisant  des  quantités  de  mouvement  finies  dans  des  temps 
inappréciables.  Si  ces  forces  n'agissent  pas  avec  une  inten- 
sité constante,  c'est  à  leur  valeur  moyenne  que  cette  me- 
sure s'appliquera. 

i84.  Si  l'on  voulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p^  p'y  qui  dans  des  temps  différents  f,  t'  auraient 
fait  acquérir  des  vitesses  m,  u'  aux  masses  m,  m\  il  fau- 
drait ramener  les  temps  à  être  égaux ,  par  exemple  à  1  unité, 
avant  d'y  appliquer  la  proposition  précédente.  Or,  la 

masse  m  aurait  acquis  la  vitesse-  dans  le  temps  i,  et  la 
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masse  m\  la  vitesse  -7-;  on  aura,  par  conséquent, 


et  sî  Ton  suppose  que  p'y  m',  p»',  /'  soient  tous  égaux  à 
Tuniié,  on  aura 

runité  de  force  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 

On  est  convenu  d'appeler  quantité  de  mouvement  d'un 
corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut  donc 
dire  quune  force  constante  quelconque  est  mesurée  par 
la  quantité  de  mouvement  quelle  produit  dans  V unité 
de  temps, 

185.  Unités  de  force  et  de  masse,  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  Gxé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre,  et  la  seconde.  Nous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses;  seulement  nous  les  avons  liées  par  la  condi- 
tion que  Puni  té  de  force,  appliquée  à  l'unité  de  masse 
pendant  Tu  ni  té  de  temps,  lui  fît  acquérir  une  vitesse  égale 
à  l'unité.  Nous  conviendrons  maintenant  de  prendre  pour 
unité  de  force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un 
décimètre  cube  d'eau  distillée  prise  à  la  température  du 
maximum  de  densité,  et  considéré  à  l'Observatoire  de 
Paris.  Voyons  ce  que  sera,  d'après  cela,  Vunité  de  masse, 
c'est-à-dire  la  masse  qui,  sollicitée  pendant  une  seconde 
par  une  force  constante  égale  au  poids  de  i  kilogramme, 
acquerrait  une  vitesse  de  i  mètre  par  seconde. 

Or,  la  masse  de  1  décimètre  cube  d'eau,  sollicitée  par  une 
forée  égale  à  1  kilogramme,  c'est-à-dire  par  son  poids  à 
l'Observatoire,  acquiert  la  vitesse  g  dans  une  seconde  ;  donc 
la  masse  d'un  nombre  g  de  décimètres  cubes  d'eau,  solli- 
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citée  par  la  même  force  de  i  kilogramme,  acquerrait  une 
vitesse  égale  à  Tunité  :  elle  est  donc  Tunité  de  masse. 

Ainsi,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps,  le 
mèire  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour 
unité  de  force,  la  masse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9,80896  décimètres  cubes  d'eau  distillée  prise  à  la  tempe* 
rature  de  4  degrés. 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 

poids  ;  ce  qui  est  plus  commode,  puisque  ce  sont  les  poids 

qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  Od 

observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps  dont 

la  masse  est  m,  on  aura  P  =  mg^  puisque  g  unités  de  force 

P 
expriment  le  poids  de  l'unité  de  masse  \  on  en  tire  m^=-\ 

mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte  au  sys- 
tème dunités  que  nous  venons  d'établir. 

486.  Poids  spécifique.  —  On  appelle  densité  d'une 
substance  homogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous  Tunité 
de  volume  •,  le  poids  spécifique  est  le  poids  de  celle  masse. 
Il  résulte  de  là,  que  si  l'on  désigne  par  U  la  densité  d*une 
substance,  son  poids  spéciBque  sera  D^;  et  si  Ton  consi- 
dère une  portion  de  celte  substance  dont  le  volume  soit 
désigné  par  V,  la  masse  par  M,  et  le  poids  par  P,  on  aura 

M  =  VD,     P  =  VD^. 

On  voit  par  là  que  si  Ton  formait  la  Table  des  densités  et 
celle  des  poids  spécifiques  d'une  série  de  substances  homo- 
gènes, les  nombres  de  la  seconde  ne  différeraient  de  leurs 
correspondants  de  la  première  que  par  le  facteur  con- 
stant g. 

Le  plus  ordinairement,  dans  ces  Tables,  on  prend  (lonr 
terme  de  comparaison  Teau  distillée,  prise  à  la  température 
du  maximum  de  densité;  et  Ton  représente  par  Tunité, 
dans  Tune  la  densité,  dans  l'autre  le  poids  spécifique  de 
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l*eau.  Dans  cette  supposition,  les  deux  Tables  seraient 
composées  des  mêmes  nombres,  et  on  se  borne  à  l'une  des 
deux  dans  tous  les  ouvrages  de  Physique.  On  peut  Tappeler, 
indifleremment  Table  des  densités  ou  Table  des  poids 
spécifiques.  Mais  il  faut  bien  se  souvenir  que  les  poids 
spécifiques  des  substances,  tels  qu'ils  doivent  être  substitués 
dans  les  formules  de  la  Mécanique,  s'obtiennent  en  mul- 
tipliant les  nombres  donnés  par  la  Table,  par  le  poids  spé- 
cifique de  Teau  qui  est  looo,  puisque  le  mètre  cube  est  Tu- 
nité  de  volume,  et  le  kilogramme  Tunilé  de  force.  Et  de 
môme,  pour  avoir  les  densités  de  ces  substances^  il  faudra 

mul  lîplîer  les  nombres  correspondants  de  laTable  par • 

o 

PRINCIPE     DE     l'égalité    DE     l' ACTION     ET    DE    LA    RÉACTION 
DANS    LE    MOUVEMENT.    FORCE    d'iNEETIE. 

187.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  Taction 
d^une  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  On  peut 
remplacer  cette  force,  quelle  qu'elle  soit,  par  un  corps  qui 
pousserait  ou  tirerait  le  point,  de  manière  à  lui  faire  suivre 
le  même  mouvement;  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si 
l'on  réalise  cet  état  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un 
corps  quelconque  au  moyen  d^un  ressort  dont  on  puisse 
négliger  la  masse,  on  reconnaîtra  qu'il  arrive  toujours  n  un 
état  permanent  de  tension.  Il  résultera  de  là,  en  ne  tenant 
pas  compte  de  la  force  nécessaire  pour  produire  l'accélé- 
ration du  ressort  dont  la  masse  est  considérée  comme  in- 
sensible,  que  ce  ressort  est  sollicité  à  chaque  instant  par 
deux  forces  en  équilibre,  et  par  suite  égales  et  conti^aires. 
Donc  Taction  exercée  à  l'une  des  extrémités  du  ressort,  et 
qui  produit  l'accélération,  est  toujours  accompagnée  d'une 
autre  action  égale  et  contraire  appliquée  a  Tcxtrémité  qui 
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est  liée  au  corps.  Cette  dernière  force  est  nommée  réaction 
du  corps,  et  les  expériences  que  nous  venons  d'indiquer 
démon treot  que  V action  est  constamment  égale  à  la 
réaction^  dans  tout  mouvement  où  la  force  est  constante  ; 
et  par  conséquent  aussi  dans  le  cas  ou  elle  est  varîaUe, 
puisqu'on  peut  toujours  la  considérer  comme  constante 
dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit.  C'est  cette 
réaction  qu'on  appelle  force  dUnertie. 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles,  on  Tétend  naturel- 
lement au  cas  même  où  l'on  n'aperçoit  aucun  intermédiaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  Tautre;  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Cette 
extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phénomènes 
observés,  et  les  calculs  fondés  sur  cette  hypothèse;  et  d'ail- 
leurs elle  peut  être  démontrée  expérimentalement  tontes 
les  fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu  l'action  mutuelle 
peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  de  manière  à  former  un  sys- 
tème rigide  libre  :  on  reconnaît  par  l'immobilité  de  ce 
système  que  les  deux  forces  sont  contraires  et  égales. 

Nous  admettrons  donc  ce  principe  général,  que  toutes 
les  fois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  con- 
traire sur  le  premier;  de  sorte  que,  si  ces  points  venaient  à 
être  liés  invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient 
exactement. 
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ÉQDATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  RECTILIGNE. 


expuessiom  de  la  fouce  dans  vn  mouvement 
hectiligne  quelconque. 

188.  Nons  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
entre  elles  comme  les  quantités  de  mouvement  qu^ellcs  ont 
communiquées  dans  le  même  temps.  D'où  îl  est  résulté 
qu'une  force  constante  peut  ^tre  mesurée  par  la  quantité 
de  mouvement  qu'elle  produit  dans  Tunité  de  temps,  en 
prenant  pour  unité  de  force  celle  qui,  dans  Tunité  de  temps, 
fait  acquérir  à  Tunité  de  masse  une  vitesse  égale  à  Tunité. 
Voyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui  d'une  force 
qui  varie  à  chaque  instant  suivant  une  loi  arbitraire.  La 
question  consiste  à  déterminer  la  vitesse  qu'elle  ferait 
acquérir  à  l'unité  de  masse  pendant  Tunité  de  temps,  si  elle 
conservait  l'intensité  qu'elle  a  à  l'instant  que  l'on  considère. 

Supposons  donc  un  mouvement  recliligne  quelconque; 
soient,  i^  la  vitesse  du  point  mobile  auquel  nous  supposerons 
une  masse  égale  à  l'unité,  x  sa  distance  à  Torigine,  t  le 
temps  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque  ;  désignons 
par  (f  la  force  variable  qui  sollicite  le  point  à  chaque  in- 
stant, c'est-à-dire  son  rapport  à  l'unité  de  force,  qui  est  me- 
suré par  la  vitesse  qu'elle  ferait  acquérir  pendant  l'unité 
de  temps  au  mobile  en  question,  dont  la  masse  est  égale  à 
l'unité. 

Si  la  force  était  constante,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle  communiquerait  au  point  dans  un  temps  quel- 
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conque,  par  ce  temps,  et  Ton  aurait  la  vitesse  commaiii- 
quëe  clans  Tunîté  de  temps.  Mais^  dans  le  cas  actuel,  si  la 
force  est  Q  à  un  certain  instant,  elle  sera  augmentée  d^ une 
certaine  quantité  Açp  après  le  temps  Af,  et  Taccroisse- 
ment  A(^  de  la  vitesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  o,  mais 
pourrait  être  produit  par  une  force  comprise  entre  ^  et 
cp  -f~  Acf,  et  qui  agirait  avec  une  intensité  constante  pendant 
le  même  temps  ù^t.  Cette  force  intermédiaire  ^  sera  égale 

à  — 1  c'esl-à-dîre  que  cette  expression  mesure  la  vitesse 

qu'elle  communiquerait  au  point  dans  l'unité  de  temps. 

Mais  Téquation    rigoureusement    exacte  ç'=  —  ayant 

lieu  quel  que  soit  l'intervalle  de  temps  Aï,  et  ^'  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  ç  à  mesure  que  At  tend  vers  zéro, 
puisque  alors  Af  tend  aussi  vers  zéro,  il  en  résulte,  en 
prenant  les  limites  des  deux  membres  de  Téquation, 

Trlle  est  la  mesure  exacte  de  la  force  appliquée  à  Tunîtc 
de  masse,  dans  un  mouvement  rectilîgne  quelconque.  Elle 
est  de  même  signe  que  r/^^,  de  sorte  qu'en  employant  celte 
formule,  on  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  la  vitesse,  et  comme  négative  quand  elle 

tend  a  la  diminuer^  mais  Texpression  de  celle-ci  est— t 

et  est  positive  quand  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens 
des  X  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  quand  elle  agira 

dans  ce  même  sens,  puisqu'elle  rendra  —  ou  i'  plus  grand 

en  valeur  algébrique;  elle  sera  négative  dans  le  sens  con- 
traire. 

Si  dans  l'expression  de  o  on  remplace   \f  par  —>  on 
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obtient 

189.  Si  mainienant  on  considère  un  point  dont  la  masse 

soit  m,  la  force  qui  le  sollicite  sera  mesurée  par  ni  -7-9 

puisque  le  point  qui  aurait  le  même  mouvement  et  une 

masse  égale  à  Punité,  serait  sollicité  par  la  force  —1  et  que 

nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques,  les 
forces  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  motrice  celle  qui  est 
appliquée  à  une  masse  donnée  quelconque  ;  sa  mesure  est 

dv  d'^x 


m  —  5      ou      m 


dt  dt^  ' 

et  Ton  appelle  force  accélératrice  celle  qui,  dans  le  mou* 
vement  que  Ton  considère,  sollicite  Tunitéde  masse  :  elle 
a  pour  mesure 

dp  d^x 

—  9      ou     • 

dt  dt^ 

Cette  expression,  considérée  dans  le  mouvement  en  lui- 
même,  en  mesure  V  accélérât  ion  positive  ou  négative. 

USAGE   DES    FORMULES    GÉNÉRALES    DU    MOUVEMENT    VARIÉ. 

190.  Ces  formules  sont 

dx  dv        d'x 

ou  encore,  en  remettant  pour  dt  sa  valeur  tirée  de  la  pre- 
mière, 
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Examinons  les  dilTérentes  questions  auxquelles  elles 
peuvent  donner  lieu. 

1**  Supposons  que  l'on  donne  x  =  F(/),  on  obtiendra 
Texpression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  diffé- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

a**  Soit  f^  =  F(/),  onaura 

dp      dF(t) 

m  •~~  —  • 

^  df-^       dt      ' 

on  connaîtra  donc  la  force  accélératrice. 

On  connaîtra  la  position  du  point  à  chaque  instant  en 

djC  m 

intégrant  réquation  —  =  F(f  ),  qui  donne 


dt 


=jF(t)dt. 


La  constante  relative  à  cette  intégration,  se  déterminera  par 
la  position  initiale  du  point. 

3°  Soit9  =  F(^). 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 


=  fF(t)dt, 


et  Ton  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  initiale 
de  (^.  Soit  ainsi  i^  =f(t)  *,  on  aura  la  valeur  de  x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 


=fmdt, 


et  la  constante  introduite  par  cette  nouvelle  intégration 
dépendra  delà  position  initiale  du  point. 
4°  Soit  1^  =  F  (x),  on  en  conclura 

dx  r  dx 

-  =  F(.),     d'où    '=jf^^y 

la  constante  se  déterminera  d'après  la  position  initiale  do 
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point,  et  Von  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  x  et  t,  La 
force  fou  —sera  égale  à  F'(x)F(x). 

5**  Soit  ^  =  F(x)  ;  si  Ton  remplace  (p  par  —9  on  aura 

vdif 

—  =  F(x);     d*où     vd9=^[x)dx^ 


•    .  ^ 


et,  en  intégrant, 

On  parviendrait  encore  à  ce  résultat  en  remplaçant  <f  par 
-rz\  on  aurait  alors 


dx    ., 


dx 
Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  2  —9  il  vient 

dx  d'^x  „  ,    .  dv 

di    dt^  ^    '  dt 

et  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  dérivées, 

—  j  î  et  le  second,  de 

2    /  'F[x)dx\  on  aura  donc 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  Téquation  précédemment 
obtenue. 

La  constante  renfermée  dans  1  se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  x  et  ^.  On  connaît  ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  à  trouver  une 
équation  entre  x  et  t.  Désignons  2/F  (x)  dx  par/(a:  )  \  nous 
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aurons 


$=^.  a...  ,=  f^ 


dt 


et  la  constante  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x. 
6^  Soit  enfin  (^  =  F(i^),  on  aura  alors 

-  =  FH,     d'où     t  =  j—, 

la  constante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  v. 

Si  Ton  peut  résoudre  cette  dernière  équation  par  rapport 
à  \fy  on  aura 

'•=/(0  =  5«     d'où    ^  =  J/(t)dt. 
Dans  le  cas  contraire,  on  remplacera  f  par  — )  et  Ton  aura 

_  =  F(,),     doù    -  =  jj^- 

Si  Ton  peut  effectuer  cette  intégration,  on  aura  une  équa- 
tion finie  entre  ^  et  x  ;  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
t  et  M,  Félimination  de  i^  en  fera  connattre  une  autre  en  x 

et  t. 

Telles  sont  les  différentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  rectiligne  varié. 
Leur  solution  dépend  toujours  ou  de  différentiations,  oa 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  renvoyons 
aux  Traités  spéciaux  pour  Tapplication  de  ces  formules  t 
des  exemples. 


CHAPITRE  VIL 

DU  MOUVEMENT  GÉNÉRAL  D'UN  POINT  UBRE. 


191.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  mouve- 
ment le  plus  général  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  qui  sont  toujours  réductibles  à  une  seule, 
dont  la  direction  et  Tintensité  peuvent  varier  arbitraire- 
ment avec  le  temps  et  la  position  du  point. 

La  première  question  que  nous  allons  nous  proposer,  est 
de  déterminer  le.  mouvement  que  suivrait  le  point,  si,  à 
un  certain  instant,  la  force  continue  qui  lui  est  appliquée 
cessait  subitement  d^agir.  Nous  savons,  par  la  loi  d'inertie, 
qu'il  sera  rectiligne  et  uniforme;  il  ne  reste  donc  à  con- 
naître que  sa  direction  et  sa  vitesse. 

Pour  cela,  concevons  trois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes,  et  dont  Torigine  ait  précisément  ce  mou- 
vement que  nous  voulons  déterminer.  Si  la  force  n'agit 
plus,  le  mobile  coïncidera  constamment  avec  cette  origine. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-à-dire  si  le  point 
continuait  son  mouvement  réel,  le  mouvement  qu'il  pren- 
drait par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d  après  un  prin- 
cipe général  admis  précédemment,  celui  même  qui  aurait 
lieu  par  rapport  à  des  axes  fixes,  si  on  plaçait  le  mobile 
sans  vitesse  à  leur  point  de  rencontre,  et  qu'on  lui  appli- 
quât la  force  même  qui  le  sollicite  dans  son  mouvement 
réel.  Or  Fespace  qu'il  parcourrait  ainsi  dans  un  temps  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  serait  un  infiniment  petit 
du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en  même  temps 
l'origine  mobile,  serait  du  premier.  Si  donc,  sur  la  direc- 

»7- 
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tion  rectiligne  que  suit  le  point  après  la  suppression  de  la 
force,  on  prend  une  quantité  infiniment  petite  du  premier 
ordre,  son  extrémité  sepa  à  une  distance  infiniment  petite 
du  second  ordre,  du  point  de  sa  trajectoire;  d'où  il  suit 
d*abord  que  cette  direction  rectiligne  ne  peut  être  que  la 
tangente  à  cette  trajectoire.  De  plus,  l'espace  parcoufu  par 
le  point  sur  sa  trajectoire  ne  différant  que  d*un  infiniment 
petit  du  second  ordre  de  celui  que  parcourt  Torigine  pen- 
dant le  même  temps,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel,  à 
Tinstant  considéré,  est  la  même  que  celle  de  Torigine. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  l 
Si  à  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le  mou* 
s^ement  (Tun  point  libre  cessait  d^  agir  y  ce  point  se  mou* 
lirait  alors  uniformément  suivant  la  tangente  à  la  trajec- 
toire,  ai^ec  la  vitesse  quil  avait  à  ce  même  instant. 

492.  Valeur  et  direction  de  la  force  diaprés  le  mauve- 
ment  produit.  —  Considérons  une  position  quelconque  M 
{.fig*  ^^)  à*^n  point  dont  la  masse  est  m,  et  dont  les  coor- 
données x^jy  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  t. 

Fig.  23. 


Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  tangente  MT  avec  la  vitesse  v  qu  il 
a  en  M.  Si  donc  nous  supposons  trois  axes  X',  Y',  Z 
constamment  parallèles  aux  premiers,  et  dont  l'origine  A'  se 
meuve  sur  MT  avec  la  \itesse  constante  v^  le  mouvement 
du  point  m,  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  à  celui 
qui  aurait  lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles,  si  le 
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point  m  était  placé  sans  vitesse  à  Torigine,  et  sollicité  par 
la  même  force  qui  agit  sur  lui. 

La  trajectoire  relative  aux  axes  mobiles  partira  de  Â', 
passera  en  m,  et  sa  tangente  en  A'  sera  la  première  direc- 
tion de  la  sécante  h! m.  On  peut  regarder  Tare  infiniment 
petit  de  cette  courbe  comme  se  confondant  avec  cette  sé- 
cante, cl  la  force  comme  constante  de  grandeur  et  de  direc- 
tion, pendant  le  temps  infiniment  polit  0.  Cette  direction 
est  celle  de  la  droite  décrite,  et  le  mouvement  sur  cette 
droite  sera  uniformément  accéléré. 

Les  projections  de  cette  sécante  seront  les  différences 
des  coordonnées  de  A'  et  m.  Ces  dernières  seront  exprimées 
par  les  formules 

dx  ^       (d^x        \  Ô» 
dt  \dO  /  2 


y  -f- 


dz  ^        [d^z        \  G» 

a,  6,  y  étant  infiniment  petits;  celles  de  Torigine  mo- 
bile A'  seront  exprimées  par  les  deux  premiers  termes  de 
ces  formules,  puisque  les  composantes  de  sa  vitesse  sont 

dx     dr     dt     .  ^  ,  .      .  11/  , , 

—  t  -r->  ;7-  5  de  sorte  que  les  projections  de  la  sécante  dé- 
crit^ d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  et  que  l'oii 
appelle  la  déi^iation  du  point,  seront 


rf'z         \  0» 


Elles  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  formés 
par  la  sécante  avec  les  axes  et  seront  du  signe  même  de 
ces  cosinus,  en  considérant  le  sens  de  A'  vers  m,  c|est-à- 
dire  le  sens  même  de  la  force.  On  aura  la  longueur  de  la 


^ 
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sécante  en  prenant  la  racine  de  la  somme  des  carrés  de  ces 
projections,  et,  d'après  la  théorie  du  mouvement  UDifor- 

mément  accéléré,  en  la  divisant  par  —y  on  aurait  rcYpres- 

sion  de  la  force  accélératrice .  Elle  contiendra  les  quantités 
inGniment  petites  a,  6,  y;  mais,  à  mesure  que  0  dimi- 
nuera, les  suppositions  relatives  à  la  direction  et  à  Tin* 
tensité  de  la  force  prendront  un  caractère  de  fixité  de  plus 
en  plus  grand,  et,  en  passant  à  la  limiie,  on  aura  pour 
direction  de  la  force,  la  tangente  à  la  trajectoire  relative; 
au  point  M  son  intensité  o  aura  pour  expression 


'=VWFWFW) 


a 

9 


et  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes 

d^  X     d^  Y     d^  i 

seront  proportionnels  à  -^-^9  -^1  —9  et  respectivement 

de  mêmes  signes.  Ces  cosinus  seront  donc  représentés  en 
grandeur  et  en  signes  par 

I  d^x       I  d^x       I  d^z 

et  les  composantes  de  la  force  seront  exprimées  en  gran- 
deur et  en  signe  par 

'  d^x       d^x       d*z 


9      —nr? 


dt^         di'         dO 

Telle  est  Texpression  des  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  Funité  de  masse  dans  le  mouvement  d'un  point 
libre,  dont  x,y^  z  sont  les  coordonnées  fonctions  du  temps. 
Pour  que  le  mouvement,  quel  qu'il  soit,  reste  le  même 
quand  le  mobile  aura  une  masse  égale  à  m,  il  faudra  mul- 
tiplier la  force,  et,  par  suite,  ses  composantes  par  m.  Si 
donc  Qu  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m,  et  qu'on  nomme  la 
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force  motrice  y  les  coordonnées  x,  y^  z  de  ce  point  seront 
des  fonctions  du  temps,  telles  que  Ton  ait  à  chaque  instant 

d^x  d*jr  d^z 

m  —r-  =  X,     m  -r—  =  Y,     m  -5—-  =  Z. 
dt^  dt^  dt^ 

Ce  sont  les  équations  difierentielles  du  mouvement  d'un 
point  libre. 

193.  Usage  des  équations  du  mouvement  d*un  point 
libre,  —  Ces  équations  donnent  le  moyen  de  ramener  au 
calcul  toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le 
mouvement  d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui 
où  Ton  donnerait  x^y^  z  en  fonction  de  t'^  ou,  plus  géné- 
ralement, trois  équations  finies  entre  x,  j^  z,  t.  En  les 
différentiant  une  fois  par  rapport  à  t,  on  connaîtrait  les 
composantes  de  la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  difleren- 
tiation  ferait  connaître  les  composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice, et ,  par  conséquent,  cette  force  elle-même  en  gran- 
deur et  en  direction.  Enfin  Télimination  de  f ,  entre  les  trois 
équations  données,  ferait  connaître  les  deux  équations  de  la 
trajectoire. 

Mais  les  données  de  la  question  sont,  en  général,  moins 
simples.  Elles  devront  toujours  fournir  trois  conditions, 
puisqu^il  y  a  quatre  variables  x,  y,  2,  f,  dont  une  seule 
est  indépendante  :  mais  si  Ton  pouvait  reconnaître  à  priori 
que  la  trajectoire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de 
coordonnées  dans  ce  plan,  et  il  n*y  aurait  plus  que  trois  va- 
riables, savoir  :  le  temps  t  et  les  deux  coordonnées,  quelles 
qu^elles  soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  généralement  celui  où  la  force 
est  donnée.  On  connaît  alors  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,  y^ 
Zy  r,  et  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

.^  =  F(;r,j,z.O,    ■^  =  F,(x,j,«,r),    —=Y,[x,x,z,t). 
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Si  Ton  peut  intégrer  le  système  de  ces  trois  équations 
différentielles  du  second  ordre,  on  parviendra  à  trois  éqna- 
tions  entre  x^j^  z,  t  et  six  constantes  arbitraires. 

Ces  constantes  se  détermineront  d'après  les  circonstances 
initiales  du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  que  Je  mouvement  du  point 
n'est  pas  déterminé  par  la  seule  connaissance  de  la  force 
qui  agit  sur  lui.  Il  faut  encore  connaître  la  position  où  il 
se  trouve  à  un  certain  instant,  celui  par  exemple  à  partir 
duquel  on  commence  à  compter  le  temps  \  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  à  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  Vétat  initial  du  point; 
et  l'on  voit  quUl  renferme  six  données  nécessaires  et  suffi- 
santes, les  trois  coordonnées  du  point  et  les  trois  compo- 
santes de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile,  au  moyen  de  ces  données,  de  déterminer 
les  six  constantes  introduites  par  l'intégration.  En  effet,  les 
équations  intégrales,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  dédui- 
rait par  la  différentiation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  f, 
seront  satisfaites  si  l'on  y  fait  /=o.  Pour  cette  valeurdc  f,  on 

connaît,  par  hypothèse,  les  valeurs  de  x,  y^  ^>  "3"'  "j"'  "T' 

En  les  substituant  dans  les  équations  intégrales  et  leurs 
dérivées  premières,  dans  lesquelles  on  aura  fait  t  =  o,  on 
aura  six  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  lesquelles,  par  conséquent,  seront  dé- 
terminées. 

Ayant  ainsi  trois  équations  entre  x^y,  z,  f,  on  rentre 
dans  le  premier  cas  que  nous  avons  examiné. 

COMPOSANTES    DE    LA    FORCE    ACCÉLÉRATRICE    SUIVANT 
LA   TANGENTE    ET    LA    NORMALE. 

194.  Il  est  souvent  utile  de  décomposer  la  force  suivant  la 
tangente  et  une  normale  à  la  trajectoire.  Désignons  par  T 
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et  N  ces  deux  composantes  rapportées  à  Tunité  de  masse. 
La  première  s'obtiendra  en  projetant  sur  la  tangente  les 
trois  composantes  parallèles  aux  axes,  ce  qui  donnera 

d^x  dx       d^j  dy       d*z  dz 

^It^  'ds'^'d^  dl'^'dF  7s' 

Or,  en  difllércntiant  Féquation 


d^x  dx    ^    d^y  dy    ^    d^z  dz d*s  ds 

—r  y 


on  trouve 


dO    dt         de    dt         de  dt         dû  dt 
d^où 

""  do' 

Ginnaissant  la  résultante  et  une  des  deux  composantes,  on 
aura  pour  Taulre 

^^SJ  \7f)  ^[Cdê]  ^-dë  ^\-dë)  ' 

On  on  a  trouvé  dans  la  Géométrie  que  le  rayon  de  cour- 
bure R  d'une  courbe  quelconque  a  pour  expression,  quelle 
que  soit  la  variable  choisie  comme  indépendante, 

ds" 
d'où  résulte 


R  R 


Il  ne  reste  plus  qu'à  reconnaître  suivant  laquelle  des  nor- 
males à  la  courbe  cette  composante  est  dirigée. 

Or  elle  est  dans  le  plan  qui  contient  la  composante  tan- 
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gentielle  et  la  résultante;  et  les  cosinus  des  angles  que  ces 
directions  font  avec  les  axes  sont  proportionnels  respecti- 
vement à 

dx^  djTj  dz     et     rf*x,  £/'/,  d^z. 

Soit  A x  -h  B^-l-  C  z  =1  Téquation  d'un  plan  quelconque; 
pour  qu'il  soit  parallèle  à  ces  deux  directions  il  faudra  que 
l'on  ait 

Kdx  -h  "Bdy  -h  Cdz  =  o, 
Ad^x  4-  Brf'^-f-Crf  *«  =  o, 

et,  en  exprimant  qu'il  passe  au  point  donné,  on  aura  le 
plan  qui  renferme  les  trois  forces.  Or  ces  équations  sont 
précisément  celles  qui  déterminent  le  plan  osculateur  d*ane 
courbe  quelconque.  D'où  il  résulte  que,  dans  le  mouvement 
d^un  point  libre ^  la  force  est  toujours  située  dans  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire,  ainsi  que  ses  composantes, 
tangent ielle  et  normale* 

195.  On  peut  arriver  très-simplement,  et  sans  calcul, 
aux  résultats  précédents. 

En  effet,  la  ligne  A'm  (fig.  22»  p.  260)  étant  décrite 
pendant  le  temps  infiniment  petit  9,  par  l'action  de  la  force 

accélératrice  ç,  la  valeur  de  celle-ci  sera  égale  à  > 

et,  si  l'on  abaisse  mP  perpendiculaire  sur  la  tangente,  la 
force  cp  et  ses  composantes  seront  entre  elles  comme  les 
trois  côtés  du  triangle  A'mP;  elles  sont  dirigées  l'une  deP 
vers  m,  l'autre  de  A'  vers  P,  et,  par  conséquent, 

2A'P       ^,       2P/11 
en  prenant  les  limites  de  ces  rapports.  Or  on  a 


■1 


^        Mm  ^,  ^ 

R  =  -— —      et     M//ï  =  pO, 
2P/11 
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donc 

Maintenant  A'P  est  égal  à  MP  — MA',  et  MF  ne  diffère 
de  l'arc  Mm  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre, 
qui  peut  être  négligé  de?ant  A'P  qui  est  du  second.  Or  Tare 
de  la  trajectoire  étant  considéré  comme  fonction  du  temps, 
on  aura 


ds  ^         d^s 
dt  \dO 


}Am  =  ~  ô  4-  (-TT  H-^]  -> 


et,  comme  MA'  =  -7-  0.  il  en  résultera 

'  dt    ' 


expression  qui  sera  positive  ou  négative  en  même  temps 

d^s      1       ,   j.  .  ^      ,  ds 

que  -rj9  c  esl-a-dire  suivant  que  la  vitesse  —  sera  crois- 

santé  ou  décroissante.  Multipliant  par  —  et  passant  à  la 
limite  on  trouvera 

~'dF  ""di' 

Quant  à  la  direction  de  la  force,  elle  est  la  limite  de  la 
direction  de  mA',  et,  par  conséquent,  est  comprise  dans  le 
plan  limite  du  plan  MA'm,  qui  est,  comme  on  le  sait,  le 
plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M.  La  composante 
normale  y  est  donc  elle-même,  puisque  la  résultante  et  la 
composante  tangentielle  s'y  trouvent.  Elle  est  dirigée  du 
point  M  vers  le  centre  de  courbure,  comme  étant  la  limite 
de  la  direction  Pm,  et  c'est  pour  cela  qu'on  lui  donne  quel- 
quefois le  nom  de  force  centripète.  On  retombe  ainsi  sur 
les  résultats  déjà  obtenus. 

Si  la  masse  du  point,  au  lieu  d'être  Tunité,  était  égale 
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à  w,  les  deux  composantes  seraient  —  et  ^^--r\  ou  iw  — • 

196.  Force  cVinertie,  Ses  composantes.  —  Nous  avons 
vu  que  toutes  les  fois  qu'une  action  sVxerçait  sur  un  corps, 
celui-ci  exerçait  toujours  en  sens  contraire  une  action 
égale,  que  Ton  nomme  réaction  ou  force  d'' inertie.  Si 
Taction  s'exerce  par  la  pression  ou  la  traction  d*un  autre 
corps,  ou  d'un  appareil  matériel  quelconque,  c'est  sur  les 
points  matériels  en  contact  que  s'exerce  la  réaction.  Si  elle 
provient  d'un  corps  à  distance,  c'est  toujours  sur  ce  corps 
que  la  réaction  s'opère  *,  et  elle  est  encore  égale  et  directe- 
ment opposée  à  l'action  qui  a  lieu  sur  le  premier. 

Cela  posé,  considérons  un  point  libre,  ayant  une  masse  m 
et  décrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  l'action  d'une 
certaine  force,  que* nous  nous  représenterons  comme  pro- 
duite par  la  traction  d'un  fil  ou  par  la  pression  d'un  autre 
corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce  corps 
extérieur,  au  point  même  de  l'espace  où  se  trouve  le  mobile, 
et  pourra  être  décomposée  soit  en  trois  forces  parallèles 

d^x  d^y  d^z 

aux  axes,  égales  à  — ni—^^y  — tn—r-y  — 'w-rr?  soit  en 
^  dt^  dt*  dt*  ' 

deux  forces,  l'une  tangentielle,  l'autre  normale  à  la  trajec- 
toire, et  respectivement  opposées  aux  composantes  de  la 
force  appliquée  au  mobile  :  la  première,  estimée  parrap- 

d^s 
port  à  la  direction  du  mouvement,  sera  —  m  --—3  la  seconde 
*^  '  dt^ 


mu^ 


aura  pour  valeur  — -?  sera  située  dans  le  plan  osculatenr 

de  la  trajectoire,  et  dirigée  du  côté  opposé  au  centre  de 
courbure;  de  sorte  que  si  Ion  concevait  qu'elle  agit  sur  un 
point  sans  vitesse  pendant  un  temps  fini,  ce  point  se  mou- 
vrait suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre.  Cest 
pour  celle  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  force  cen^ 
trifuge. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  rdalivetnent 
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à  la   force  centrifuge,  parce  qu^on  ne  se  rappelle  pas  assez 
qu'elle  nVst  pas  appliquée  au  point  en  mouvement,  mais 
au  corps  en  contact  avec  lui,  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  Si  Ton  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  réaction,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  l'on  consi- 
dère, et  la  dénomination  defoi'ce  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'attraction  du  soleil,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil;  sa  composante 
normale  Test  donc  aussi,  et  l'on  serait  obligé  de  dire  que 
la  force  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au 
soleil.  On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  déno- 
mination qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  réaction^  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquées. 


CHAPITRE  VIII . 

ÂPPUCÂTION  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES 
A  QUELQUES  CAS  PAETICULIEBS. 


Nous  allons  employer  ici  le  moyen  de  découverte  qae 
nous  avons  indiqué  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage. 
Nous  partirons  de  certaines  conditions  déterminées,  et  nous 
chercherons  à  en  tirer  des  conséquences  sans  avoir  aacon 
but  spécial.  Si  nous  arrivons  ainsi  à  quelque  proposition 
importante,  nous  l'inscrirons  à  sa  place  dans  la  science. 

197.  Mouvement  produit  par  une  force  constamment 
normale  à  la  trajectoire,  —  La  condition  connue  pour 
que  deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédia- 
tement, dans  le  cas  actuel,  l'équation 

dx  d^x       dy  d^y       dz  d^p  

'di'dF^'^'dt'dF'^di'di^^^' 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  dérivée  de 

(s)'-(i)'-(âr 

ou  de  (^*,  u  désignant  toujours  la  vitesse;  il  en  résulte  donc 
que  la  vitesse  est  constante. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  générale  : 
Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  est  tou- 
jours normale  à  sa  trajectoire,  le  mouv*ement  de  ce  point 
est  uniforme,  et  réciproquement. 

On  se  trouve  dans  les  conditions  de  cette  question,  quand 
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on  considère  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  fixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  et 
qu'on  suppose  qu'il  n'y  ait  aucune  force  autre  que  la  ré- 
sistance de  la  courbe  et  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors 
sollicité  par  une  force  constamment  normale  k  sa  trajec- 
toire, et  son  mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque.  — On  aurait  pu  parvenir  à  cette  conséquence 
au  moyen  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliquée 
au  mobile. 

En  eiret,  si  la  résultante  est  toujours  normale,  la  com* 

d^s 
posante  tangentielle  -jj  est  toujours  nulle  \  et  par  consé- 

quant  ^9  ou  la  vitesse,  a  une  valeur  constante  et  récipro- 
quement. 

198.  Du  mouvement  produit  par  une  force  qui  passe 
par  un  point  fixe,  —  Lorsqu'un  point  matériel  est  sol- 
licité par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point 
fixe,  que  Ton  prendra,  pour  plus  de  simplicité,  comme 
origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes,  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  x,  j^,  z  du  point;  et,  comme 

d^x    d-y      d^z 
ils  sont  proportionnels  aux  composantes  -r-^»  -— ->  -t-j  de 

la  force  accélératrice,  on  aura 

d'x       d^x       d^z 


(0 

dt^        di^        dt^ 

X          y           z 

d'où  l'on  tire 

» 

d^z         d^Y 

V z  — ^  ==  0, 

dt^       dt'      ' 

d^x          d^z 

dt^           di'  ""    ' 

d^Y         d^x 
dt^      -^  dt^ 
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et,  en  intëgrant  par  rapport  à  /, 

,    ^       dz  dr       ^         d.v  dz       ^,  dr  dx 

^    '        dt  di  de  dt  dt       ^  dt 

C,  C',C  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  x,  la 
seconde  par  j^,  la  troisième  par  z,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
trouvera  Téqualion  suivante,  entre  les  coordonnées  du  point 
à  un  instant  quelconque  : 

Cx-+-  C'y  -^Czzzzo. 

Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  F  origine, 
comme  on  pouvait  le  reconnaître  à  priori,  on  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  à  faire  sortir  le  point  du  plan 
mené  par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (a),  soient  ria  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  Torigine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  d  Tangle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  Taxe  des  x  positifs 
vers  Taxe  des  j  positifs,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
Taxe  des  z  positifs,  on  voit  s'exécuter  de  gauche  à  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur, 
comme  croissant  dans  ce  même  sens  \  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres,  axes,  relativement  aux  deux  antres 
plans. 

Cela  posé,  on  aura  l'équation  générale 

d^  dr  dx 

r        „   V        ^  di       "^  dx 

lancô  =  -,     d'où     — -  = ; > 

^         X  cos'9  x^ 


et,  par  conséquent, 


I» 
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en  désignant  par  X''  Taire  décFÎte  par  la  projeclh>n  7*  du 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  môme  par  X'  et  1  les  aires  décrites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  ZY, 
les  équations  (a)  donneront 


dt         a  '        di  2  '        dt  2  ' 


d'où 


(3)  \=z^Ct,     V=ic'r,     Y=^CU, 

^      '  2  2  2 

en  supposant  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  t. 

Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'effectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan^  sont  aussi  proportionnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  peut  s'exprimer  facilement,  en  observant  que 
toute  aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires. 
On  aura  donc,  pour  l'expression  de  ces  aires, 


-  f  v^c»  -+-  c  -f.  a'\ 


Réciproquement,  si  les  aires  décrites  parles  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite^  les  équations  (2),  qui,  différentices,  donneront  les 
équations  (i);  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  [x^jr^  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

18 
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C'est*dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
]e  principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers  deux 
centres  fixes,  les  équations  (i)  ne  seraient  plus  satisfaites; 
mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour  axe 
des  z  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres.  En  effet,  la 
résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  Taxe  des  z,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées*,  d^où  résulte  Téquation 


~dÔ  ~~'^'dt^ 


*—  -^t;^  =  ^5 


et,  par  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas,  pour  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  deux 
centres,  on  en  avait  un  nombre  quelconque  situé  sur  une 
même  droite. 

Obsen^ation.  —  Cet  important  principe  des  aires  a  été 
découvert  par  New^ton  et  exposé  dans  le  livre  des  Prin^ 
cipes.  Sa  démonstration  n'est  pas  fondée  sur  les  équations 
générales  du  mouvement,  qui  n'étaient  pas  connues,  et  ce 
n'est  pas  en  les  combinant  au  basard,  comme  nous  Tavous 
fait,  qu'il  y  est  parvenu.  Son  génie  lui  a  fait  apercevoir  que, 
la  force  qui  tirait  le  point  dans  la  direction  du  rayon  vec- 
teur ne  pouvant  déranger  son  mouvement  que  parallèle- 
ment à  ce  rayon,  le  triangle  décrit  par  le  rayon  vecteur 
devait  avoir  la  même  aire  que  si  cette  force  n'agissait  pas. 
et  le  principe  est  tout  entier  dans  cette  première  vue. 

199.  Expression  remarquable  de  la  fotxe  dirigée  vers 
un  centre  fixe  y  au  moyen  des  éléments  de  la  trajectoire*  — 
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Cette  formule  infinitésimale  est  une  des  plus  importantes 
découvertes  de  Newton.  Pour  y  parvenir,  soit,  à  une  époque 
quelconque,  M  (Jig*  23)  la  position  du  mobile  sollicité 


vers  le  point  fixe  O,  et  N  sa  position  après  le  temps  infi- 
niment petit  6;  NI  parallèle  à  MO,  et  terminée  à  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  en  M  5  enfin  NP  perpendiculaire  à  OM. 
Désignant  la  force  par  ^ ,  on  aura 


NI=i-     et     cG  =  20]NM  =  0M.NP  =  rNP, 
2 


d'où 


et,  par  suite. 


NI  = 

-?'' 

^NP 

là' 

'  7 

f  — 

2C' 

m 

NP 

• 

Telle  est  la  formule  infinitésimale  donnée  par  New^ton  dans 
sou  livre  des  Principes  :  en  observant  toutefois  qu'il  n'a 
pas  cherché  à  déterminer  la  valeur  de  la  constante  qui  est 
représentée  ici  par  2C*.  Il  transforme  cette  expression  de 
différentes  manières. 

Ainsi,  en  abaissant  de  N  la  perpendiculaire  NK  sur  la 
normale,  et  désignant  par  o)  Tangle  de  cette  dernière  avec 

18. 
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MO,  on  aura 

NIcos»i=MK=:— , 

R  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  De  là  ré- 
sulte, en  désignant  par  p  la  perpendiculaire  OQ  abaissée 

de  O  sur  la  tangente, 

^"^'^^  Rcosw.NP'  ""  r^Rcos'w  ""/l'RcoSM  ""  k/ 

200.  Ces  formules  de  Newton  conduisent  à  une  expres- 
sion différentielle  très-simple  de  la  force  centrale  q. 
Prenons,  en  effet,  la  formule 

et  substituons-y  à  /!7  et  R  leurs  expressions  différentielles 
en  coordonnées  polaires  r,  0,  qui  sont 

p  =  rcos6>  =  /•*  — •? 

as 


R  = 


dr^  d^r 

/•'  -f  2 r 

c/9'  rfO» 


Nous  obtiendrons  ainsi 


formule  importante  dont  nous  ferons  usage  par  la  suite,  et 
qu'on  déduit  ordinairement  des  équations  générales  du 
mouvement. 
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201 .  Mouvement  produit  par  une  force  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur,  —  Considérons  encore  le  cas  où  la  force 
serait  perpendiculaire  à  une  ligne  passant  par  un  point 
fixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  pour  un  point 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant  une  loi 
quelconque  autour  d'un  de  ses  points,  et  dont  la  pression 
normale  est  la  seule  force  qui  sollicite  le  point. 

La  condition  donnée  sera  alors  exprimée  par  Téquation 

d^x  dW  d'^z 

X -f-  r  —  -f-  z  —  =  o. 

dt^       -^  dt^  dt^ 

Faisons 

x^  -t-  J"*  -+-  z*  -=2  r^y 

nous  aurons,  par  différentiation, 

dx  dy  dz  dr 

dt^^  dt  dt  dt 

Différentiant  de  nouveau,  il  vient 
d 


Vx       fdxY  d^Y       /dry         d^z       f  dz\' 

équation  qui>  en  vertu  de  la  première,  se  réduit  à 


^'-1)='=' 


d^r       [dry       fdsy 


Nommant  o)  Fangle  décrit  par  le  rayon  vecteur,  on  sait 
qu'on  aura 

ds^  =  dr*-^'  r^dtù^. 

Reportant  cette  valeur  de  A*  dans . l'équation  précédente^ 
elle  devient 

dfi  \dtj 
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Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  décrite  par  le  rayon  vecteur. 

Si  Ton  donnait  la  loi  du  mouvement  angulaire  du  rayoa 
vecteur  par  une  équation  entre  tù  et  t^  il  serait  possible,  en 
combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  de  déterminer 
à  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  l'angle 
qu'il  a  décrit.  Cette  grandeur  du  rayon  vecteur  ne  dépen* 
dant  pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  décrite,  il  s^en- 
suit  que  si  Ton  développe  celle-ci  sur  un  plan,  la  courbe 
décrite  par  le  point  mobile  sera  la  même  après  le  dévelop- 
pement, quelle  que  soit  la  directrice  du  cône,  et  sera,  par 
conséquent,  la  courbe  même  que  Ton  aurait  obtenue  en 
faisant  mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  obser- 
vant la  même  loi  entre  o)  et  t. 


DU  MOUVEMENT  PRODUIT  PAR  UNE  FORCE  DONT  LES  COM- 
POSANTES PARALLÈLES  AUX  AXES,  SONT  LES  DÉRIVÉES 
PARTIELLES    d'uNE    MÊME    FONCTION    DE    X,  JT,    Z. 

202.  Si  Ton  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  motrice  qui  sollicite  un  point  matériel  dont  la  masse 
est  m,  les  équations  générales  de  son  mouvement  seront 

d'x  d^y  d^z 

dt^  '  di^  *  dt^ 

Si  l'on  ajoute  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  pre- 

mîère  par  a  —  ?  la  seconde  par  2  — -  ^  et  la  troisième  par 

dz    .,     . 
2-1  il  vient 
de 


(    dx  d^x  dr  d^r  dz  d^z\ 

\    dt    de  dt    dO  di  dt^  I 


m 
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et,  en  observant  que  Téquation 


donne 


m<i)'<r)'=^ 


dx  d*x  dy  d^Y  àz  d^z        d.p' 

2- : 1-2 -4-  -T^  -1-2  --  — 


dt    di^  dt   dt^  dt   dt^  dt 


on  aura 


^   '  dt  \      ^i  dt  dt  J 

Et  comme  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  F(ar,j^,  z),  on  aura 

^  dx  df  dz       dF{x,x,z) 

dt  dt  dt  dt 

et  Féquation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
conques^ donnera 

(2)  wp»—  mk^^=:  2F(a:,  J,  z)  —  2F(«,  ^,  c), 

a^  b^c^h  désignant  les  coordonnées  du  point  et  sa  vitesse, 
à  la  première  limite. 

On  a  donné  le  nom  àe  force  "vive  d^'un  point  au  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  X  f/o?  -4-  Y^  -h  Z  ciz  est 
la  difTérentielle  d'une  certaine  fonction  de  a:,y,  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  si  un  point  maté- 
riel est  soumis  à  l'action  de  forces  dont  les  composantes 
totales  parallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  Taccroissement 
de  sa  force  vive,  en  passant  d'un  point  à  un  autre  quelconque, 
pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées  de  ces  deux 
points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la  grandeur  de  sa 
vitesse  au  premier  point,  quelque  temps  qu'il  mette  pour 
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parvenir  au  second,  et  quelque  ligne  qu'il  décrive  entre  les 
deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d*après  l'équation  (2), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  Téqualion  serait  F  ( x,  j^,  z)  =  C ,  avec  une  vitesse 
connue  h  dans  une  direction  arbitraire,  lorsqu'il  arrivera  en 
un  point  de  la  surface  ayant  pour  équation  F(x,j^,  js)  =  C, 
sa  vitesse  u  peut  être  déterminée  de  grandeur  d'après  ces 
seules  données,  et  indépendamment  du  temps  employé,  de 
la  ligne  décrite,  et  du  nombre  de  fois  que  ce  point  traverse 
successivement  la  seconde  surface. 

L'équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
F(j:,j^,  z)  =  c,  c  désignant  une  constante  arbitraire,  elles 
auront  la  même  équation  différentielle 

XdU: -4- Y4r -4- Z</z  z=  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec- 
tivement à  X,  Y,  Z,  et  dx^  dy^  dz,  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  l'autre.  D'où  Ton  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur- 
faces qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
liciterait le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  points  ; 
de  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  en 
équilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  fût  posé. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  nii^eau. 

Si  la  fonction  F{x,j\  z)  ne  peut  se  réduire  à  j  pour 
des  valeurs  réelles  et  finies  de  x^y,  z^  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  point  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Bertrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  toujours 
la  même  vitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de  niveau  ; 
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il  faudra,  pour  cela,  qu'il  ait  traversé  un  nombre  pair  de 
fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il  passera 
avant  de  revenir  sur  celle  d'où  il  était  parti. 

203.  Si,  outre  les  forces  dont  les  composantes  totales 
X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  des 
variables  x^y^  r,  considérées  comme  indépendantes,  il  y 
en  a  d'autres,  perpendiculaires  à  la  trajectoire,  on  parvien- 
dra de  même  à  l'équation  (2). 

Ainsi,  la  propositioi\  précédente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe, 
et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

Xrfar  -h  Ydy  -h  Zdz 

soîl  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  jr,y,  z,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu;  car  ces  forces  ne  seraient  même  pas  des  fonc- 
tions données  de  x,  j^,  z. 

204.  L'expression  ILdx-hYdy-hZdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur 
le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  distance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  a,  i,  c  les  coordonnées  constantes  de  l'un 
quelconque  de  ces  centres  5  x,y,  z  les  coordonnées  varia- 
bles du  mobile,  rieur  distance,  etR  une  fonction  de  r  qui 
exprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donné  suivant  la 
droite  qui  le  joint  au  centre  que  Ton  considère.  Les  com- 
posantes de  cette  force  seront 

R?^lf,      R^ZIZ,      Rl^^ 
r  r  r 

si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  était  répulsive;  ce  que  l'on  pourrait  effectuer  en 
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changeant  seulement  R  de  signe.  Les  termes  qui  provien- 
dront de  cette  force  dans  l'expression  ILdx -i^Ydy-hlddz 
seront  donc,  dans  le  premier  cas, 

Or,  on  a 

d'où 

[a  —  x)dx  -h[b  —x)dy  -4- (r— -  z]iit=: —  rdr^ 

ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à  —  R  dr.  Elle  de- 
vrai t  être  changée  en  -\-  Kdr  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive. 

Si  Ton  fait  le  même  calcul  pour  les  forces  R',  R^**  • ., 
relatives  aux  autres  centres  ûxcs,  on  trouvera 

Xrfr  -h  Ydy  -^-Zdz=^  Kdrz^K'dr'  qp  K'dr'  -4-  . .  .  , 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte  relativement  aux  va- 
riables indépendantes  x,j^,  z,  puisque  R  est  une  fonction 
de  r,  R'de  /*',  etc. 
On  aura  donc 


m{ 


p»— X»)r=Zîz  r  R^/rip  r    R'i/A'ip..., 


r^,  r,, . . .  y  étant  les  valeurs  de  r,  r^, .  •  • ,  correspondantes 
à  la  première  position.  D'où  Ton  voit  que  raccroissement 
du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  accroissemenls 
qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait  senle  sor  le 
mobile;  pendant  qu'il  passe  de  l'une  des  positions  à  Tautre. 

2O0.  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  dislance  à  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu,  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler,  qae  le  cas  par- 
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ticulier  où  un  centre  serait  transporté  à  Tinfini,  dans  une 
direction  déterminëe.  Mais  il  est  facile  de  faire  directement 
le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x  et  y^  les  équations 
générales  deviendront 

d^x  d-'y  d^z  ,   , 

^=o.      ^=o,    .^  =  F(z), 


d'où 


Y{z)dz. 


Si  la  fonction  F  est  constante,  par  exemple  s'il  s'agit  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  terre,  et  qu'on  prenne  l'axe 
des  z  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  on  aura 

et,  par  suiie, 

en  désignant  par  h  la  valeur  de  z  correspondante  à  la 
vitesse  h.  Les  surfaces  dont  l'équation  générale  élaît 
F{x,j',  2)  =  o,  sont  ici  des  plans  horizontaux,  et  l'on  voit 
qu'un  point  matériel  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  part  d'un  point  quel- 
conque d'un  plan  horizontal  donné,  avec  une  certaine  vi- 
tesse, parviendra  à  un  plan  horizontal  quelconque  avec 
une  vitesse  qui  ne  dépendra  nullement  de  la  courbe  qu'il 
aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  distance 
de  son  point  de  départ  a  ce  plan. 


CHAPITRE  IX. 

MODVEBŒNT  D'UN  POINT  SUR  UNE  COURBE  MATÉRIELLE. 


206.  D'après  le  principe  de  l'inertie,  le  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  d'un  point,  quel  qu'il  soit,  même  nul,  ne 
peut  être  modifié  que  par  une  force  étrangère,  de  quelque 
source  qu'elle  provienne*,  que  ce  soit  d'une  action  à  distance 
ou  au  contact,  du  choc  d'autres  points,  ou  de  la  résistance 
d'une  courbe  ou  d'une  surface  matérielle,  sur  laquelle  il  est 
obligé  de  rester.  Si  ces  différentes  forces  pouvaient  être  con- 
nues en  grandeur  et  en  direction,  la  matière  qui  compose 
le  point  serait  dérangée  de  son  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  par  ces  forces  seules,  et  l'on  retomberait  dans 
le  cas  précédent  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
données. 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  du  mouvement  d^un 
point  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  qui  ne  donne 
lieu  à  aucun  frottement,  et,  par  conséquent,  ne  peut  dé- 
truire ni  produire  que  des  forces  normales;  nous  suppo- 
serons en  outre  que  le  point  est  sollicité  par  des  forces 
extérieures  dont  la  résultante  est  connue. 

Soient 

^(^yXf  2)  =  o,     F,(  jr,.r,  s)  =  o 

les  équations  de  la  courbe  donnée;  N  la  force  normale  in- 
connue produite  sur  l'unité  de  masse  par  la  résistance  delà 
courbe,  et  X,  fz,  y  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes;  le 
seul  effet  de  la  courbe  sur  le  point,  étant  de  produire  cette 
force,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe  si  Ton  intro- 
duit cette  force  ;  en  la  réunissant  à  celles  qui  sont  données, 
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le  point  pourra  donc  être  considéré  comme  libre,  et  les 
équations  générales  de  son  mouvement  seront,  en  désignant 
par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice, 

d^x  d^Y  d^z 

^- —  X-f-Ncos^,     -tV  =  Y -h  Neosu,     -rr  =  Z -4- N  cosv. 

di^  di^  ^       dt^ 

La  direction  déterminée  par  les  angles  1,  |u,  v  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  on  aura 

dx  COS>  -h  djr  COSfi  -h  dz  COSv  r=  O, 

et,  de  plus, 

COS'X  -I-  cos'p  -h  COS^v  =  I . 

On  a  donc  sept  équations  entre  les  huit  quantités  x^y,  2, 
i,  fx,  V,  N,  t]  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les 
sept  premières  en  fonction  de  t.  Quand  on  y  sera  parvenu, 
tout  ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  point  sera  déter- 
miné. 

Lorsque  Ton  a 

Xfltr  -\-Ydj'  4-  Zdz  =  d.ff[x,)\  z), 

les  équations  précédentes  donnent 
dxd^x  -Jf-  dyd^y-^  dzd^z 


dt^ 

et,  en  intégrant, 

dx^  -+-  dy*  •+■  dz* 


=z:d,<f{Xyjr,z), 


=  2ç(x,/,«)-|-C  =  «^. 


di^ 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  valeur  delà  vitesse  1^ 
au  point  de  départ.  D'ailleurs,  les  équations  de  la  courbe, 
résolues  par  rapport  à  x  ety,  donneront 

L'équation  précédente  deviendra  donc 
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d'où 

^(z)  désignant  une  fonction  connue  de  Z]  on  tirera  de  là 


=  Çdz'^(z)'ha, 


C'étant  déterminé  par  la  valeur  initiale  de  z.  On  connaiira 
donc  ainsi  z  eu  fonction  de  £,  et,  par  suite,  x  et^le  seront 
d'après  les  équations  de  la  courbe. 

En  appliquant  ces  calculs  au  cas  où  la  courbe  est  un  cercle 
vertical,  on  aura  à  faire  une  intégration  qui  exigera  rem- 
ploi des  séries.  Quand  le  mouvement  sera  oscillatoire,  il 
sera  celui  d*un  pendule  simple.  On  en  trouvera  le  détail 
dans  tous  les  Traités  de  Mécanique.  Il  y  a  une  courbe  qui 
donne  un  résultat  remarquable,  c'est  la  cjcioïde  placée  de 
manière  que  son  axe  soit  vertical.  On  reconnaît  facilement 
que,  dans  ce  cas,  les  oscillations  ont  la  même  durée,  quel 
que  soit  le  point  delà  courbe  d'où  parte  le  mobile  sans  vi- 
tesse initiale.  Cette  propriété  avait  fait  penser  à  mesurer 
le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple  dont  l'extrémité 
décrirait  des  arcs  de  cycloïde.  Mais  un  pendule  simple  n'est 
pas  réalisable  et  offrirait  d'ailleurs  de  graves  inconvénients, 
par  les  résistances  et  par  la  construction  même  des  appa- 
reils. C'est  pour  cela  qu'on  y  a  renoncé  et  qu'on  n'emploie 
que  le  pendule  circulaire  \  et  ce  n'est  pas  un  pendule  simple 
qu'on  clierche  à  réaliser,  c'est  au  contraire  un  corps  d'une 
masse  assez  considérable,  et  dont  les  oscillations  suivent  les 
mêmes  lois  que  celles  du  pendule  simple,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard.  Ces  calculs,  au  reste,  ne  sont  pas  indis- 
pensables pour  la  construction  des  pendules  qui  servent  k 
mesurer  le  temps,  et  qui  se  règlent  sur  le  mouvement  diurne 
des  astres. 


CHAPITRE  X. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  SURFACE  MATÉRIELLE. 


207.  En  supposant  que  celte  surface  ne  puisse  faire  naître 
aucun  frottement,  son  action  ne  peut  consister  qu'à  pro- 
duire sur  le  point  une  force  normale,  qui  peut  avoir  Tun 
quelconque  des  deux  sens,  à  partir  du  point  sur  la  normale 
k  la  surface.  Désignons  cette  force  par  N,  par  X,  /a,  v  les 
angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes,  et  supposons  que 
le  point  ait  une  masse  égale  à  F  unité,  les  équations  du 
mouvement  seront 

— f  r=X-f-Ncos)i,     34  =  Y-hNcosfx,      -4  =  Z -4- N  cosv, 

et  si  F  =  o  est  Téquation  de  la  surface,  et  qu  on  pose 


v^( 


dY^\^       (dF\^       /dFy 


on  aura 


%         ir^^                           xr'^F                           .r^^ 
CO$>  =  V-r->       C0Sa  =  V---,       COSV  =  V • 

dx  djr  dz 

Le  double  signe  de  V  correspond  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male, et  le  calcul  fera  connaître  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  Ton  substitue  dans  les  premières  équations  les  valeurs 
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decosX,  cos^,  cosv,  on  aura 

(  ^=^-^^^^- 

Éliminant  N  entre  ces  trois  équations,  on  aura  deux  équa- 
tions qui,  jointes  à  F(j:,y,  z)  =  o,  détermineront  a*,/,  z 
en  fonction  de  f  ^  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
en  résulteront. 

Ces  calculs,    en  général  impraticables,  se  simplifient 
quand  on  a 

et,  par  suite, 

d>* 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  parTétat 
initial. 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent  immédiatement  les 
deux  suivantes  : 

di^         -^  dr  *^  \dY  dx^      I 


^    d'z       ^  d^x       ^^        ^  _,        „„fd¥  ^        <^F  -  \ 
dx'-r'—dz  -r-  =  Zdx—Xdz  -i-NV(  —  dx--  —  dz\ 


dr  dt 


Or,  en  différentiant,  par  rapport  à  une  variable  quelconque, 
Tidentité 


dy 

dt 

dx 

dx 

dt 


•on  trouve 


d'où 
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^  dy  dO       ^  dt^ 

a.  — -  zz^ ) 

dx  I  (ije:\  ' 


dx'^^-drp=('^\d4  =  ^(^yd,'^ 

dt^  ^   dr  \dt  /        dx  \dsj        dx 


•et  de  même 


,    dH         ,   d^x  dxY  ,    dz 

dx dz  —-—  nn  pM  — -     rf.  — - 

dr  dr  \dsj        dx 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  et  rem- 
plaçant j^*  par  aç(j?,j^,  z)  H-  C,  puis  éliminant  entre 
elles  ^iV,  on  aura  une  équation  différentielle  entre  x,  j',  2, 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
F{x,j^  z)  =  o,  déterminera  la  trajectoire.  Connaissant  jr 

et  z  en  fonction  de  Xy  et  --  en  fonction  de  x^jy  z,  on  par- 
viendra facilement  à  une  équation  delà  formule  r/^=4'(x)Jx, 
d'où  Ton  déduira  x  en  fonction  de  t^  et,  par  suite,  toutes 
les  circonstances  du  mouvement. 

208.  Pression  exercée  sur  la  surface,  —  La  composante 
normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  au 
mobile,  en  y  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  dans 

le  plan  osculateur  de  la  trajectoire,  et  égale  n  —•  Cette  der- 
nière force  est  donc  la  résultante  de  la  force  produite  par 
la  surface,  qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la 
trajectoire,  et  de  la  composante  Q  normale  à  la  trajectoire, 
de  la  force  extérieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Par  suite  la 

force  produite  par  la  surface  est  la  résultante  de  —  et  de  la 

force  opposée  à  Q.  Reste  à  connaître  le  plan  osculateur,  qui 

»9 
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renferme  la  force  g  •  Sî ,  pour  cela,  on  désigne  par  6  i*ang]e  du 

plan  osculaieur  avec  la  normale  à  la  surface,  et  par  ^  celui 
de  la  force  Q  avec  la  même  normale,  on  aura  la  proportion 


P^ 


-  :Q  ::  sin^ilsinô. 
R. 

Celle  relation  déterminera  la  direction  du  planosculateur 
quand  on  connaîtra  (^,  R,  Q,  ^.  Dans  le  cas  particulier  ou 
Ton  aurait  Q  =:  o,  il  en  résulterait  d  =  o,  et  le  plan  oscu- 
lateur  serait  le  plan  normal  à  la  surface.  Ce  cas  est  cqlui 
où  la  force  extérieure  est  nulle,  ou  tangente  à  la  trajectoire  : 
il  comprend  donc  celui  où  il  y  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face, ou  une  résistance  de  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire  étant  constamment  normal 
à  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  Ton  puisse 
mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 

On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la  force 
e!itérieure  esl  nulle  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, le  plan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal  a  la 
surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  à  la 
trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'est-à-dire  une  des  com- 
posantes  et  la  résultante  :  il  renferme  donc  Tautre  compo- 
sante, qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
il  est  lui-même  normal  à  la  surface. 

Nous  renvoyons  aux  Traités  spéciaux  pour  les  applica- 
tions de  la  méthode  générale  à  des  surfaces  particulières. 
Ces  calculs  offrent  encore  plus  de  difficulté  que  ceux  qui  se 
rapportent  aux  courbes  fixes. 


CHAPITRE  XI. 

DU  MOUVEMENT  RELATIF  D'UN  POINT. 


209.  Les  principes  précédents  et  toutes  les  conséquences 
que  nous  en  avons  déduites,  concernent  le  mouvement  rap- 
porté à  un  système  immuable  dont  les  diverses  parties  con- 
servent les  mêmes  situations  les  unes  par  rapport  aux  autres, 
lors  même  qu'elles  ne  seraient  pas  liées  invariablement 
entre  elles. 

Lorsque  nous  avons  reconnu  la  présence  d'une  force  ac- 
compagnant le  déplacement  d*un  point,  ce  déplacement 
était  relatif^  lorsque  nous  avons  démontré,  par  eisemple, 
qu'un  point  qui  décrivait  un  cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme était  sollicité  par  une  force  constante  dirigée  vers  le 
centre,  il  s'agissait  d'un  cercle  relatif  et  d'un  mouvement 
relatif.  La  force  centrifuge  qui  en  résultait  si  le  cercle  était 
matériel,  pressait  ce  cercle,  lié  au  système,  par  suite  du 
mouvement  relatif  qui  était  le  seul  auquel  les  équations 
s'appliquaient.  Cette  conséquence  reconnue  expérimenta- 
lement, et  autres  semblables,  ne  pourraient  donc  être  in^ 
voquées  pour  prouver  l'existence  d'un  prétendu  mouvement 
absolu,  dont  on  ne  peut  même  donner  une  définition. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  le  système  par  rap- 
port auquel  on  considère  le  mouvement  d'un  point,  est 
rigide,  et  en  mouvement  par  rapport  au  système  fonda- 
mental dont  les  points,  liés  ou  non  les  uns  avec  les  autres, 
conservent  indéfiniment  les  mêmes  positions  relatives,  et 
auquel  on  rapportera  tous  les  mouvements.  Pour  la  clarté 
et  la  brièveté  du  discours,  on  pourra  nommer  ces  derniers 

*9- 
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mouvements  absolus^  et  appeler  relatifs  ceux  qui  seront 
rapportés  au  système  rigide  en  mouvement.  Pour  plus  de 
commodité,  nous  rapporterons  les  positions  relatives  du 
point  à  trois  axes  rectangulaires  liés  invariablement  au  sys- 
tème mobile,  de  sorte  que  la  position  de  ce  point  sera  dé- 
terminée à  cbaque  instant  dans  le  système  par  ses  coordon* 
nées  relatives  à  ces  axes;  et  le  tout  sera  rapporté  à  trois 
axes  que  nous  appellerons yi.re5,  en  entendant  toujours  par 
là  qu^ils  sont  liés  invariablement  au  système  fondamental 
auquel  tous  les  mouvements  sont  rapportés,  et  relativement 
auquel  tous  les  principes  généraux  sont  admis. 

210.  Le  problème  que  nous  nous  proposons  peut  alors 
être  énoncé  en  ces  termes  : 

Le  mouuemenl  d^un  système  rigide  étant  déterminé^ 
trouver  le  mouvement  relatif  d^un  point  dont  on  donne 
Vètat  initial  et  les  forces  par  lesquelles  il  est  sollicité. 

Et  cette  question  peut  être  envisagée  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Déterminer  par  rapport  à  des  axes  fixes  un  mout^mcnt 
qui  soit  identique  au  mouvement  du  point  en  question  par 
rapport  aux  axes  mobiles. 

Newton  est  le  premier  qui  ait  résolu  cette  question,  qu^il 
s'était  proposée  à  Toccasion  du  mouvement  des  planètes 
autour  du  Soleil.  Ce  grand  géomètre,  après  avoir  créé  h 
théorie  du  mouvement  produit  par  Taction  attractive  ou 
répulsive  d^un  centre  fixe,  a  bien  compris  qu'elle  n'étaii  pas 
immédiatement  applicable  au  mouvement  des  planètes,  si 
le  Soleil  n'était  pas  immobile.  Et  il  ne  pouvait  le  supposer 
immobile  après  avoir  établi  le  système  de  l'attraction  uni- 
verselle. Il  a  donc  été  obligé  de  tenir  compte  du  dérange- 
ment produit  sur  le  Soleil  par  l'action  des  planètes.  Et  alors 
en  se  bornant  au  système  d'une  seule  planète  et  du  SoleîK 
il  s'est  posé  le  problème  suivant  : 
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Con naissa n t  lesfo rces  qui  soUiciten t  deux  p oin ts  libres , 
trouver  le  mouvement  de  Vun  par  rapport  à  des  axes  qui 
sont  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  et  passent 
constamment  par  Vautre  point. 

Pour  ramener  ce  moavement  relatif  à  un  mouvement 
absolu,  et  n'avoir  plus  qu'à  appliquer  sa  belle  théorie  des 
forces  dirigées  vers  un  centre  iixe,  il  a  posé  un  principe 
général  que  nous  ferons  connaître  lorsque  nous  parlerons 
de  la  grande  découverte  de  l'attraction  universelle;  nous 
nous  bornerons  ici  à  montrer  comment  les  théories  précé- 
dentes résolvent  immédiatement  la  question  du  mouvement 
relatif. 


CHAPITRE  Xn. 

MOUVEMENT  RELATIF  A  DES  AXES  QUI  SE  MEUVENT 
SANS  CHANGER  DE  DIRECTION. 


SI  1 .  Soient  X,  j^,  z  les  coordonnées  d*un  point  mobile  M, 
par  rapport  i  des  axes  fixes,  auxquels  sont  constamment 
parallèles  les  axes  mobiles;  ^S  J^^  ^'  1^  coordonnées  du 
même  point  par  rapport  à  ces  derniers,  et  a,  5,  c  celles  de 
Torigine  mobile  A.  On  aura  les  équations 

D'où 

f  X  d»  da      dx'  dy db        df'         dz  de       d^ 

^^^  di  ^  dî'^'dî''        It'^di'^^'       H^di'^'di' 

,^,  d*x      d^a      i/»j/       d^y      d*b      dW'       d^z     d^c      d^z! 


»      -TT=-rr-i — TT-J 


dl*       dr        dO         dO       dt*        dt^         dt^       dO       dt 


Et  si  l'on  construisait  à  chaque  instant  par  rapport  à  des 
axes  fixes  un  point  M' dont  les  coordonnées  seraient  égales 
à  x\y^  z\  ce  point  aurait  un  mouvement  absolu  identique 
au  mouvement  relatif  du  mobile  donné. 

Les  positions  initiales  étant  données,  ainsi  que  les  com- 
posantes des  vitesses  de  Torigine  et. du  point  donné,  on 

connaît  les  valeurs  initiales  dex,  r,  -s,  a,  J,  c,  -3-»  -j-»  -3-» 

*^  dt      ai       tu 

da    db    de  ut///    ^    ^x'     ^*' 

-T'  -T->  "T»  et  par  suite,  celles  de  x',  r  ,  z  ,  -r-j  —r-»  -r-» 
dt     di     dt  ^  '  ^*^  ^      ^   dt      dt      de 

qui  constituent  Fétat  initial  du  point  M'.  Ces  valeurs 
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seront 

djf dx        da        df' dy       db        dz' dz        de 

Hî '^  Tt  '^W      It  '^  H  ~  m^      'dt~'di'~H' 

On  voit  par  là  que  la  ^ùtessc  initiale  de  M',  ou  la  vitesse 
relative,  est  la  résultante  de  la  vitesse  initiale  de  M  et 
de  la  vitesse  initiale  de  A,  prise  en  sens  contraire, 

C*estce  qu'il  est  facile  d'établir  géoDiélriqueinent,  comme 
nous  Favons  fait  dans  V Introduction  du  Cours  de  Méca- 
nique. 

Les  équations  (3)  donnent 

,      drx^_d^^d*a      d'y^e^y^d^b      dH'  ^d^^dj^ 

Or,  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  connus.  En 

effet,  -.—  î  -r,  5  -TT  sont  les  composantes  de  la  force  accé- 
<//*      c//'     dt*  '^ 

lératrice  appliquée  au  point  M  -)Ce  sont  donc  des  fonctions 

connues  de  x,j^,  £,  t, 

Q,  d^a    d^b     d^c    .,  j  i  -j  '  c- 

uanl  a  - -»  -7— j  -7-.»  11  y  a  deux  cas  a  considérer.  5>i 
dt^     dt*     dt*       ^ 

Ton  donne  le  mouvement  de  Torigine  A,  ce  sont  des  fonc- 
tions connues  de  ty  et  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (4)  sont  des  fonctions  connues  de  x,  y^  Zj  t^  et,  par 
suite,  de  x\j\  z\  t*. 

Mais  si  Ton  connaît  seulement  la  force  accélératrice  qui 

donnerait  à  un  point  le  mouvement  même  de  A,  -^t  -^77 

d^c 

--r-j  seront  les  composantes  de  celte  force,  et,  par  suite, 

des  fonctions  connues  qui  pourront  renfermer  a,  £,0,  /. 
Mais  a,  &,  c  pourront  se  déterminer  séparément,  puisque 
Ton  connaît  Tétat  initial  de  l'origine  A  et  la  force  ac- 
célératrice qui   lui   est  appliquée;  on  connaîtra  donc  le 
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mouvement  de  ce  point,  ei  Ton  rentre  dans  le  premier  cas, 

d^a   d*lf   d^c 
où  - — »  — -»  -T-  sont  des  fonctions  connues  de  f.  Les  seconds 
(lO    di^    dr 

membres  des  équations  (4)  deviennent  donc  encore  des  fonc- 
tions de  x\y\  z\  t\  en  les  intégrant,  on  aura  x', /',  / 
en  fonction  de  t,  et  le  problème  sera  résolu. 

212.  Les  équations  (4)  font  connaître  immédiatement 
la  force  quMl  faudrait  appliquer  à  un  point,  pour  qu  il  eût 
uu  mouvement  absolu  identique  au  mouvement  relatif 
cherché. 

En  effet,  dans  ce  mouvement  absolu  les  coordonnées  du 
point  ont  les  mêmes  valeurs  que  x\jr\z''^  les  premiers 
membres  de  (4)  sont  donc  les  composantes  de  la  force  accé* 
lératrice  dans  ce  mouvement,  c'est-à-dire  de  la  force  accé- 
lératrice relative.  Or  les  premiers  termes  des  seconds 
membres  sont  les  composantes  de  la  force  donnée,  les 
seconds  termes  changés  de  signe  sont  les  composantes  delà 
force  accélératrice  qui  donnerait  à  tin  point  libre  le  mou- 
vement même  de  Toriginc^  les  équations  (4)  expriment 
donc  la  proposition  suivante  : 

La  force  accélératrice  relatii^e  est  la  résultante  de  la 
force  donnée  et  de  la  force  égale  et  opposée  à  celle  qui 
produirait  le  mouvement  de  l  ^origine. 

L'état  initial  du  mobile  dans  ce  mouvement  absolu  se 
déterminerait  comme  nous  Tavons  indiqué. 

Cette  proposition  peut  encore  se  déduire  de  considérations 
géométriques,  comme  nous  le  ferons  voir  tout  à  l'henre 
dans  le  cas  général. 


CHAPITRE  Xni. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT  PAR  RAPPORT  A  UN  SYSTÈME  RIGIDE 
ANIMÉ  D'UN  MOUVEMENT  CONNU  QUELCONQUE. 


21 3.  Lorsque  le  système  rigide  n'avait  qu'un  mouvement 
de  translation,  nous  avons  pu  supposer  indifTéremment 
que  ce  mouvement  était  connu,  ou  que  Ton  donnait  seu- 
lement les  forces  capables  de  produire  sur  un  point  matériel 
le  mouvement  même  d'un  point  du  système  mobile.  Dans 
le  cas  actuel,  nous  supposons  connu  le  mouvement  de  ce 
système,  parce  que  le  problème  de  sa  détermination  d'après 
des  forces  données  serait  trop  compliqué,  et  d'ailleurs 
Dous  n'avons  pas  encore  fait  connaître  le  moyen  de  le  mettre 
en  équation.  En  conséquence,  nous  prenons  comme  donné 
le  mouvement  de  trois  axes  liés  au  système  ;  de  sorte  que 
les  coordonnées  de  leur  origine,  ainsi  que  les  angles  formés 
par  ces  axes  avec  les  axes^xe5  de  coordonnées,  seront  des 
fonctions  connues  du  temps;  et  la  question  a  toujours  pour 
objet  de  déterminer  en  fonction  du  temps  les  coordonnées 
par  rapport  aux  axes  mobiles,  du  point  donné  qui  est  sol- 
licité par  une  force  absolue  donnée. 

Les  équations  qui  lient  les  coordonnées  du  point  par 
rapport  aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles  sont 

IX  =  Ç  H-  ajr'  H-  by'  -^  cz\ 
j  =  „-+.«'j:'-4-i»y  4-c'z', 

Comme  nous  Tavons  dit,  Ç,  >?,  Ç,  a,  fc,  c,  a\  fc',  c',  «",  i",  c* 
sont  des  fonctions  données  du  temps,  et  il  s'agit  de  trouver 
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3cf,j\  z!  en  fonction  du  temps.  Pour  obtenir  des  équations 
propres  à  déterminer  ces  trois  quantités,  il  suffit  de  remar- 

d^x    d^Y     d^t 
quer  que  l'on  donne  les  expressions  de  -—^   —  j   — »  qui 

sont  les  composantes  de  la  force  accélératrice  agissant  snr 
le  mobile  ;  ces  expressions  peuvent  dépendre  du  temps  i 
et  des  coordonnées  .r,^,  z  qui  s^exprimeront  enx\y\  z\ 
au  moyen  des  équations  (i).  On  voit  donc  qu'en  diffé- 
reutiant  deux  fois  ces  dernières,  on  aura  trois  équations 
différentielles  du  second  ordre  entre  x'^j*',  zf^  t.  En  les  in- 
tégrant, on  aura  x\  y\  z'  en  fonction  de  t  et  de  six  cons- 
tantes arbitraires  qui  se  détermineront  au  moyen  des  valeurs 

initiales  de  x',  r',  2',  -r-»  —-->  —--;  et  ces  valeurs  seront 

'•^         ^  dt      dt      dt  ' 

connues  au  moyen  des  équations  (i)  et  de  leurs  premières 

dérivées,  puisqu'on  connaît  les  valeurs  initiales  dex,y,z^ 

^j  -j-j  —•  Le  problème  sera  donc  complètement  résolu. 

La  première  différentiation  opérée  sur  les  équations  (1) 
donne 


/  d^ 
'dt 


,da 


dt^      dt) 


(■ 


{») 


A, 
dt 


d£ 
dt 

da' 


dr' 

b  4- 

dt 


d^\ 


dl_(dK 
eU~\dt 


-+^x' 


,db'        ,rfc'\ 

dt 
,dV        ,dcf\ 


(-'S' 


dz'\ 

Hi) 


d€^ 

dt 


(  ^^ 

KTt 


O    — T— -t-C 

dt 


d^\ 
dt) 


Les  premières  parties  des  seconds  membres  sont  le»  va- 
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1  «  .         djc    dr    dz   ,      ,      I      I   ,     , 

leurs  qu  auraient  -r-»  -r»  -rsi  x\  r  ,  2    étaient conslanls; 
^  di    dt     dt  ^  ^  ' 

ce  sont  donc  les  composantes  parallèles  k  x^  y^  z  de  la  vi- 
tesse absolue  du  point  du  système  qui  coïncide  avec  le  mo- 
bile, dans  la  position  quelconque  ou  on  le  considère  :  les 
secondes  parties  sont  les  composantes  de  la  vitesse  relative, 
parallèlement  aux  axes  des  x,^,  z.  Les  équations  (a) 
expriment  donc  que  la  vitesse  absolue  du  point  est  la  résul- 
tante de  sa  vitesse  relative,  et  de  celle  du  point  du  système 
qui  coïncide  avec  le  mobile  dans  la  position  que  Ton  consi- 
dère. Et,  par  conséquent  : 

La  vitesse  relative  du  mobile  est  la  résultante  de  sa 
vitesse  absolue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  du  système  qui  coïncide  avec  la  position  que  Von 
considère  du  mobile. 

C*est  ce  que  Ton  peut  facilement  établir  sans  calcul. 
(Voyez  Cours  de  Mécanique,) 

d*x'    d^y'     d'^z' 
214-.  Les  valeurs  de  -r— ?  —r—^  -^z  Que  fournissent  ces 

dt^      dt*      dt^   ^ 

équations  (i)  différentiées  deux  fois,  et  qui  sont  les  compo- 
santes de  la  force  accélératrice  relative,  présentent  une  dé- 
composition de  cette  force,  beaucoup  plus  compliquée  que 
dans  le  cas  où  le  système  n'a  qu'un  simple  mouvement  de 
translation.  Cette  décomposition  offre  de  l'intérêt,  bien 
qu'elle  ne  dispense  pas  des  calculs  que  nous  venons  d'indi- 
({uer  ;  c'est  M.  Coriolis  qui  Ta  fait  connaître,  et  Fa  déduite  de 

d^x'    d^y     d*z' 
la  forme  des  expressions  de  -7-7-»  "jt'  "TT  "  ^^^^  ^"  ipeni 

y  parvenir  facilement  par  la  décomposition  géométrique 
de  la  déviation  relative. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  dévia- 
tion, on  obtiendra  la  déviation  relative  du  mobile  en  une 
quelconque  de  ses  positions  M,  en  cberchapt  sa  position 
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relative  après  un  temps  infiniment  petit  6,  et  la  joignant  à 
la  position  qu'aurait  sur  la  tangente  a  la  trajectoire  rela- 
tive,  un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le  mobile, 
avec  une  vitesse  constante  égale  à  la  vitesse  relative  du  mo- 
bile en  M.  Elle  sera  la  déviation  dans  le  mouvement  absolu, 

identique  au  mouvement  relatif;  et  en  la  divisant  par  -i 

on  aura  l'expression  de  la  force  accélératrice  dans  ce  mou- 
vement absolu,  ou  de  la  force  accélératrice  relative.  Noos 
allons  montrer  comment  cette  déviation  relative  peut  être 
décomposée  en  d^autres  plus  simples,  d'où  résultera  la  dé- 
composition de  la  force  elle-même. 

Soient  M  (fig-  a4)  ^^^  position  quelconque  du  mobile, 
MU  sa  trajectoire  absolue,  MU'  sa  trajectoire  relative, 


c'est-à-dire  la  courbe  qui,  liée  au  système  mobile,  ren- 
ferme toujours  la  position  absolue  du  point',  MUi  la  tra* 
jec^toire  absolue  du  point  du  système  qui  coïncidait  avec 
le  mobile  en  M.  Si  Ton  prend  sur  les  tangentes  aux  courbes 
MU',  MUi  des  quantités  MT',  MT»  égales  aux  espacesque 
parcourraient  dans  un  temps  infiniment  petit  6,  des  mobiles 
partant  de  M,  l'un  avec  la  vitesse  relative,  l'autre  avec  la 
vitesse  du  point  M  du  système,  ces  quantités  pourront  re- 
présenter ces  vitesses,  et  la  diagonale  MT  du  parallélo- 
gramme T'MTjT  représentera  en  direction  et  en  grandeur 
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la  vitesse  du  point  sur  sa  trajectoire  MU;  de  sorte  qu'un 
point  partant  de  M  avec  cette  vitesse  se  trouverait  en  T 
après  le  temps  0. 

Cela  posé,  soient  m,  m',  /iZi,  après  ce  même  temps  0, 
les  positions  des  points  qui  décrivent  les  trois  courbes  en 
partant  de  M  5  la  courbe  MU'  sera  transportée  avec  le  sys- 
tème, auquel  elle  est  liée,  et  par  conséquent  la  position  m' 
du  point  mobile  se  confondra  avec  sa  position  absolue  m, 
et  le  point  M  du  système  sera  en  m^  ;  de  sorte  que,  pour 
avoir  la  position  du  système  après  le  temps  d,  il  faudra  lui 
donner  un  mouvement  de  translation  qui  amène  M  en  mi, 
et  ensuite  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant en  /7ii  et  dont  la  direction  différera  infiniment  peu  de 
Taxe  instantané  correspondant  au  point  infiniment  voi- 
sin M. 

Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  les  lignes  Tm,  T'//i', 

TiiTii  sont  les  déviations,  dans  le  mouvement  absolu  du 

mobile,  dans  son  mouvement  relatif,  et  dans  le  mouvement 

du  point  du  système.  Elles  donneraient  ces  forces  mêmes 

.0* 
en  les  divisant  par  la  même  quantité  -  *,  elles  peuvent  donc 

être  prises  pour  représenter  proporlionnellement  ces  trois 
forces. 

Pour  reconnaître  la  dépendance  qui  existe  entre  ces 
lignes,  il  faut  effectuer  le  mouvement  du  système  et  recon- 
naître sa  position  après  le  temps  G. 

Nous  décomposerons  le  mouvement  de  translation  pa- 
rallèle qui  amène  M  en  m,,  en  deux  mouvements,  dont  le 
premier  amènerait  M  en  T,,  puis  de  Tj  en  mi.  Tous  les 
points  du  système  auront  des  mouvements  identiques.  La 
première  translation  amènera  T'  en  T;  la  seconde  l'amè- 
nera en  m'',  en  menant  Tm'^  parallèle  et  égale  à  Ti/nf  II 
ne  reste  plus  qu'à  effectuer  la  rotation  autour  d'un  axe  niil 
passant  par  m,,  et  le  système  sera  parvenu  à  la  position 
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qu*il  occupe  réellement  après  le  temps  0,  et  dans  laquelle 
le  point  m!  est  le  point  m  lui-même,  de  sorte  qu'il  n  est 
nécessaire  de  s'occuper  que  du  mouvement  de  wP,  Soit  fi 
la  position  où  la  rotation  Tamène;  en  joignant  ce  poioi 
a  171,  la  ligne  ^m  représentera  en  direction  et  en  grandeur 
la  déviation  relative  T'm'. 

Le  quadrilatère  Tnifim!'  donne  la  solution  de  la  ques- 
tion. En  effet,  Tm  est  la  déviation  dans  le  mouvement 
absolu  du  point,  (im  la  déviation  dans  le  mouvement  rela- 
tif, Tm^  celle  du  mouvement  du  point  du  système.  Il  ne 
reste  donc  qu'à  reconnaître  la  grandeur  et  la  direction  du 
quatrième  côté  m^/ui,  et  Ton  connaîtra  les  trois  forces  dont 
on  pourra  considérer  la  force  relative  comme  la  résul- 
tante. Ce  côté  m"fjL  est  un  arc  de  cercle  décrit  par  mf  tour- 
nant  autourdemil,  que  Ton  peut  considérer  comme  paral- 
lèle à  Taxe  instantané  au  point  M;  et  la  vitesse  angulaire 
avec  laquelle  s'opère  ce  mouvement  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  la  vitesse  angulaire  tù  autour  de 
Vaxe  instantané  «/»  M  ;  car  il  ne  peut  résulter  de  la  que 
des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport  à  la  quantité  à 
calculer.  L'angle  décrit  par  le  système  autour  de  Taxe 
en  mi  peut  donc  être  considéré  comme  égal  a  ct>9.  Pour 
avoir  le  rayon  de  l'arc  m^'yi,  il  faut  abaisser  de  nf  une 
perpendiculaire  sur  m|I,  qui  est  égale  à  mim^'sin^,  i  étant 
l'angle  de  niim!'  avec  m|I,  ou  de  la  tangente  k  la  trajec- 
toire relative  avec  Taxe  instantané.  Or,  si  l'on  désigne 
par  Ur  la  vitesse  relative,  on  aura 

donc  jixm^  sera  égal  au  produit  de  ^^Osind  par  0)0,  et,  par 
conséquent, 

^m"  -=:  PrwO'sinJ. 

Quant  à  la  direction  du  côté  /y/fx,  elle  est  évidemment 


CHAPITRE    XIII.  3o3 

perpendiculaire  au  plan  Im,m^,  ou  à  un  plan  passant  par 
Taxe  inslantané  et  la  direction  de  la  vitesse  relative,  et  le 
sens  du  mouvement  qui  Ta  décrit  est  celui  de  la  rotation 
autour  de  Taxe  instantané. 

SI  maintenant  on  regarde  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère comme  représentant  des  forces,  [im  sera  la  résultante 
des  trois  forces  |xto%  m^'T,  Tm  ou  T/n,  /WiT,,  (im"^  et, 

en  les  divisant  par  -  y  on  aura  la  proposition  suivante  : 

«  La  forcée  accélératrice  relative  est  la  résultante  de 
n   trois  forces  accélératrices. 

»  La  première  est  la  force  appliquée  au  point  mobile. 

»  La  seconde  est,  en  sens  contraire^  celle  qui  donne- 
y>  rait  à  un  point  libre  le  mouvement  du  point  du  sys- 
»  tème  qui  coïncide  avec  le  mobile  à  Tinstant  que  Ton 
i>  considère. 

»  La  troisième  est  ap'y.d)  sind;  sa  direction  est  perpen- 
»  diculaire  au  plan  mené  par  Taxe  instantané  et  la  direc- 
»  tion  de  la  vitesse  relative,  et  dans  le  sens  opposé  au  mou- 
»   vement  de  rotation  du  système.   » 

215.  On  passera  de  ce  cas  général  au  cas  plus  simple  par 
lequel  nous  avons  commencé,  en  supposant  nul  le  mouve- 
ment de  rotation;  la  troisième  composante  disparait  alors 
et  il  reste  les  deux  premières.  On  retombe  ainsi  sur  le  ré- 
sultat obtenu  précédemment. 

Si  le  mouvement  du  système  consistait  dans  une  simple 
translation  uniforme  et  rectiligne,  il  ne  resterait  que  la 
force  donnée,  et  la  proposition  précédente  se  réduirait  à 
dire  que  le  mouvement  absolu,  identique  au  mouvement 
relatif,  ne  dépend  que  de  Tétat  initial  relatif  et  de  la  force 
donnée,  et  nullement  du  mouvement  des  axes,  ce  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  principe  que  nous  avons  admis  comme 
résultat  d'expériences. 
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216.  Enfin  considérons  le  cas  où  le  système  a  un  mouve- 
ment de  rotation  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  seconde  compo- 
sante de  la  ùtrce  relative  est  précisément  la  force  centrifuge  en 
ce  point  ]  la  troisième  composante  est  toujours  2mtàv^r^^^^' 
Voyons  ce  que  deviennent  ces   expressions;  et  prenons, 
pour  fixer  les  idées,  le  cas  où  le  système  rigide  est  la  terre. 
Nous  considérerons  ici  la  terre  comme  ayant  un  mouve- 
ment uniforme  de  rotation  autour  de  son  axe  immobile,  et 
n'étant  soumis  à  aucune  action  étrangère;  la  rotation  en- 
tière s' effectue  dans  un  jour  sidéral,  e'est-à-dtre  dans  nn 
temps  exprimé  par  le  nombre  86164^  en  prenant  la  seconde 
pour  unité;  d*où  résulte 

ce  qui  est  une  très-petite  quantité.  L'angle  â  est  celui 
qu6  fait  la  vitesse  relative  ^ec  l'a^e  de  la  terre,  ou  le 
complément  de  celui  qu^elle  fait  avec  l'équateurv  de  sorte 
que  t^r  sin^  est  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur 
l'équaieur. 

En  supposant  la  vitesse  relative  peu  considérable,  la 
troisième  composante  est  très- petite  par  rapport  aux  deux 
autres;  et,  si  on  la  néglige  dans  une  première  approxima- 
tion, on  arrive  k  la  proposition  suivante  : 

Lé  mou\feinent  apparent  d^un  point  à  la  surface  de  la 
len^e  peut  être  calculé  en  supposant  la  terre  immobile,  et 
joignant  la  force  centnfuge  à  celles  gui  agissent  e/fecti- 
%>ement  sur  ce  point. 

Si  Tattraction  de  Ist  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
le  point,  on  retombe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  force  qui  sollicite  les  corps  à  Télat  de  repos, 
en  tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avons  négligée  produit  des  per- 
turbations dont  nous  ne  parlerons  pas  ici.  C'est  elle  qui 
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produit  le  phénomène,  observé  depuis  longtemps,  de  la 
déviation  des  corps  vers  Test,  quand  on  les  abandonne  sans 
vitesse  à  Faction  de  la  pesanteur.  C'est  encore  elle  qui 
produit  le  mouvement  du  plan  d'oscillation  du  pendule, 
mouvement  que  Poisson  avait  pensé  devoir  être  insensible, 
à  cause  de  la  petitesse  de  cette  force,  mais  dont  les  belles 
expériences  de  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaître  la 
réalité. 

^il.  Remarque  générale.  —  Le  mouvement  relatif  coïn- 
cidant avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  Tétat  initial 
serait  le  même  que  l'état  relatif  initial,  et  dans  lequel  la 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvement 
absolu  d'un  point  libre,  subsisteront  dans  le  mouvement 
relatif,  en  y  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'ac- 
tion de  la  force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques 
exemples. 

218.  Principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif»  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immé- 
diatement les  conséquences  suivantes  : 

X^rsque  la  force  relatii^e  dUm  mobile  passe  constam- 
ment par  un  même  point  du  système  en  mouvement,  la 
trajectoire  relative  du  mobile  est  plane^  et  le  rayon  vec- 
teur^  mené  du  point  constant  au  mobile,  décrit  des  aires 
relati%fes  proportionnelles  aux  temps  correspondants . 

Et  réciproquement  : 

Si  le  rajon  vecteur  mené  d'un  point  constant  du  syS" 
tème  au  mobile,  décrit  des  aires,  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  liés  au  système  croissent  pro" 
portionnellement aux  temps;  ou,  end* autres  termes,  si  la 
trajectoire  relative  d^un  mobile  est  plane,  et  que  les  aires 
décrites  par  son  rayon  vecteur  partant  d^un  point  conr- 

ao* 
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stant  de  ce  plan,  croissent  proportionnellement  au  temps, 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  m4>bilf  posée  à  choéfue 
instant  par  ce  point  constant* 

219.  Equation  des  forces  vitres  dans  le  moui^ement 
relatif  d^un  point  libre.  —  En  considérant  le  mouvement 
absolu  qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile^ 
la  moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mou- 
vement, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égal  «tt 
travail  des  forqes  pendant  ce  même  temps.  Donc,  en  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 
éléR^ntaire  de  la  force  relative  /est  ég^  à  |^  moitié  d«  la 
force  vive  relative,  correspondante  au  même  temps.  Or  le 
travail  d'une  force  est  égal  à  la  sanime  de  ceux  de  ses  anu- 
posantes,  et  le  travail  relatif  de  la  troisième  composanie 
de  la  force  relative  est  nul,  puisqujs  cet|e  force  est  ptF- 
pendiculairc  à  la  vitesse  relative,  et,  par  conséquent,  à 
la  trajectoire  relative.  On  peut  dpBC  énoncer  celle  pro- 
position : 

Dans  le  moui^ement  relatif  d*un  point  libre ^  la  moitié 
de  V accroissement  de  la  force  "vive,  dans  un  intenfolle 
infiniment  petit,  est  égale  au  travail  correspondant  de  la 
force  réelle,  plus  au  travail  de  la  force  d*  inertie  que  pro- 
duirait le  point,  s'il  était  lié  au  système  à  l'instant  \]ite 
Ion  considère. 

220.  Du  mouvement  relatif  d^un  peint  qui  nest  pas 
libre.  -—  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  mobile  dont 
on  cberche  le  mouvement  relatif  ne  serait  p^is  (entièreoient 
libre*  Il  peut  être  lié  par  une  ou  par  deux  équations,  et  ces 
équations  peuvent  renfermer  d'une  manière  queloonqoe  le 
temps,  ainsi  que  les  coordonnées  absolues  et  relatives  da 
point.  Comme  les  équations  de  transfiormation  des  coor- 
données permettent  d'exprimer  les  unes  au  mojen  des 
autres,  on  peut  supposer  que  ces  équations  ne  renfermait 
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<]tt^  le  temps  et  led  coordonnées  relatives,  par  exemple.  Le 
poî^t  se  trouve  ainsi  assujetti,  par  chaque  équation,  â  res- 
ter sur  une  surface  variable  avec  le  temps^  et  donnée  à 
chaque  instant  de  forme  et  de  position  par  rapport  ai^  ^ys« 
tème  des  axes  mobiles. 

Cette  surface  produit  à  chaque  instant  une  force  nor- 
male, et^  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  ou  pourrait  supprimer  la  surface^  et,  s'il  n'existait 
que  cette  seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  être  consi- 
déré comme  entièrcthent  libre,  et  Ton  rentrerait  dans  le 
premier  cas.  D'où  résulte  cette  proposition  : 

Lorsque  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
donnée^  variable  de  forme  et  de  position,  la  force  rela* 
tive  se  déterminera  comme  dans  le  cas  d\m  point  libre, 
pourvu  que  Von  joigne  à  la  force  donnée  une  force  indé* 
terminée^  normale  à  la  surface,  au  point  oii  se  trouve  le 
mobile,  et  à  Vinstant  que  Von  considère^ 

Si,  au  lieu  d^une  seule  surface,  on  en  avait  deux^  on 
agirait  de  même  pour  la  seconde,  et  Von  aurait  un^  ^e* 
von  de  force  indéterminée,  norpiale  à  la  seconde  surface, 
^es  deux  forces  se  composeraient  en  une  seuley  indéterr 
minée  en  grandeur,  et  assujettie  à  se  trouver  dans  le 
plan  normal  à  la  courbe  d^ intersection  des  deux  sur^ 
faces. 

On  voit  que,  dans  le  cas  où  le  point  est  lié  par  une  seule 
«qnalîon^  il  s'introduit  par  cela  même  une  nouvelle  quan- 
tité inconnue,  mais  il  s'ajoute  en  même  temps  une  équation 
conniie  entre  les  coordonnées  et  le  temps.  Si  le  point  est 
lié.. par  deux  équations,  il  s'introduit  en  même  temps  deux 
înoonnuea;  de  sorte  que  le  nombre  des  inconnues  est  tou- 
jours égal  au  nombre  des  équations. 

D'après  la  remarque  générale  que  nous  avons  fa\te  sut* 
rextension  au  mouvement  relatif}  des  propositions  démon^ 
Irées  dans  le  mouvement  ab£ohi,  il  est  presque  inutile  de 

ao. 
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dire  que  Téquation  des  forces  vives  relatives  aura  lieu  lors- 
que  le  point  sera  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une 
courbe  de  forme  constante,  et  liée  invariablement  au  sys- 
tème des  axes  mobiles.  Et,  en  effet,  la  force  qu'elle  produit 
étant  normale  à  la  trajectoire  relative  du  mobile,  donne 
un  travail  élémentaire  égal  h  zéro. 

Nous  avons  terminé  l'exposition  des  principes  généraui 
qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point.  Nous  en  ferons 
quelques  applications  importantes  dans  le  Livre  suivant. 
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COMMENT  L'ASTRONOMIE  EST  DEVENUE  UNE  SCIENCE 

DE  RAISONNEMENT. 


221 .  L'Aslronomie  a  cté  longtemps  une  science  (Tobser^ 
^^ation^  Newton  en  a  fait  une  science  de  raisonnement. 

Nous  allons  montrer  comment  cette  grande  transfor- 
mation a  été  opérée,  et  d'abord,  nous  indiquerons  rapi- 
dement par  quelle  suite  d'observations  et  de  raisonnements 
l'Astronomie  était  parvenue  au  point  où  elle  était  lorsque 
ce  grand  homme  a  paru.  Ce  sera  un  exemple  intéressant 
des  méthodes  par  lesquelles  on  peut  déduire  de  faits  parti- 
culiers, des  faits  généraux  pouvant  servir  de  base  à  une 
science  de  raisonnement. 

Un  observateur  attentif,  aidé  d'instruments  bien  simples, 
reconnaît  facilement  que  tous  les  astres,  y  compris  le  soleil 
et  la  lune,  se  déplacent  d'une  manière  continue,  et  sem- 
blent tourner  uniformément,  en  conservant  les  mêmes  po- 
sitions relatives,  autour  d'un  axe  mené  du  point  de  la  terre 
où  il  se  trouve,  à  un  point  du  ciel  qu'on  nomme  pôle^  et 
est  très-voisin  d'une  certaine  étoile,  nommée,  â  cause  de 
cela,  étoile  polaire.  Or,  en  quelque  point  de  la  terre  que 
soit  placé  l'observateur,  il  reconnaît  que  l'axe  de  cette  ré- 
volution est  toujours  dirigé  de  la  même  manière  par  rap- 
port aux  étoiles,  qui  semblent  former  un  système  rigide^ 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  distance  de  la  terre 
aux  étoiles  est  incomparablement  plus  grande  que  celles 
des  différents  lieux  d'observation  sur  la  terre.  La  durée 
de  cette  révolution  se  nomme  jour  sidéral. 
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Maïs  on  s'aperçoil  bientôt  que  les  positions  relatives  de 
tous  les  astres  ne  restent  pas  consiantes  ;  il  suffit  d'observer 
la  lune  quelques  jours  de  suite,  pour  reconnaître  des  chan- 
gements notables  dans  ses  dislances  aux  étoiles.  Il  en  est  de 
même  du  soleil,  dont  le  déplacement  est  environ  douze  fois 
plus  lent. 

Outre  ces  deux  astres  qui  se  présentent  les  premiers,  il 
en  est  quelques  autres  que  leur  petitesse  a  fait  d'abord  con- 
fondre avec  les  étoiles,  et  dont  le  déplacement  est  bien  loin 
d'offrir  k  Tobser valeur  une  aussi  grande  régularité.  On 
leur  a  donné  le  nom  de  planètes, 

222.  Détermination  des  points  sur  la  sphère  céleste.  — 
Tous  les  mouvements  se  déterminent  facilement  en  rappor- 
tant les  positions  k  deux  grands  cercles  de  la  sphère  céleste 
idéale,  dont  l'observateur  occupe  le  centre,  et  sur  la  sur- 
face de  laquelle  il  projelte  tous  les  astres  par  des  rayons 
visuels.  L'im  de  ces  cercles  est  perpendiculaire  k  Taxe  da 
monde,  autour  duquel  s'effectue  la  révolution  diurne  com- 
mune à  tous  les  astres,  et  se  nomme  Véquateur  céleste i  le 
second  a  son  plan  perpendiculaire  au  premier  et  passe  par 
une  étoile  choisie  arbitrairement.  Cela  posé,  un  point 
quelconque  sera  déterminé  sur  la  sphère  en  menant  un  plan 
par  ce  point  et  l'axe  du  monde,  ce  qu'on  appelle  un  plan 
méridien^  puis  cherchant  l'angle  de  ce  plan  avec  le  premier 
méridien,  et  la  distance  du  point  à  l'équateur,  comptée  sur 
le  méridien  du  point.  Le  dernier  de  ces  angles  se  nomme  la 
déclinaison  du  points  et  l'autre  son  ascension  droite.  Ce 
sont  là  les  deux  coordonnées  que  Ton  emploie  pour  une  pre- 
mière détermination  des  points,  et  qui  ont  servi  pour  tra- 
cer les  courbes  qui  représentent  la  marche  apparente  du 
soleil,  de  la  lune  et  des  planètes  pour  un  observateur  placé 
à  la  surface  de  la  terre. 

On  a  reconnu  ainsi  que  le  centre  du  soleil  décrit  sur  la 
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sphère  céleste  un  grand  cercle  qui  semble  invariable,  et 
dans  un  intervalle  de  temps  constant,  qu'on  nomme  une 
année.  Ce  cercle  se  nomme  écliptique. 

223.  Autre  système  de  coordonnées.  ' — Le  centre  de  ta 
lune  semble  aussi  d'abord  décrire  un  grand  cercle,  mais  ce 
cercle  n'est  pas  invariable  comme  Técliptique,  et  l'étude  ap- 
profondie de  son  déplacement,  et  surtout  des  mouvements 
des  planètes,  a  fait  sentir  Tutilité  qu'il  y  aurait  à  rapporter 
les  points  à  deux  autres  grands  cercles  coordonnés.  L'un 
est  l'écliptique;  l'autre  lui  est  perpendiculaire,  et  passe 
par  les  points  où  l'écliptique  rencontre  l'équateur,  et  qu'on 
noiame points  équinoxiauXj  parce  que  quand  le  soleil  passe 
par  l'un  ou  l'autre,  le  jour  a  la  même  durée  que  la  nuit, 
pour  tous  les  points  de  la  terre.  Ces  points  se  déterminent 
facilement  en  chercliant  chaque  jour  la  déclinaison  du 
soleil.  Elle  est  nulle  aux  équinoxes-,  et  cette  position  ainsi 
que  l'époque  où  elle  a  lieu  se  trouvent  par  de  simples 
proportions  d'après  les  ascensions  droites,  et  les  déclinaisons 
observées,  ies  jours  qui  précèdent  et  ceux  qui  suivent  le 
passage  du  centre  du  soleil  par  le  plan  de  l'équateur. 

Dans  ce  nouveau  système  de  coordonnées  angulaires,  on 
détermine  un  point  quelconque  en  y  faisant  passer  un  plan 
renfermant  les  pôles  de  Técliptique;  ce  plan  coupe  l'éclip- 
tique en  un  point  dont  la  distance  à  Téquinoxe  choisi  pour 
origine  se  nomme  la  longitude  du  point;  sa  latitude  est 
sa  distance  à  l'écliptique,  comptée  sur  le  grand  cercle  per- 
pendiculaire. 

La  transformation  de  coordonnées  pour  passer  d'un  sys- 
tème à  l'autre,  se  fait  par  des  formules  très-simples^  et  c'est 
toujours  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  que  l'on  cherche 
par  l'observation;  il  serait  beaucoup  moins  commode  de 
chercher  directement  la  longitude  et  la  latitude.  Mais  pour 
donner  la  précision  nécessaire  à  toutes  ces  déterminations, 
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il  faut  déCnir  exactement  le  point  par  lequel  on  fait  passer 
Téqua  leur  et  les  méridiens;  et  pour  cela,  ii  faut  connaître 
la  figure  et  les  dimensions  de  la  terre. 

324.  Figure  dé  la  terre.  — *  Nous  allons  indiquer  rapide- 
ment comment  on  a  pu  y  parvenir.  Quelques  observatioas 
sur  la  disparition  progressive  de  la  mature  de  vaisseaux  s'é* 
loignant  du  rivage,  sur  la  figure  circulaire  de  l'horizon,  vu 
de  points  élevés,  sur  terk*e  comme  sur  mer  ;  celle  de  Tombre 
portée  par  la  terre  dans  les  éclipses  de  lune,  indiquaient 
bien  pour  la  terre  une  forme  arrondie,  mais  ces  premières 
vues  ne  pouvaient  faire  connaître  ni  sa  figure  exacte,  ni 
surtout  ses  dimensions. 

Pour  y  parvenir,  on  a  cherché  comment  variait  la  di- 
rection de  la  verticale  à  mesure  qu'elle  se  déplaçait  en  res- 
tant parallèle  à  un  même  méridien  céleste;  et  Von  a  reconnu 
qu'elle  reste  sensiblement  dans  un  même  plan,  ei  que  les  arcs 
de  la  courbe  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  surface  de  la 
terre  sont  proportionnels  aux  angles  des  Terticales  cor- 
respondantes, et  par  conséquent  aussi  des  tangentes  à  cette 
courbe.  Or,  cette  propriété  n'appartient  qu'au  cercle.  Cette 
courbe,  que  Ton  nomme  un  méridien  terrestre^  peut  donc, 
au  moins  dans  une  première  approximation,  être  considérée 
comme  un  cercle,  intersection  du  plan  d'un  méridien  cé- 
leste et  de  la  surface  de  la  terre.  Le  rayon  de  ce  cercle 
s'obtiendra  en  divisant  un  quelconque  de  ses  arcs  par  l'angle 
des  tangentes  extrêmes,  qui  est  celui  des  verticales  corres- 
pondantes. 

Les  mêmes  observations  répétées  pour  un  grand  nombre 
de  points  de  la  surface  de  la  terre  donnent  des  résultats 
semblables;  et  l'on  en  a  conclu  que  tous  les  méridiens  cé- 
lestes coupent  la  surface  de  la  terre  suivant  des  cercles 
égaux.  Les  plans  de  ces  cercles,  étant  ceux  des  méridiens 
célestes,  passent  tous  par  l'axe  du  monde  ;  et,  par  conséquent. 
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la  terre  est  une  sphère  engendrée  par  an  ccrele  dont  le 
plan  passe  constamment  par  Taxe  du  monde,  et  dont  le 
rayon  est  déterminé  comme  nous  venons  de  Tindiquer  pour 
un  de  ses  grands  cercles.  Le  mètre  est  la  quarante-mUlio* 
nième  partie  de  sa  circonférence. 

Or,  comme  nous  avons  vu  que  l'axe  du  monde  pouvait 
être  mené  par  un  point  quelconque  de  la  terre,  nous  choi- 
sirons à  cet  effet  son  centre  même,  et  ce  sera  plus  avan- 
tageux dans  la  plupart  des  cas.  Mous  appellerons  pôles  ter- 
restres les  points  de  rencontre  de  cet  axe  et  de  la  surface 
de  Ja  terre,  méridiens  terrestres  les  grands  cercles  passant 
par  ces  pôles,  équateur  terrestre  celui  qui  est  mené  per- 
pendiculairement à  Taxe  par  le  centre  de  la  terre.  El  les 
points  sur  la  surface  de  la  terre  se  déiermineront  au  moyen 
de  cet  équateur  et  d^m  méridien  fixé  arbitrairement,  de 
même  que  ceux  de  la  sphère  céleste  le  sont  au  moyeu  de 
Téquateur  et  d'un  méridien  célestes.  Ces  deux  coordonnées 
ont  reçu  le  nom  de  longitude  el  de  latitude  terrestres.  Les 
Français  prennent  pour  premier  méridien  celui  qui  passe 
par  rObservatoire  de  Paris. 

225.  Parallaxes.  — Maintenant  que  nous  faisons  passer 
les  plans  coordonnés  par  le  centre  de  la  terre,  c'est  de  ce  point 
qu'il  faut  faire  partir  les  rayous  visuels  qui  déterminent 
les  positions  des  astres.  Les  ascensions  droites  ne  seront 
pas  changées,  mais  les  déclinaisons  dépendant  de  Fangle  du 
rayon  visuel  avec  la  verticale,  au  moment  du  passage  de 
Tastre  au  méridien,  ne  seront  pas  les  mêmes  si  ce  rayon 
visuel  est  mené  du  centre  ou  de  la  surface.  La  différence 
de  ces  deux  angles,  autrement  dit  des  distances  zénithales, 
sera  Tangle  suivant  lequel  le  rayon  de  la  terre  passant  par 
le  lieu  de  l'observation,  est  vu  de  l'astre  en  question.  Cet 
angle  se  nomme  la  parallaxe  de  cet  aslre  ;  il  dépend  de 
l'inclinaison  de  ce  rayon  de  la  terre  sur  le  rayon  visuel. 
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Si  Tastre  est  dans  le  plan  horizontal  du  lien,  cette  incli- 
naison est  d^un  angle  droit,  et  la  paralla^ce  est  dite  hori- 
zontale^ sous  toute  autre  inclinaison,  elle  s'appelle  paral- 
laxe de  hauteur.  Cette  dernière  a  un  rapport  très-simple 
avec  l'autre,  parce  qu'elle  est  toujours  assez  petite  pour 
pouvoir  être  regardée  comme  proportionnelle  à  son  sinas. 
Elle  est  alors  ëgale  à  la  parallaxe  horizontale  multipliée  par 
le  sinus  de  la  distance  zénithale  de  Tastre. 

Il  sui  t  de  là  que  lorsqu'on  connaît  la  parallaxe  horizontale 
d'un  astre,  et  nous  indiquerons  tout  à  l'heure  un  moyen  de 
la  trouver,  les  distances  zénithales  qui  seraient  observées 
du  centre  de  la  terre  se  trouvent  ramenées  à  la  détermi- 
nation de  celles  qui  léseront  d'un  point  de  la  surface,  et  qni 
sont  en  effet  les  seules  observables. 

La  parallaxe  horizontale  d'un  astre,  ayant  pour  sinus 
le  rapport  du  rayon  de  la  terre  à  la  distance  de  son  centre 
à  l'astre,  fait  connaître  immédiatement  ce  rapport. 

226.  Orbite  de  la  lune.  —  Les  longitudes  et  latitudes 
astronomiques  seront  rapportées  à  Técliptique,  lieu  des  po- 
sitions du  centre  du  soleil,  vu  du  centre  de  la  terre,  et  d'un 
grand  cercle  passant  par  ses  pôles  et  l'un  des  deux  points 
équinoxiaux.  Pour  donner  un  premier  exemple  de  l'utilité 
de  ce  nouveau  système  de  coordonnées,  nous  allons  y  rap- 
porter les  positions  successives  de  la  lune.  Nous  chercherons 
d'abord  ses  nœuds^  ou  les  points  où  son  centre  passe  par  le 
plan  de  l'écliptique,  et  a  par  conséquent  pour  latitude  zéro. 
On  en  déterminera  la  position,  ainsi  que  l'époque  du  pas- 
sage, par  le  procédé  déjà  indiqué  pour  les  équinoxes*,  et 
l'on  trouve  que  la  droite  qui  les  joint  passe  par  lu  centre  de 
la  terre,  que  le  plan  mené  par  cette  droite  et  l'une  quel- 
conque des  positions  du  centre  de  la  lune,  fait  un  angle 
constant  d'environ  S^p'  avec  le  plan  de  l'écliptique;  mais 
que  la  ligne  des  nœuds  se  déplace,  et  tourne  autour  du  centre 
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de  la  terre  dans  un  sens  opposé  à  celui  du  mouvement  du 
soleil,  et  qu'elle  accomplit  cette  révolution  dans  un  inter- 
valle d'environ  i8  ans  |.  D'où  il  suit  que  la  lune  se  meut 
dans  une  orbîtedont  le  plan  fait  un  angle  constant  avec  celui 
de  Técliptique,  et  avec  celui  deTéquateurun  angle  variable 
dont  les  limites  sont  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'équa- 
teur,  augmentée  ou  diminuée  de  3^ 9'. 

227.  Forme  et  dimensions  de  V orbite.  — Le  centre  de  la 
lune  semble  d'abord,  comme  nous  l'avons  dit,  décrire  un 
grand  cercle  sur  la  sphère  céleste;  mais  Tobservaiion  suivie 
de  son  diamètre  apparent,  montre  que  sa  distance  au  centre 
de  la  terre  varie  d'une  manière  continue. 

Si  Ton  trace  sur  un  plan  des  rayons  vecteurs  faisant 
entre  eux  les  mêmes  angles  que  ceux  qui  correspondent 
aux  observations,  et  qu'on  porte  sur  eux  à  partir  de  leur 
point  de  concours  des  longueurs  en  raison  inverse  des  dia- 
mètres apparents,  on  construira  une  courbe  qu'on  pourra 
regarder  comme  semblable  à  l'orbite  de  la  lune.  On  ob- 
tient ainsi  une  ellipse  dont  le  centre  de  la  terre  occupe  un 
foyer, 

228.  Parallaxe  de  la  lune,  —  Pour  obtenir  la  parallaxe 
horizontale  d'un  astre,  on  prend  sur  un  même  méridien 
deux  points  très-éloignés  l'un  de  l'autre  et  dont  on  connaît 
les  latitudes  ;  on  observe  de  ces  deux  points  les  distances 
zénithales  de  l'astre,  au  moment  de  son  passage  à  ce  mé- 
ridien. Les  deux  rayons  visuels  qui  les  déterminent  et  les 
rayons  terrestres  menés  aux  deux  points  forment  un  qua- 
drilatère, dont  on  connaît  trois  angles  et  par  suite  le  qua- 
trième. Ce  dernier  est  formé  par  les  lignes  menées  de  l'astre 
aux  deux  points  du  méridien,  à  l'instant  du  passage;  il  est 
la  somme  des  deux  parallaxes  de  hauteur  de  l'astre  à  ce 
moment,  en  supposant  qu'on  ait  choisi  les  deux  points  de 
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part  et  d'autre  de  la  ligne  qui  joint  Tastre  au  centre  de  la 
terre.  Or  ces  parallaxes  sont  les  produits  de  la  parallaxe 
horizontale  par  les  sinus  des  dislances  zénithales  *,  et  comme 
leur  somme  est  connue,  cette  parallaxe  lésera  aussi. 

Si  Ton  appliquait  ce  procédé  à  des  astres  trop  éloignés, 
on  trouverait  des  valeurs  insensibles  pour  la  parallaxe;  les 
étoiles  la  donneraient  nulle;  le  soleil  en  donne  une  sen- 
sible, mais  les  erreurs  inévitables  d'observation  donneraient 
de  Tincertitude  au  résultat;  pour  la  lune,  au  contraire, 
dont  la  distance  à  la  terre  est  beaucoup  moins  considé- 
rable, on  peut  avoir  confiance  dans  la  valeur  trouvée  par 
ce  moyen. 

Distance  de  la  lune  à  la  terre.  —  La  parallaxe  hori- 
zontale d'un  astre  ayant  pour  sinus  le  rapport  du  rayon  de 
la  terre  â  la  distance  de  l'astre  au  centre  de  la  terre,  on 
conclut,  de  la  parallaxe  de  la  lune,  que  la  valeur  moyenue 
de  sa  distance  à  la  terre  est  d'environ  soixante  rayons 
terrestres, 

DU    MOUVEMENT    DES    PLANÈTES. 

229.  Les  planètes  observées  de  la  terre  offrent  une  mar- 
che très-irréguliëre.  Elles  semblent  se  déplacer  tantôt  dans 
le  même  sens  que  le  soleil,  tantôt  en  sens  contraire,  après 
avoir  paru  quelque  temps  slationnaires.  Ces  mouvements 
ont  été  représentés  par  les  anciens  astronomes  an  moyen 
de  combinaisons  compliquées  de  mouvements  circulaires; 
mais  enfin  on  a  eu  l'idée  de  chercher  quelles  apparences 
elles  oOfriraient,  ainsi  que  la  terre  elle-même,  à  un  obser- 
vateur supposé  au  centre  du  soleil,  et  c^est  la  simplicité  de 
ces  mouvements  relatifs  qui  a  fait  adopter  le  système  de 
Copernic  et  abandonner  celui  de  Ptolémée.  Les  lois  de  ces 
mouvements  sont  d'une  trop  grande  importance  pour  que 
nous  ne  donnions  pas,  au  moins,  une  idée  sommaire  des 
méthodes  qui  les  ont  fait  découvrir. 
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230.  Ligne  des  nœuds.  — Les  planètes  étant  rapportées 
au  plan  de  Técliptique,  les  points  qu  il  est  naturel  de  déter- 
miner d'abord  sont  ceux  où  elles  percent  ce  plan,  et  qu'on 
nomme  nœuds.  On  trouve  ces  points,  et  l'époque  où  le 
centre  de  la  planète  y  passe,  par  la  méthode  que  nous 
avons  exposée  à  ce  sujet  pour  la  lune;  et  l'on  reconnaît 
que  la  ligne  qui  joint  les  deux  noeuds  passe  par  le  centre 
du  soleil,  et  fait  un  angle  sensiblement  constant  avec  la 
ligne  des  équinoxes.  Nous  nous  bornons  à  indiquer  ces 
résultats,  sans  entrer  dans  des  détails  qui  nous  écarteraient 
de  notre  objet. 

231  •  L^ orbite  d\ine  planète  est  plane  et  son  inclinai'' 
son  sur  le  plan  de  Vécliptique  est  constante,  — La  terre 
se  trouve  deux  fois  par  an  dans  la  ligne  des  noeuds  de  la  pla- 
nète^ l'instant  où  cela  arrive  est  facile  à  déterminer,  puisque 
c'est  celui  où  la  longitude  du  soleil  est  précisément  égale  i 
l'inclinaison  de  Ya  ligne  des  noeuds  sur  celle  des  équinoxes. 
A  ce  moment,  il  sera  facile  de  connaître  la  longitude  et 
la  latitude  de  la  planète,  et,  par  suite,  de  calculer  Tangle 
que  forme  avec  le  plan  de  l'écliptique  la  ligne  abaissée 
perpendiculairement  du  centre  de  la  planète  sur  la  ligne 
des  noeuds.  En  répétant  ces  observations  et  ces  calculs, 
toutes  les  fois  que  la  terre  se  trouve  dans  la  ligne  des 
nœuds,  ce  qui  correspond  à  des  positions  différentes  de  la 
planète  dans  son  orbite,  on  trouve  la  même  valeur  pour 
cet  angle;  d'où  il  suit  que  la  planète  est  toujours  dans  un 
même  plan,  passant  par  la  ligne  des  noeuds,  et  ayant  sur 
le  plan  de  l'écliptique  l'inclinaison  constante  qui  a  été  cal- 
culée comme  nous  l'avons  dit. 

Ce  plan  est  fixe  si  le  soleil  l'est,  comme  on  l'admet  dans 
le  système  de  Copernic;  et,  si  le  soleil  est  en  mouvement, 
ce  plan  est  entraîné  parallèlement  à  lui-même,  et  la  ligne 
des  nœuds  passe  toujours  par  le  centre  du  soleil. 
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232.  Moin^ement  de  /a  planète  dans  son  lorbiie,  ««^  Le 
li^u  des  positions  de  la  planète  dans  le  plan  fiie  cm  ^puAile 
de  son  orbjie,  forme  sa  trajectoire  relative  au  soleil.  On  la 
déterminera  en  cberdiant  à  une  époque  quelconque  «es 
deux  coordonnées  polaires^  qui  seront  sa  distance  au  ccMre 
du  ^leil,  et  l'angle  formé  par  ce  rayon  vecieur  avec  la 
ligne  des  nœuds. 

A  cet  elTet  on  calculera  chaque  jour  la.  latitude  et  la  Ion* 
gitude  du  soleil  et  de  la  planète  ;  et,  en  supposant  eonioie 
la  di$tance  du  soleil  à  la  terre»  on  déterminera  facilement 
la  position  de  la  planète,  qui  sera  le  point  de  rencontre  du 
rayon  vecteur  mené  du  centre  de  la  terre  à  la  planète,  avec 
le  plan  de  Torbite^  doù  résulteront  les  deux  csoordoiinéei 
cherchées.  ,  • 

La  qnestiou  c»t  donc  •  ramenée  à  la  détermination  du 
mouvement  du  soleil  par  rapport  è  la  terre',vet  onpeat 
Tobienir  au  moye^  de  la  parallaxe  du  soleil  .et  de  TobsÉr- 
vation  suivie  de  son  dian^ètre  apparent.^  Cette  parallaxe- ne 
saurait  être  obtenue  avec  beaucoup  d  exactitude,  parole 
procédé  suivi  pour  la  lune*,  tnais  où  y . parvient ^ pair  des 
moyens  plus  sûrs,  que  Ton  trouvera  développa  dattanki 
Traités  spéciaui^  d^Astrouoraiq.  La  trajectoire* aï n^it déter- 
minée est  une  ellipse  dont  la  terre  occupe,  .tti^  iles.  loyers, 
eliy  pan  ^uite,  la  trajectoire  de  la^  terre  par  raf^port.  au  jokil 
serait,  une  elljpseide^tiquei  dont  io  sc^il  oc^upenût  ua. 
foyer*   .  '.;,,...  ......        ... 

La  diatance  du.aoleilà  la  terre  étfmt  déterniinée.|HMir 
chaque  jour,  on  çonnaiira,  comme  90U8.1'av^nsdii,,lesieQOf>- 
données  d'Mne  pjiap^te  q^jcanqn^;  daps  son  .mç^v^meul 
relatif  au  soleil,  et  Ton  a  reconnu  ainsi  que  son.orbite  était 
upe  ellipse  dont  ,1e  soleil  otççupait  un  fpyeiTf 


'« ) .    •     I  'j « 


233.  Le  mouvement  de  chaque  planète  ainsi  déterminé 
par  rapport  au  soleil,  Kepler  a  reconnu  que  Taire  décrite  par 
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Je  rayon  vecteur  partant  du  centre  du  soleil  est  pour  chacune 
d'elles  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  décrire,  et  que 
d'une  planète  a  Tautre  les  carrés  des  temps  de  leurs  révolu- 
tions autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  Ces  résultats,  vériGés  aussi  sou- 
vent que  cela  a  été  possible,  peuvent  être  considérés  comme 
certains  et  indépendants  de  toute  hypothèse.  Ils  constituent 
des  faits  généraux  auxquels  toutes  les  théories  seraient  tenues 
de  satisfaire,  mais  qui  suffisent,  comme  nous  allons  le  voir, 
à  rétablissement  de  la  théorie  unique,  qui  donne  Texplica- 
tion  de  tous  les  phénomènes  relatifs  aux  mouvements  des 
corps  célestes.  Ces  faits  généraux,  auxquels  on  a  donné  le 
nom  de  lois  de  Kepler^  peuvent  être  énoncés  comme  il  suit  : 

Les  planètes j  considérées  comme  de  simples  points  ma- 
tériels, se  meuvent  par  rapport  au  soleil,  suisHini  des 
ellipses  dont  un  foyer  est  au  centre  du  soleil. 

Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  partant  du  centre 
du  soleil,  sont  proponionnelles  au  temps* 

Les  carrés  des  temps  des  réi^olutions  de  deux  planètes 
quelconques  autour  du  soleil^  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Ces  lois  s'observent  dans  les  mouvements  des  satellites 
d'une  même  planète  par  rapport  au  centre  de  cette  planète. 

Nous  arrêterons  ici  lexposition  des  recherches  qui 
avaient  pour  but  de  déterminer  par  l'observation  assez  de 
données  pour  faire  de  l'Astronomie  une  science  de  raison- 
nement. C'est  a  Newton  qu'on  doit  ce  grand  résultat.  Il  y 
est  parvenu  en  perfectionnant  d'abord  la  science  générale 
des  forces,  et  en  supposant  ensuite  que  la  matière  qui  com- 
pose les  corps  célestes,  est  soumise  aux  mêmes  lois  de  mou- 
vement que  la  matière  des  corps  terrestres.  C'est  ce  que 
nous  allons  exposer  brièvement. 
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CONSÉQUENCES  DES  DONNÉES  PRÉCÉDENTES. 


234.  Avant  Newton,  on  avait  émis  l'opinion  que  la  terre 
et  les  autres  planètes  se  meuvent  autour  du  soleil  immo- 
bile, en  vertu  d'une  attraction  dirigée  vers  son  centre.  Les 
uns  déclaraient  ignorer  la  loi  suivant  laquelle  elle  avait 
lieu;  les  autres,  par  des  analogies  sans  preuves,  la  suppo- 
saient en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Mais  au- 
cune raison  sérieuse  ne  venait  à  Tappui  de  ces  hypothèses-, 
et  non-seulement  on  ne  pouvait  démontrer  la  loi  de  cette 
attraction,  mais  l'existence  même  d'une  force  dirigée  vers 
le  centre  du  soleil  n'était  qu'une  simple  conjecture. 

Newton  se  trouva  ainsi  naturellement  porté  &  étudier 
les  effets  d'une  force  dont  la  direction  passerait  constam- 
ment vers  un  centre  fixe,  et  il  découvrit  cet  important 
théorème  auquel  on  a  donné  le  nom  de  principe  des  aires, 
et  qui  consiste  en  ce  que  : 

Lorsquun  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dont 
ta  direction  passe  par  un  centre  fixe ^  et  peut  d* ailleurs 
varier  suivant  une  loi  quelconque  as^ec  le  temps  et  la  posi- 
tion, le  rayon  vecteur  mené  du  centre  au  point  mobile, 
décrit  des  aires  planes  proportionnelles  au  temps; 

Et  réciproquement, 

Si  un  point  se  meut  dans  un  plan  et  que  son  rayon 
vecteur  panant  d'un  pôle  fixe ^  décrispe  des  aires  propor- 
tionnelles au  temps^  la  force  résultante  qui  produit  ce 
mouvement  passe  constamment  par  ce  pôle  fixe. 

Newton^  en  possession  de  ce  remarquable  théorème  que 
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personne  n'avait  énoncé  avant  lui,  l'appliqua  immédiate- 
ment aux  planètes»  en  les  considérant  comme  de  simples 
points  matériels,  et  admettant  que  la  matière  qui  les  com- 
pose est  soumise  aux  lois  générales  du  mouvement,  recon- 
nues pour  les  corps  terrestres.  Or,  d'après  une  des  lois  de 
Kepler,  les  planètes  jouissent  de  cette  propriété  des  aires 
décrites  autour  du  centre  du  soleil;  il  a  donc  pu  en  con- 
clure, non  par  conjecture,  mais  comme  conséquence  néces- 
saire des  faits  observés,  cette  proposition  que  : 

Le  mouvement  de  chaque  planète  autour  du  soleil  sup- 
posé  fixe,  est  produit  par  une  farce  dont  la  direction  passe 
constamment  par  le  centre  de  ce  corps, 

235.  Mais  le  génie  de  Newton  devait  le  conduire  sur  ce 
point  à  une  proposition  plus  générale  et  tout  à  fait  indis- 
pensable. Qui  pouvait  en  effet  assurer  que  le  soleil  était 
immobile;  et,  s'il  ne  Tétait  pas,  que  pouvait-on  conclure 
de  la  proportionnalité  des  aires  relatives,  au  temps? 

C'est  pour  répondre  à  cette  question  qu'il  étudia  les  lois 
du  mouvement  relatif,  que  personne  n'avait  fait  connaître 
avant  lui,  et  que  nous  avons  exposées  précédemment  avec 
plus  de  développement  qu'il  n'en  avait  donné. 

Et  le  théorème  précédent,  démontré  dans  le  cas  du  soleil 
fixe,  fut  remplacé  par' le  suivant,  qui  est  indépendant  de 
to^ui  mouvement  supposé  A  ce  corps  : 

Le  moui^emenl  relatif  des  planètes  autour  du  soleil 
esl'  produit  par  une  force  relaiiv'e  passant  par  son  centre  : 
ce  qui  signifie  que  'si,  a  un  instant  quelconque,  on  appli- 
quait à  la  planète  une  force  <iccélératrice  égale  et  de  sens 
contraire  à  celle  qui  donnerait  au  soleil  le  mouvement 
qu  j1  a  dans  l'espace,  la  résultante  de  cette  force  et  de  celle 
qui.  eat  réellement  appliquée  à  la  planète  serait  constam- 
ment dirigée  vers  le  centre  da  soleil. 

236.  La  direction  de  la  force  relative  capable  de  pro- 
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duire  les  mouvements  relatifs  observés  étant  connue,  il 
restait  à  déterminer  comment  varie  son  intensité  avec  la 
position  relative  de  la  planète. 

C'est  à  quoi  Newton  est  parvenu  en  s'appujant  sur  le 
principe  des  aires.  Il  a  découvert  une  formule  qui  exprime 
Tintensité  de  la  force  centrale,  en  fonction  de  quantités 
infiniment  petites,  dépendantes  de  la  nature  de  la  trajec- 
toire, el  susceptibles  d'être  transformées  de  plusieurs  ma- 
nières en  quantités  finies.  Au  moyen  de  cette  importante 
formule,  on  connaît  en  chaque  point  de  la  trajectoire  la 
valeur  de  la  force  si  celte  courbe  est  donnée  ;  et  si  c^est  la 
force  qui  est  donnée,  et  la  trajectoire  inconnue,  on  a  une 
équation  entre  certains  éléments  de  la  courbe;  et  la  déter- 
mination complète  du  mouvement  se  réduit  à  une  pure 
question  de  calcul  intégral. 

Newton  a  fait  plusieurs  applications  de  sa  formule,  par- 
ticulièrement au  cas  où  la  trajectoire  décrite  est  une  ellipse, 
et  où  Tun  des  foyers  est  le  pôle  autour  duquel  le  rayon 
vecteur  décrit  des  aires  proportionnelles  au  temps.  Il  a 
trouvé  que  dans  ce  cas  la  force  qui  fait  décrire  au  point 
libre  cette  trajectoire,  varie  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  au  foyer.  El,  comme  la  courbe  est  partout  con- 
cave vers  le  foyer,  la  force  est  dirigée  vers  ce  point,  comme 
s'il  était  un  centre  d'attraction. 

La  parabole  «ît  l'hyperbole  donnent  des  conséquences 
analogues. 

237.  Newton  sest  ensuite  occupé  de  la  question  inverse, 
et  s'est  demandé  quelle  courbe  décrirait  un  mobile  par- 
lant d'une  position  connue,  avec  une  vitesse  connue  en 
grandeur  et  en  direction,  et  sollicité  par  une  foixe  dirigée 
vers  un  point  fixe  et  variant  d'intensité  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  dislance.  Il  démontra  que  la  trajectoire  peut 
être  l'une  quelconque  des  trois  coniques  ;  sa  nature  dépend 
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<l^une  condition  très-simple  enlre  la  distance  initiale  du 
mobile  au  foyer,  et  la  grandeur  de  sa  vitesse  au  même 
instant. 

238.  L'expression  que  Newton  trouve  pour  la  force  rap- 
portée à  Tunité  de  masse,  est  le  rapport  d'une  quantité 
constante  pour  la  même  planète  au  carré  du  rayon  vec- 
teur. Cette  constante  est  égale  à  un  facteur,  identique  pour 
toutes  les  planètes,  multiplié  par  le  rapport  du  cube  du 
grand  axe  au  carré  du  temps  de  la  révolution.  Or,  d'après  la 
troisième  loi   de  Kepler,  ce  rapport  ne  change  pas  d'une 
planète  à  l'autre;  d'où  il  suit  que  la  force  qui   agit  sur 
l'unité  de  masse  d'une  planète  quelconque,  est  la  même 
à  distance  égale  du  soleil. 

Et,  réciproquement,  si  cela  est,  la  troisième  loi  de  Kepler 
en  est  un(;  conséquence. 

Nous  pouvons  résumer  ainsi  ce  qui  précède,  en  enten- 
dant que  les  forces  et  les  mouvements  sont  relatifs  au  soleil  : 

«  La  proportionnalité  des  aires  au  temps  prouve  que  la 
w  direction  de  la  force  qui  sollicite  les  planètes  passe  par 
»   le  centre  du  soleil. 

»  Les  trajectoires  étant  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe 
»  un  foyer,  il  en  résulte  que  celte  force  est  en  raison 
»   inverse  du  carré  de  la  distance. 

»  Enfin  de  ce  que,  pour  les  diverses  planètes,  les  carrés 
M  des  temps  des  révolutions  sont  comme  les  cubes  des 
M  grands  axes,  il  s'ensuit  que,  à  dislance  égale  du  soleil, 
»  Tunilé  de  masse  est  sollicitée  par  une  force  de  môme 
)}   intensité.  » 

Et  comme  les  mouvements  des  salelliles  sont  soumis  aux 
mêmes  lois  par  rapport  à  leurs  planètes  que  les  mouve- 
ments des  différentes  planètes  par  rapport  au  soleil,  les 
propositions  que  nous  venons  d'énoncer  s'y  appliquent,  et 
l'on  peut  dire  que  les  satellites  d'une  même  planète  sont 
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sollicités  par  une  force  relative  dirigée  vers  le  centre  de 
cette  planète,  proportionnelle  à  leurs  masses  respectives  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  cette 
planète. 

ATTRACTION    UNIVERSELLE. 

239.  Les  planètes,  dans  rinfinité  de  positions  qu'elles 
prennent  autour  du  soleil,  étant  sollicitées  par  des  forces 
dirigées  constamment  vers  le  centre  de  «et  astre,  il  serait 
bien  difficile  de  se  refuser  à  admettre  que  la  cause  de  celte 
tendance  réside  dans  le  soleil  même,  et  consiste  par  con- 
séquent dans  une  attraction  exercée  par  la  matière  du  so- 
leil sur  celle  des  planètes,  proportionnellement  aux  masses 
respectives  de  ces  planètes,  et  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

Admettant  cette  action  du  soleil  sur  la  matière  qui  com- 
pose toutes  les  planètes,  il  est  bien  naturel  de  Tétendre 
aux  satellites  eux  mêmes.  Et  comme  les  rayons  menés  du 
soleil  aux  différents  points  du  système  d'une  planète  et 
de  ses  satellites  peuvent  être  considérés  comme  parallèles 
et  égaux,  les  forces  produites  sur  ces  corps  seront  paral- 
lèles, et  proportionnelles  à  leurs  masses;  d'où  il  suit  que 
leurs  mouvements  relatifs  ne  seront  pas  altérés  par  Tac- 
lion  du  soleil. 

Si  donc  on  néglige  toute  autre  action  extérieure  à  ce 
système  partiel  auquel  s'étendent  les  lois  de  Kepler,  on  est 
dans  le  même  cas  que  pour  le  soleil  et  les  planètes,  et  Ton 
en  conclut  que  les  mouvements  des  satellites  autour  de  leur 
planète  sont  dus  à  une  attraction  exercée  par  celte  planète 
sur  ces  satellites,  proportionnellement  à  leurs  masses  et  en 
raison  inverse  du  carré  des  distances. 

Maintenant,  admettant  avec  Newton  que  la  loi  de  Péga- 
lité  de  Tacliou  et  de  la  réaction,  vérifiée  par  toutes  les 
expériences  à  la  surface  de  la  terre,  a  lieu  pour  tous  le» 
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-corps  de  la  nature,  on  conclura  que  les  planètes  attirent  le 
soleil  autant  qu'elles  en  sont  attirées,  et  par  conséquent 
proportionnellement  à  leurs  masses  respectives  et  en  rai- 
son inverse  des  carrés  des  distances.  De  même  les  satellites 
<l'une  planète  l'attireront  proportionnellement  à  leurs  pro- 
pres masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Pour  la  terre  qui  n'a  qu'un  satellite,  et  pour  les  planètes 
qui  n'en  ont  pas,  rien  ne  prouve  jusqu'ici  qu'elles  attirent 
4es  corps  proportionnellement  aux  masses  do  ces  corps. 
Nous  en  parlerons  tout  à  l'heure. 

240.  U attraction  s'exerce  sur  toutes  les  parties  des 
<:orps,  —  Si  Tattraction  du  soleil  sur  chaque  planète  était 
supposée  répartie  également  sur  toute  sa  masse,  il  en  ré- 
-sulterait  des  forces  égales  pour  deux  masses  égales  prises 
dans  des  planètes  diflférentes,  et  placées  à  égales  distances 
-du  soleil.  C'est  une  conséquence  évidente  de  la  proportion- 
nalité des  attractions  totales  aux  masses  des  planètes. 

Or  si  toutes  ces  masses  égales  n'étaient  pas  réellement 
attirées  chacune  avec  une  égale  intensité,  il  faudrait  qu'il 
s'établit  entre  elles  des  compensations,  d'où  résulteraient 
des  forces  proportionnelles  aux  nombres  de  ces  forces  iné- 
gales*, ce  qui  est,  sinon  impossible,  au  moins  peu  probable. 
Et  de  même  si  une  planète  n'attire  pas  également  des  par- 
ties d'égales  masses  de  ses  satellites,  il  faudra  que  toutes  les 
masses  égales  qui  composent  chacun  d'eux  et  seront  solli- 
citées par  des  forces  inégales  donnent  pour  les  sommes  de 
ces  forces  des  quantités  proportionnelles  à  leurs  nombres. 

Mais  l'impossibilité  de  pareilles  compensations  n'est  pas 
la  seule  raison  que  Ton  ait  de  les  rejeter*,  et  la  planète  que 
nous  habitons  va  nous  donner  des  preuves  directes,  que 
Tanalogie  permettra  d'étendre  aux  autres  planètes  et  au 
soleil  lui-même 

En  effet  Galilée  a  démontré,  contre  Topinion  des  phy- 
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siciens  de  son  temps,  que  tous  les  corps  abandonnés  sans 
vitesse  à  la  libre  action  de  la  pesanteur  prennent  des  mou* 
vements  identiques  :  d^où  il  résulte  que  cette  force  est 
proportionnelle  à  la  masse,  quelle  que  soit  la  nature  de 
la  matière.  I^es  légères  dîfiercnces  que  les  corps  présentent 
à  cet  égard  tiennent  à  la  résistance  de  Tair,  et  disparaissent 
entièrement  en  faisant  Texpérience  dans  le  vide.  Galilée 
est  parvenu  à  cet  important  résultat,  soit  en  laissant  tomber 
des  corps  d'une  grande  hauteur,  soit  en  faisant  osciller  les 
corps  les  plus  divers  de  formes  et  de  nature^  il  a  toujours 
trouvé  des  résultats  identiques.  Newton  a  répété  ces  ex- 
périences sur  les  pendules.  Il  a  fait  osciller  des  corps, 
entiers  ou  brisés  en  un  nombre  quelconque  de  parties-,  il 
les  a  renfermés  les  uns  dans  les  autres,  et  la  durée  des 
oscillations  n*a  pas  été  plus  changée  que  l'indication  don- 
née dans  ces  mêmes  cas  par  la  balance.  On  doit  donc 
conclure  de  là  que  le  poids  des  corps,  c^est-à-dire  Taltrac- 
tion  produite  par  la  terre,  est  proportionnelle  à  la  masse 
de  ces  corps,  et  indépendante  de  leur  grandeur,  de  leur 
forme  et  de  leur  nature  ;  et  qu'elle  s^exerce  sur  toutes  les 
molécules,  intérieures  et  extérieures. 

Ce  résultat,  ayant  lieu  à  quelque  bauteur  qu'on  fasse 
l'expérience,  doit  être  regardé  comme  s'appliquani  à  tous 
les  points  de  la  lune. 

Maintenant  qu'il  est  démontré,  par  des  expériences  di- 
rectes, que  Tune  des  planètes  attire  également  toutes  les 
parties  de  matière  ayant  des  masses  égales,  on  ne  peut  se 
refuser  à  admettre  cette  même  propriété  pour  les  planètes 
sur  lesquelles  on  ne  peut  faire  ces  expérience:;^»  et  dont 
quelques-unes  indiquaient  assez  visiblement  celte  pro- 
priété, par  Tattraction  exercée  sur  leurs  satellites,  propor- 
tionnellement à  leurs  masses. 

Et  la  même  analogie  conduit  à  admettre  que  le  soleil  at- 
tire également  toutes  les  parties  d'égale  masse  des  planètes. 
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sur  lesquelles  on  sait  d^aî Heurs  que  son  action  est  propor- 
tionnelle  à  leurs  masses.  Quant  aux  satellites  de  ces  pla- 
nètes, il  est  impossible  de  ne  pas  admettre  que  l'action  du 
soleil  s*exerce  de  la  même  manière  que  sur  la  planète  dont 
ils  sont  voisins*,  c'esta-dire  que  l'attraction  est  la  même  sur 
des  masses  égales  prises  dans  le  même  satellite,  ou  dans  des 
satellites  différents,  et  situées  à  la  même  distance  du  soleil. 

Réciproquement,  d'après  le  principe  de  Tégalité  de  la 
réaction  à  l'action,  le  soleil  attirant  également  deux  masses 
égales  quelconques,  prises  dans  des  planètes  ou  des  satel- 
lites quelconques,  ou  conclura  que  deux  portions  de  ma* 
tière  ayant  une  même  masse  quelconque,  placées  à  égale 
distance  du  soleil  Fatlirent  également.  Et,  si  elles  sont 
placées  à  des  distances  inégales,  l'attraction  sera  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances^ 

Maintenant  les  parties  d'égale  masse  d'une  planète  atti- 
rant également  le  soleil  devront  aussi  attirer  également  une 
même  masse  quelconque  de  leurs  satellites,  et  réciproque- 
ment. Enfin  on  ne  pourrait  supposer  que  le  soleil  seul  fit 
exception  à  cette  loi  générale,  et  Ton  admettra  facilement 
que  toutes  les  parties  d'égale  masse  du  soleil  attirent  éga- 
lement une  même  masse  prise  dans  une  planète  ou  un  sa- 
tellite, et  donne  lieu  à  une  réaction  égale. 

241.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  actions  mu- 
tuelles entre  des  parties  aussi  petites  que  l'on  voudra,  prises 
dans  le  soleil  et  les  planètes  ou  leurs  satellites,  ou  bien  prises 
dans  une  planète  et  un  de  ses  satellites*,  et  nous  n'avons 
pas  considéré  l'action  d'une  planète  à  une  autre,  ou  d'un 
satellite  à  une  autre  planète,  ou  à  un  autre  satellite.  Mais 
peut-on  supposer  qu'une  portion  de  matière  prise  dans  une 
planète  ou  un  satellite,  et  qui  attire  tous  les  points  du 
soleil,  et  d'autres  encore  si  c'est  un  satellite,  ou  une  planète 
ayant  un  satellite,  peut-on  supposer  que  cette  portion  de 
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matière  sera  sans  aclion  sur  les  autres  planètes  et  leurs 
satellites?  Une  si  entraînante  analogie  porte  à  admettre  la 
même  loi  d'attraction  entre  deux  masses  appartenant  k  des 
planètes  quelconques  ou  des  satellites  quelconques,  qa*il 
est  presque  impossible  de  la  repousser,  bien  que  Ton  con* 
çoive  parfaitement  qu'il  n'est  pas  absolument  impossible 
qu'il  en  soit  autrement. 

Enfin  Newton  lui  a  donné  une  éclatante  confirmation, 
en  prouvant  qu'elle  explique  et  permet  de  calculer  les  mou- 
vements des  comètes^  qui  constituaient  des  phénomènes 
jusque-là  inexplicables.  C'est  dans  ce  sens  que  nous  nous 
croyons  le  droit  de  proclamer  avec  Newton  cette  loi  géné- 
rale du  système  du  monde  : 

«  Dans  le  système  composé  du  soleil,  des  planètes,  de 
I)  leurs  satellites  et  des  comètes,  deux  molécules  quelcon- 
»  ques  s'attirent  proportionnellement  à  leurs  masses,  et 
»  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance.   » 

Les  forces  qui  sollicitent  tous  les  points  qui  composent 
le  système  solaire,  étant  ainsi  connues,  et  ce  système  étant 
considéré  comme  existant  seul,  toutes  les  questions  qu'on 
peut  se  proposer  sur  les  mouvements  de  ses  diflerentes  par- 
ties, rentrent  dans  la  science  générale  des  forces,  et,  par 
conséquent,  on  peut  dire,  comme  nous  Tavions  annoncé, 
que  Newton  a  fait  de  V Astronomie  une  simple  branche 
d\ine  science  de  raisonnement, 

S42.  Mais  comme  dans  toute  question  les  résultats  ne  sont 
déterminés  que  lorsque  les  données  en  sont  complètes,  il  j 
en  aura  dans  l'astronomie  qui  laisseront  de  l'indétermina- 
tion dans  les  résultats  du  calcul,  lorsqu'il  y  en  aura  dans  les 
données.  Par  exemple,  si  l'on  ne  connaît  pas  la  loi  des  den- 
sités des  diflerentes  couches  concentriques  qui  composent 
une  planète,  on  sera  obligé  de  la  représenter  par  une  fonc- 
tion inconnue  qui  pourra  enti'er  dans  les  résultats,  et  y 
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laisser  une  incertitude  qui  permettra  cependant  quelque* 
fois  de  tirer  des  conséquences  importantes.  Mais  cette  loi 
inconnue  n^influera  pas  sur  les  résultais  qui  ne  dépendent 
que  delà  masse  totale  et  non  de  sa  distribution. 

Remarque,  —  Toutes  les  molécules  du  système  solaire 
agissant  les  unes  sur  les  autres,  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  autour  du  soleil  ne  sera  pas  dû  à  l'action  seule  de 
ce  dernier,  et  tous  les  autres  corps  agiront  sur  elle,  et  trou- 
bleront le  mouvement  elliptique  qui  résulterait  de  l'attrac- 
tion seule  du  soleil.  On  pourra  négliger  ces  perturbations 
dans  une  première  approximation;  mais  on  ne  pourra  se 
dispenser  d'en  tenir  compte  dans  une  seconde,  parce  qu'elles 
deviennent  sensibles  dans  beaucoup  de  phénomènes,  et  leurs 
irrégularités  s'expliquent  complètement  par  ces  causes  per- 
turbatrices, de  sorte  que  les  dérangements  que  présentent 
les  mouvements  des  planètes,  de  leurs  satellites  et  des  co- 
mètes, deviennent  la  preuve  la  plus  convaincante  de  l'ac- 
tion mutuelle  de  toutes  les  molécules  du  système. 

243 .  Force  relative d^ une  planète  et  du  soleil,  — Suppo- 
sons que  cette  planète  et  le  soleil  existent  seuls  *,  et  cherchons 
la  force  qui  produirait  le  mouvement  relatif  de  l'un  de  ces 
corps  par  rapport  à  l'autre,  par  exemple  de  la  planète  par 
rapport  au  soleil.  Si  Ton  pouvait  regarder  ces  deux  corps 
comme  réduits  à  deux  points  géométriques,  Tatlraction 
subie  par  la  planète  serait  le  produit  des  deux  masses,  divisé 
par  le  carré  de  leurs  distances,  et  multiplié  par  l'attraction 
à  l'unité  de  distance,  de  deux  masses  égales  à  l'unité  et  ré- 
duites elles-mêmes  à  des  points.  Mais  cette  hypothèse  est 
trop  éloignée  de  la  vérité  pour  être  conservée,  quoiqu'elle 
ait  dû  être  faite  dans  une  première  approximation.  Heu- 
reusement son  influence  est  insensible  dans  le  cas  de  l'at- 
traction en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  de  sorte 
que  cette  circonstance  ne  peut  pas  introduire  de  complica- 
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tioD  dans  la  plupart  des  calculs,  et  n'a  pu  nuire  à  la  décou- 
yerle  de  la  loi. 

Newlon  a  démontré,  en  effet,  que  Vaction  d^une  couche 
sphérique  homogène^  irt/iniment  peu  épaisse,  dont  tous  les 
points  attirent  un  point  extérieur  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance^  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
était  réunie  en  son  centre. 

Or  les  planètes  sont  sensiblement  sphériques,  et,  par 
des  raisons  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici,  on  peut  les 
considérer  comme  composées  de  couches  homogènes,  de 
densité  variable,  et,  d'après  le  théorème  précédent,  leur 
attraction  sur  les  points  extérieurs  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  si  la  masse  de  toutes  ces  couches,  ou 
de  la  planète  entière,  était  réunie'au  centre.  Et,  par  suite, 
les  actions  de  deux  planètes  ou  du  soleil  et  d'une  pla- 
nète, etc.,  peuvent  être  regardées  comme  celles  de  deux 
points  matériels  situés  aux  centres  des  deux  corps,  et  ayant 
leurs  masses  respectives. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  m  et  M  les  masses  de  la 
planète  et  du  soleil,  par  r  la  distance  de  leurs  centres  et 
par  f  Tattraction  de  deux  unités  de  masse  concentrées  en 
deux  points  à  Tunité  de  distance,  l'attraction  du  soleil  sur 
la  planète  aura  pour  expression 


r^ 


et  comme  la  réaction  est  égale  à  raciioii^  ce  sera  aussi  Tat- 
traction  de  la  masse  de  la  planète  sur  celle  du  soleil. 

Il  suit  de  là  que  Tunité  de  niasse  de  la  planète  subira  une 

/M 

attraction  égale  à  —  9  et  Tunité  de  masse  du  soleil  en  subira 
o  r' 

une  égale  a 

Or,  d'après  le  principe  du  mouvement  relatif,  découvert 
par  Newton,  la  force  accélératrice  relative  de  la  planète 
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s'obtiendra  en  joignant  à  la  force  accélératrice  — ?  qui  y 

est  réellement  appliquée,  uhe  force  égale  et  contraire  à 

la  force  accélératrice  appliquée  au  soleil,  et  qui  est  —^  et 

dirigée  vers  la  planète.  Il  faudra  donc  ajouter  celle  der- 
nière dirigée  vers  le  soleil,  et  la  planète  sera  sollicilée  vers 
le  soleil  regardé  comme  immobile  par  une  force  accéléra- 
trice égale  à 


r» 


et  Ton  raisonnerait  de  la  même  manière  pour  le  mouve- 
ment relatif  d^un  satellite  et  de  sa  planète. 

244.  Remarque,  —  La  force  accélératrice  relative  étant 

fin 
plus  grande  de  —  que  si  le  soleil  était  immobile,  il  s'ensuit 

que  cet  eifet  varie  d'une  planète  à  l'autre  \  et  comme  la  force 

accélératrice  est  ■        •  à  Tunité  de  distance  pour  le  corps 

qui  décrirait  autour  d^un  centre  fixe,  dans  le  temps  T,  une 
ellipse  ayant  pour  grand  axe  2  a,  il  s'ensuit  qu'on  aura 


1J.2 
et  non 

47r*a 


=/{M4-m) 


'=/M, 


a^ 


et,  par  conséquent,  ^  varierait  d'une  planète  à  l'autre,  ce 

qui  serait  contraire  à  la  troisième  loi  de  Kepler.  Or  celle 
loi,  résultant  d*un  nombre  considérable  d'observations,  doit 
être  regardée  au  moins  comme  extrêmement  approchée; 
d'où  il  suit  nécessairement  que  le  terme  m  est  extrême- 
ment petit  par  rapport  à  M,  c'est-à-dire  que  les  masses 
des  planètes  sont  extrêmement  petites  par  rapport  à  celle 
du  soleil. 
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245.  Masses  des  planètes,  —  Il  est  facile  de  déterminer 
le  rapport  de  la  masse  d^une  planèie  à  celle  du  soleil, 
lorsque  cette  planète  est  accompagnée  d*un  satellite  ayant 
une  masse  relativement  très-petite.  En  effet,  représentons 
par  M  la  masse  du  soleil,  par  f/i,  m  celles  de  la  planète  et 
de  son  satellite,  par  2a,  ^a'  les  grands  axes  des  orbites  de 
la  planète  et  du  satellite,  et  par  T,  T'  les  temps  de  leurs 
révolutions^  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


4tr>a> 

r:/(M  +  lll), 

=  /(/ii-hiii'); 

«'»P 

m  -h  lïi' 

d'où 

a^T'»  ~  M  -h  /w 
Or  le  second  membre  peut  être  regardé  comme  sensible- 
ment égal  à  -r  >  parce  que  m  est  très-petit  par  rapport  i  M, 

Al 

ainsi  que  m'  par  rapport  à  m.  On  peut  donc  écrire 

T  et  T'  sont  connus  par  Tobservation,  et  il  suffit  de  con- 

a' 
naître  une  valeur  approchée  de  —  pour  en  déduire,  avec 

une  approximation  du  même  ordre,  le  rapport  de  la  masse 
de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Newton  a  trouvé,  parce 
procédé,  -j^-f  pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle 
du  soleil.  Des  procédés  plus  précis  ont  donné  iyu^  ce  qui 
en  difiere  très-peu. 

246.  La  masse  de  la  terre  ne  peut  se  déterminer  très- 
exactement  par  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour 
les  planètes  qui  ont  des  satellites,  parce  que  la  masse  de  la 
lune  ne  peut  être  négligée  par  rapport  à  celle  de  la  terre; 
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néanmoins  cette  mëtHode  donnera  un  moyen  de  vérification 
lorsque  Ton  connaîtra  le  rapport  de  ces  deux  masses.  Mais 
on  peut  parvenir  à  connaître  la  masse  de  la  terre,  par  un 
autre  moyen  qui  ne  saurait  être  employé  pour  aucune 
autre  planète,  et  qui  résulte  de  la  connaissance  que  nous 
avons  de  l'attraction  qu^elle  exerce  sur  les  corps  situés  à 
sa  surface.  Cette  attraction  est  égale  à  la  pesanteur,  aug- 
mentée de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge. 
De  plus,  il  faut  avoir  égard  à  l'aplatissement  de  la  terre, 
et  Ton  trouve  que,  sur  le  parallèle  dont  le  carré  du  sinus 
de  la  latitude  est  j,  et  dont  la  distance  r  au  centre  de  la 
terre  a  pour  valeur  r=  636455 1^  l'attraction  G  de  la  terre 
est  sensiblement  la  même  que  si  elle  était  sphérique  et 
qu'elle  eût  r  pour  rayon.  En  la  calculant  d'après  la  loi  de 
la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  (Méca- 
nique céleste),  on  trouve  qu'elle  a  pour  valeur  9,81645, 
ce  qui  est  un  peu  supérieur  à  g. 

Si  donc  on  désigne  par  m  la  masse  de  la  terre,  et  par^ 
Tatlraction  mutuelle  de  deux  unités  de  masse,  placées  à 
Funité  de  distance  Tune  de  Tautre,  on  aura 

G  =:-^  =  9,81645. 

On  peut  tirer  de  là  la  valeur  de  f^  et  la  reporter  dans 
la  formule  ^^^ —  =:/(M  4-  m)  qui  se  rapporte  au  mouve- 
ment de  la  terre  autour  du  soleil.  Il  en  résulte 

47r'fl»_Gr^(M4-m) 
T»     ""  m  ' 


d'où 


Mais  on  a 


M  _  4tr»a» 


T  =  86400  X  365,256374, 
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et  la  valeur  de  la  parallaxe  du  soleil  donne 

«  =  23984'*; 

en  effectuant  les  calculs,  on  trouvera 

M  -  m 

—  =  354592,     ou     ~  = 


m  ^  ^  M       354592 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  rapport  de  la  densité 
moyenne  de  la  terre  à  celle  du  soleil.  En  elTct,  le  diamètre 
du  soleil  est  égal  à  1 10  fois  celui  de  la  terre,  et  les  densités 
de  deux  corps  sont  entre  elles  comme  leurs  masses  divisées 
par  leurs  volumes  \  d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  den- 
sité de  la  terre  est  à  peu  près  quadruple  de  celle  du  soleil. 

Si,  d'après  cela,  on  calcule  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  trouve  qu'une  même  masse  y  pèse  39  fois  et  demie 
autant  qu^elIe  pèserait  à  la  surface  de  la  terre;  et  que  les 
corps,  abandonnés  à  la  libre  action  de  cette  force,  y  par- 
courraient un  espace  d'environ  i45  mètres  dans  la  pre- 
mière seconde,  tandis  qu'à  la  surface  de  la  terre  l'espace 

qu'ils  parcourent  dans  le  m(?me  temps  n'est  que  -• 

247.  Les  niasses  des  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites 
ne  peuvent  être  déterminées  par  le  procédé  du  n**  24o,  et 
ron  a  recours,  pour  cela,  aux  perturbations  que  leurs  ac- 
tions mutuelles  introduisent  dans  leur  mouvement  autour 
du  soleil.  L'action  d'une  planète  étant  proportionnelle  a 
sa  masse,  on  conçoit  à  priori  que  le  trouble  apporté  par 
cette  action  dans  un  mouvement  produit  par  celle  du  soleil, 
peut  conduire  à  la  connaissance  du  rapport  de  la  masse  de 
cette  planète  à  celle  du  soleil.  Cette  importante  question 
est  du  ressort  de  la  mécanique  céleste,  et  nous  nous  bor- 
nons à  l'indiquer.  Ce  procédé  peut  s'appliquer  également 
aux  planètes  qui  ont  des  satellites,  et  c'est  ainsi  qu'on  a 
trouvé  —j  pour  la  masse  de  Jupiter. 
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Les  masses  des  satelliles  d^une  même  planète  pourront 
de  même  être  comparées  a  celles  de  leurs  planètes,  au  moyen 
des  perturbations  que  leurs  actions  mutuelles  apportent  à 
leur  mouvement  autour  de  cette  planète*,  et  Ton  en  déduira 
les  rapports  de  leurs  masses  à  celle  du  soleil^  puisqu'on 
connaît  celui  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Il 
y  aurait  encore  ici  une  exception  pour  la  terre,  qui  n'a 
qu'un  satellite;  mais  on  a  aussi  ce  même  avantage  dont 
on  a  profité  dans  la  recherche  de  la  masse  de  la  terre*,  c*est 
la  connaissance  de  ce  qui  se  passe  à  sa  surface.  En  eilet,  la 
lune  produit  à  cette  surface  des  perturbations  provenant  de 
Tinégalité  des  distances  de  ce  satellite  aux  diflérents  points 
de  la  terre.  Ces  perturbations  sont  le  flux  et  le  reflux  de  la 
mer.  Comme  le  soleil  produit  sur  la  mer  des  effets  sem- 
blables, on  conçoit  que  la  comparaison  de  ces  deux  effets 
doit  conduire  au  rapport  des  masses  de  la  lune  et  du  soleil. 
Or  celte  comparaison  est  facile  par  robscrvalion  des  marées 
lunaires  et  solaires  dont  les  lois  sontdiirérentes.  Nous  nous 
bornerons  k  dire  que  le  rapport  delà  première  à  la  seconde 
est,  dans  le  port  de  Brest,  2,3533  [Mécanique  cèlcsle)\ 
par  un  calcul  que  nous  ne  rapporterons  pas,  on  en  déduit 
le  rapport  de  la  masse  de  la  lune  à  celle  du  soleil,  et  par 
suite  à  celle  de  la  terre.  On  trouve  ainsi  que  la  masse  de 
la  lune  est  ~  de  celle  de  la  terre. 

2i8.  Marche  salifie  d'abord  par  Newton. — Avant  d'ob- 
tenir la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  la  loi  de 
Tattractiou,  Newton  l'avaitenlrevue  par  des  considérations 
que  nous  allons  indiquer,  et  qui,  sans  avoir  le  même  degré 
de  rigueur,  ne  laissaient  pas  que  de  donner  de  très-fortes 
inductions.  Les  satellites  décrivent  autour  de  leurs  plancies 
respectives  des  orbites  sensiblement  circulaires,  auxquelles 
s'appliquent  les  lois  de  Kepler  :  et  les  planètes  décrivant 
des  orbites  d'excentricités  différentes,    on  peut  supposer, 
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par  analogie,  que  les  lois  de  Kepler,  qui  leur  sont  com- 
munes, s'appliqueraient  encore  au  cas  d'orbites  circulaires: 
d^autant  plus  que  les  orbites  réelles  étant  très-peu  excen- 
triques, on  peut  avec  une  assez  grande  approximation  les 
regarder  comme  circulaires.  Ainsi,  on  aura  des  résultats, 
sinon  exacts,  au  moins  fort  approchés,  en  appliquant  les  lois 
de  Kepler  au  cas  d'orbites  circulaires.  Cela  posé,  la  loi  des 
aires  indique  toujours  que  la  force  qui  agit  sur  chaque 
planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.  La  seconde  loi, 
qui,  dans  le  cas  général,  prouvait  que,  pour  la  même  pla- 
nète, la  force  accélératrice  variait  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance,  montre,  dans  le  cas  actuel,  que  la  ri- 
tessQ  est  constante  ;  car  les  arcs  de  cercle  sont  proportionnels 
aux  secteurs  et,  par  suite,  au  temps;  Or,  la  force  centri- 

pète,  appliquée  à  Tunité  de  masse,  a  pour  valeur  r-  9  ^  étant 

la  vitesse,  et  R  le  rayon  du  cercle;  elle  est  donc  constante. 
Ainsi,  dans  ce  cas  particulier!  comme  on  devait  le  prévoir, 
la  seconde  loi  n'apprend  rien  relativement  à  la  variation 
de  la  force  avec  la  distance;  mais  elle  en  donne  toujoius 
l'expression,  au  moyen  du  temps  T  de  la  révolaiion  entière 
de  la  planète  et  du  rayon  de  son  orbite.  On  a,  en  e0èc, 

sttR  =  yTy  et,  par  conséquent,  en. désignant  par  cf  la  force 

pi 
centripète  ^>  et  substituant  a  1^  sa  valeur  en  fonction  de 

R  et  T,  on  aura 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  générale  ^— ^ j?  dans  la- 
quelle on  supposerait  r  =  a  =  R. 

Passons  maintenant  k  la  troisième  loi,  qui,  dans  lec«$ 
général,  étendait  la  loi  d*attraction  trouvée  pour  les  di- 
verses positions  sur  une  même  orbite,  aux  positions  reJa- 
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ims  k  des  oil>ites  différentes.  Dans  le  cas  actuel,  le  résultat 
analogue  que  nous  allons  trouver  ne  sera  pas  une  exten- 
sion, mais  bien  la  première  manifestation  de  cette  même 
loi.  Soient  <p,  (ff  les  forces  accélératrices  relatives  à  deux 
planètes  quelconques,  dont  les  distances  au  soleil  sont  R, 
R',  et  les  durées  des  révolutions  T,  T'.  On  aura,  d'après 
les  valeurs  de  <f  et  9', 

,  .  a     R' 

«  •  «      —  •  ...i.  • 

or  la  troisième  loi  de  Kepler  donne 

T  :  r  »  :  :  R»  :  R'*. 

Remplaçant  dans  le  second  rapport  de  la  proportion 
précédente,  T'  et  T'*  par  les  quantités  proportionnelles 
RS  R'%  elle  devient 

/       ï       ï 

?•?  •.  a>-R"' 

ce  qui  prouve  qae  la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
soleil  a 

Les  satellites  d'une  même  planète  étant  soumis  aux 
mêmes  lois,  relativement  à  leur  planète,  on  en  conclut 
que  l'attraction  de  la  planète  sur  les  satellites  varie  de  même 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la 
planète. 

La  terre,  n'ayant  qu'un  satellite,  ne  pouvait  fournir  une 
vérification  semblable  de  cette  loi  d'attraction  ;  mais  elle 
en  offrait  une  antre  à  laquelle  Newton  s'est  attaché  immé- 
diatement, et  dont  l'insuccès  l'a  arrêté  pendant  plusieurs 
années,  par  suite  de  la  connaissance  imparfaite  que  l'on 
avait  alors  du  diamètre  de  la  terre.  Il  ne  reprit  ses  recher- 
ehea  sur  la  loi  de  l'attraction  que  lorsque  Picard  eut  trouvé 
une  valeur  nouvelle  de  ce  rapport,  par  des  procédés  plus 
exacts  )  nous  allons  indiquer  la  méthode  qu'il  suivit  et  qui. 
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cette  fois,  confirma  pleinement  la  loi  indiquée  par  ses  pre- 
mières recberclies. 

n  commença  par  démontrer  cet  important  théorème, 
qu'une  couche  sphénque  homogène,  d'une  épaisseur  infi^ 
niment  petite^  dont  tous  les  points  attirent  un  point  exté- 
rieur en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance^  donne  la 
même  résultante  que  si  toute  sa  masse  était  réunie  en  son 
centre. 

En  considérant  donc  la  terre  comme  composée  de  cou- 
ches sphériques  homogènes,  variant  de  densité  suivant  une 
loi  quelconque,  et  dont  toutes  les  molécules  attirent  les 
points  extérieurs  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
son  action  sur  tout  point  extérieur  sera  la  même  que  si 
toute  sa  masse  était  réunie  au  centre.  Cette  action  sera  donc 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  des  points  attirés 
à  son  centre. 

La  vérification  de  la  loi  annoncée  par  les  planètes  ayant 
des  satellites,  consistera  donc  à  reconnaître  que  des  masses 
égales  placées  Tune  à  la  surface  de  la  terre,  Tautre  au 
centre  de  la  lune,  sont  attirées  en  raison  inverse  des  carrés 
du  rayon  terrestre  et  du  rayon  de  Torbite  lunaire,  sup- 
posée circulaire.  Or  la  distance  des  centres  de  la  lune  et 
de  la  terre  ayant  pour  valeur  moyenne  60  rayons  ter- 
restres, la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  doit  être 
36oo  fois  plus  grande  que  Tattraction  exercée  par  la  terre 
sur  une  même  masse  située  sur  la  lune  :  ce  même  rapport 
doit  donc  exister  entre  les  espaces  parcourus  dans  un  même 
temps  par  les  corps  tombant  &  la  surface  de  la  terre^  et  par 
la  lune  dans  le  sens  de  Tatlraction  de  la  terre. 

Si,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  considérons  Tellipse 
très-peu  excentrique  que  décrit  la  lune,  comme  un  cerde 
dont  le  rayon  R  soit  égal  à  60  fois  le  rayon  r  de  la  tefre^ 
supposée  sphérique,  la  force  centripète  représentera  Fac- 
tion g'  de  la  terre  sur  Tunité  de  masse  de  la  lune»  Cette 
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dernière  est  donc  égale  à  ^7=5-  >  T  étant  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  lune  autour  de  la  terre,  dont  la  valeur  en 
secondes  est  3g  343  X  60  ;  on  aura  donc 

^  ""60(39343)'' 

expression  qui  dépend  de  la  valeur  r  du  rayon  terrestre, 
tandis  que  la  pesanteur  gf,  à  la  surface  de  la  lerre,  déter- 
minée par  les  expériences  du  pendule  ou  de  la  chute  ver- 
ticale des  corps,  était  évaluée  en  toise,  indépendamment 
de  la  grandeur  du  rayon. 

On  voit  ainsi  comment  une  mesure  inexacte  de  ce  rayon 
pouvait  empêcher  la  vérification,  #t  c'est  ce  qui  est  arrivé. 
Mais,  lorsque  Newton  apprit  qu^ne  nouvelle  mesure  avait 
été  faite  avec  beaucoup  de  soin  par  Picard,  il  reprit  la 
théorie  quMl  avait  abandonnée  pendant  plusieurs  années, 
et  cette  fois  il  trouva  que  Tattraction  de  la  terre  sur  des 
masses  égales  placées  à  sa  surface,  ei  au  centre  de  la  lune, 
est  en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances  au  centre 
de  la  terre.  Toute  incertitude  disparut  alors,  et  sa  foi,  un 
instant  ébranlée,  n'en  devint  que  plus  vive;  mais  nous  ne 
le  suivrons  pas  dans  Texposition  de  toutes  ses  découvertes 
sur  le  système  du  monde,  qui  resteront  comme  le  plus 
grand  monument  des  temps  modernes  :  nous  nous  sommes 
proposé  seulement  de  faire  connaître  la  méthode  qu^il  a 
enseignée  pour  Tétude  des  phénomènes  naturels,  et  de 
montrer  comment  elle  Ta  conduit  à  la  loi  générale  de  Tat* 
traction,  qui  a  fait  de  l'Astronomie  ce  que  nous  appelons 
une  sciefice  de  raisonnement. 


aa. 


CHAPITRE  XVI. 

MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME  QUELœNQUE  DE  POINTS, 


ftiO.  Noos  avons  vu  prëcëdemment  comment  les  éq 
tiens  d*éqiiilibre  d'un  système  quelconque  de  points  soumis 
à  des  liaisons  déterminées  par  des  équations  quelconques, 
pouvaient  être  déduites  d*une  formule  générale  par  d«s 
procédés  de  calcul  réguliers,  dépendants,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  la  forme^es  équations  qui  en  expriment  les 
liaisons.  Nous  allons  maintenant  faire  connaitre  une  for* 
mule  générale  qui  a  le  même  avantage  pour  toutes  les  ques* 
tîons  de  mouvement. 

Cette  importante  formule  n'est  que  l'expression  d*uiie 
proposition  due  à  d'Alembert,  et  qui  est  la  généralisatioii 
d'une  idée  conçue  par  Jacques  BernouUi  pour  la  solution 
du  problème  du  pendule  composé.  Cette  proposition  ramène 
la  question  du  mouvement  d'un  système  quelconque  a  celle 
de  l'équilibre  du  même  système.  Et  Ton  conçoit  alors  com- 
ment la  formule  générale  qui  fournit  les  équations  de  Té- 
qnilibre,  pourra  conduire  à  la  connaissance  des  équations 
du  mouyement. 

Nous  allons  exposer  le  principe  de  cette  réduction,  et 
nous  en  déduirons  la  formule  générale  du  mouvemenu 
Nous  montrerons  ensuite  comment  on  en  peut  déduire» 
dans  chaque  cas  particulier,  les  équations  spéciales  qui  s^y 
rapportent. 

PRINCIPE    UB    d'aLBMBBBT. 

â50.  Ce  principe  a  pour  objet,  comme  nous  Tavons  dit, 
de  ramener  la  détermination  du  mouvement  d'un  système 


CHAPITRE   Xyl.  341 

quelconque  à  la  considéralion  de  Féquilibrc  de  ce  même 
sysième. 

Lorsque  des  points  sont  souoaiii  à  certaines  liaisons,  les 
forces  qui  leur  sont  appliquées  ne  leur  donnent  pas  le  même 
mouvement  que  s'ils  étaient  entièrement  isolés  et  libres; 
mais  si  l'on  pouvait  évaluer  les  forces  qui  proviennent  de 
ces  liaisons,  en  les  joignant  pour  chaque  point  à  celles  qui 
y  sont  directement  appliquées,  on  pourrait  les  considérer 
tous  comme  entièrement  libres  et  isolés.  Désignons  par  m 
la  masse  de  Tun  quelconque  d*entre  eux,  et  par  x,  /,  z  ses 
coordonnées  ;  les  trois  composantes  de  toutes  les  forces  ainsi 
calculées  devraient  donc  respectivement  être  égalée»  à 

d^x  d^y  d^% 

</r*  de*  <//» 

dont  nous  représenterons  la  résultante  par  Q. 

Cela  posé,  soit  P  la  force  donnée  qui  agit  sur  le  point  m  ; 
appliquons  à  ce  point  la  force  Q,  et  une  force  égale  et  con- 
traire Q],  et  agissons  de  même  pour  tous  les  autres  points; 
rien  ne  sera  changé  ni  dans  le  mouvement,  ni  dans  les  efforts 
exercés  sur  les  différentes  parties  du  système,  puisque  les 
forces  introduites  se  détruisent  deux  à  deux  sur  un  même 
point,  et  par  conséquent  n^établissent  aucune  action  entre 
deux  points  différents. 

Mais  le  point  m  pourrait  être  considéré  comme  libre  si 
Ton  introduisait  les  forces  que  produisent  sur  lui  les  liai* 
sons  du  système;  donc  ces  dernières  doivent  exactement  dé« 
truire  P  et  Q4,  puisque  la  force  Q  produirait  sur  ce  point 
libre  le  mouvement  qu'il  suit  réellemeiH.  Et,  en  effet,  si  les 
forces  P  et  Qi  n'étaient  pas  détruites  par  celles  qui  pro- 
viennent des  liaisons,  elles  se  composeraient  avec  elles  et 
donneraient  une  résultante  qui,  conjointement  avec  Q,  de- 
vrait produire  sur  le  point  libre  le  même  mouvement  que 
{a. force  Q  seule;  ce  qui  est  absurde.  D'où  il  suit  que  les 
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liaisons  du  système  développent  à  chaque  instant  des  forces 
qui  font  équilibre  aux  forces  P  et  Q,,  relatives  à  tons  les 
points.  On  peut  donc  énoncer  le  principe  suivant^  qni  est 
dû  à  d'Alembert  : 

Dans  le  mouvement  d^un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  quelconques,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant, 
au  moyen  de  ces  liaisons,  entre  ces  forces  et  des  forces 
égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  produiraient 
sur  chaque  point  matériel,  supposé  libre,  le  moui^ement 
qui  il  suit  réellement;  ou,  en  d'' autres  termes,  entre  ces 
forces  et  les  forces  d*  inertie  développées  par  chaque 
point  du  système. 

Quant  aux  eflforts  exercés  sur  le  système,  ils  peuvent 
varier  à  chaque  instant,  et  sont  produits  par  les  forces  va- 
riables qui  s'y  font  continuellement  équilibre. 

251.  Voyons  comment  ce  principe  conduit  à  la  déter- 
mînation  du  mouvement  de  chaque  point,  en  fournissant 
autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  ni'j  par 
X',  y,  7/  celles  qui  se  rapportent  au  point  m\  et  ainsi  de 
suite,  ces  forces  pouvant  être  nulles  pour  un  nombre  quel* 
conque  de  ces  points;  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  de- 
vra y  avoir  à  chaque  instant  équilibre  sur  le  système  entre 
ces  forces  et  celles  dont  les  composantes  sont,  pour  chacun 
des  mêmes  points  respectivement, 

d^x  d^y  d^z 

A»  dt^  de 

,d^a^  ,rfV  ,dW 

-m—,     -m-^,     -"^-dF' 


ir,jr,  z,  y,. . .  désignant  les  coordonnées  de  ces  dîfiifireDls 
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points.  En  d'autres  termes»  il  doit  y  avoir  équilibre  entre 
les  forces  suivantes,  appliquées  respectivement  aux  points 
171,  fn\ . .  • ,  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées 


V       rf»j      _.,      ,d^y 


•  • 


„  d*z         „,  ,d^zf 

là  —  m  — rr->       là  —  m  ■  - , 

dO  dt^ 


•  •  •  • 


Les  conditions  d'équilibre  seront  exprimées  par  Féquation 
suivante  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  en 
supposant  les  axes  rectangulaires  : 

ix^  djTj  dz  désignent  les  composantes  du  déplacement  inG- 

niment  petit  quelconque,  que  Ton  pourrait  faire  subir  au 

point  {x^y,  z)j  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 

sans  violer  les  conditions  du  système,  telles  qu'elles  sont  au 

moment  même  que  Ton  considère,  et  le  temps  n'étant  pour 

rien  dans  la  considération  des  déplacements,  ou  vitesses 

virtuelles,  ix^  iy^  Sz,  Ainsi  les  équations  qui  expriment 

les  liaisons  du  système,  et  dont  nous  désignerons  le  nombre 

parAr,  étant 

L  =  o,     M  =  O9     N  =  o,  • . . , 

les  valeurs  des  coordonnées,  après  le  déplacement  virtuel, 
devront  satisfaire  à  ces  mêmes  équations,  dans  lesquelles  le 

temps  t  n'aura  pas  varié,  La  somme  ^  s'étend  à  tous  les 

points  matériels  du  système^  et  les  quantités  X,  Y,  Z  seront 
supposées  nulles  pour  ceux  auxquels  aucune  force  ne  sera 
appliquée. 
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L'équalion  (i)  reBferme  in  variaiions,  le  nooibre  4ct 
points  étant  n;  et  elles  doivent  satisfaire  aux  k  é^oadoiis 
différentielles  des  équations  données  Lsso,  M  =  Of 
N  =  o,  • . . ,  ce  qui  donne 

dh  ^         dL  ^         dh  ^         dh  ^  , 

(a)     (  rfM  ,         rfM  ,         rfM  ,        dVL  .  ^ 

_,x^.  _,,  +  _,.+ _,^  +  ...=:o. 


Éliminant  k  variations,  au  moyen  de  cea  équations,  il  n'en 
restera  ^us  que  3  n  —  k  complètement  indéterminées»  Ela 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  d'elles»  on  obtien- 
dra 3 71  —  k  équations  qui,  jointes  aux  k  premières,  déter- 
mineront les  coordonnées  de  tous  les  points  en  (onction  du 
temps.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à  Tinté* 
gration  d'équations  différentielles. 

252.  Si  Ton  multiplie  les  équations  (a)  par  des  indéter- 
minées X,  fx,  V,...,  qu^on  les  ajoute  à  Téquation  (i),  et  qu'on 
égale  k  zéro  les  coefficients  de  chacune  des  variations,  on 
aara 


X- 

—  m 

d*x 

de 

+  x 

dx 

dVl 

-+-* 

dV 
dx 

4-.. 

.  =  o. 

y- 

-^  m 

dû 

-+-1 

dh 

dy 

dVL 

-4-1 

djx 

-+-.. 

.  =  o, 

z- 

-  m 

dH 

de 

+  x 

dh 
dz 

H-1 

dV 

"S- 

-+-.. 

.  =  o. 

X'- 

•  •  • 

■  •  • 

de 

■    ■   •    . 

-*-x 

•  •   •  . 

dh 
dx' 

•  •  • 

dVL 

^^dx' 

H-1 

•    a  • 

dV 

'dp 

•   •   •   • 

.  ■  •  • 

.  =  o. 

Si  l'on  élimine  les  k  indéterminées  X,  fx,  y,  •  •  • ,  on  ob- 
tiendra 3n  —  k  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  x,  j^,  2,  j/,. . .  et  le  temps  t.  Ces  équations  seront 
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ëqnîrakntes  à  celles  que  Ton  aurait  obtenues  en  éliminant 
Al  TariadoDS,  cx>mme  nous  Tavons  d'abord  indiqué;  mais 
ce  procédé  a  Tayantage  que  nous  avons  déjà  reconnu,  quand 
nous  Tavons  appliqué  au  principe  des  vitesses  virtuelles;  il 
détermine  les  forces  dont  les  équations  de  condition  tien- 
nent lieu;  et  les  valeurs  des  quantités  X,  /x,  v,. . .  feront 
connaître  les  efforts  qu^éprouvent  à  chaque  instant  les 
liens  qui  assujettissent  les  points  à  satisfaire  à  ces  équa- 
ticms. 

Si  le  système  est  déterminé  par  d'autres  variables  que 
les  coordonnées  de  ses  points,  on  suivra  toujours  la  même 
marche;  et  Tapplication  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
fera  toujours  connaître  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  va- 
riables indépendantes  ;  de  sorte  qu'en  les  joignant  aux  équa- 
tions de  condition, on  pourra  toujours  déterminer  toutes  les 
variables  en  fonction  du  temps  :  ce  qui  est  précisément 
l'objet  que  l'on  se  propose. 

253.  Détermination  des  constantes.  ^-^  Les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  Zn — A  équations  diftcren- 
tielles,  seront  au  nombre  de  6;i  —  a  A;  et  on  les  déterminera 
par  les  données  de  l'état  initial,  c'est-à-dire  au  moyen  des 
positions  de  tous  les  points,  ainsi  qae  des  grandeurs  et  des 
directions  de  leurs  vitesses,  à  un  certain  instant,  qu'on  pren* 
dm  pour  origine  des  temps.  Ces  positions  initiales  ne  sont 
pas  entièrement  arbitraires,  parce  que  leurs  coordonnées 
doivent  satisfaire  aux  k  équations  données  :  de  sorte  qu'on 
ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  3  /i  --^  A:  de  ces  coor- 
donnée!. De  même  aussi,  les  composantes  de  leurs  vi- 
tesses doivent  satisfaire  aux  k  équations  qu'on  obtient  entre 

-_,  --_,.••,  en  différentiant  les  k  équations  données;  d'où 

ta    tti 

il  suit  qu'on  ne  pourra  se  donner  arbitrairement  que  3  n — k 

composantes  des  vitesses  initiales.  Ainsi,  pour  que  l'état 
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initial  soit  complètement  déterminé,  ce  qui  est  indispen- 
sable, il  faut  que  Ton  se  donne  6n  —  a  Ar  quantités,  qui  peu- 
vent être  choisies  tout  à  fait  arbitrairement  ;  maison  ne  peut 
pas  s*en  donner  davantage. 

Gela  posé,  quand  on  aura  intégré  le  système  des  équa- 
tions différentielles,  on  aura,  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  d'abord  les  Ar  équations  données, 
et  ensuite  Zn  —  k  équations,  renfermant  Sn^^ak  con- 
stantes arbitraires.  Les  3/1  — k  équations  devant  être  satis- 
faites à  chaque  instant,  on  y  fera  t  =  o,  et  on  remplacera 
les  coordonnées  par  leurs  valeurs  initiales;  il  en  résultera 
3  n  —  k  équations  entre  les  constantes  et  les  quantités  con* 
nues  ;  les  k  équations  restantes  seront  nécessairement  satis- 
faites, puisque  Ton  a  dû  choisir  les  coordonnées  initiales  de 
telle  sorte  que  les  liaisons  exigées  aient  lieu.  Différentiant 
ensuite  les  3n  — k  équations  entre  les  coordonnées,  on  en 
aura  un  égal  nombre  entre  les  composantes  des  vitesses;  et, 
si  Ton  y  .substitue  les  valeurs  initiales  des  coordonnées  et  de 
ces  composantes,  on  aura  3  /i  —  Ar  nouvelles  équations  entre 
les  constantes  arbitraires  et  des  quantités  connue».  On  aura 
donc  ainsi  6n  —  2  Ar  équations  pour  déterminer  les  6n — aft 
constantes  ;  et  alors  les  coordonnées  de  tons  les  points  du 
système  seront  complètement  déterminées  en  fonction  do 
temps. 

L'application  de  cette  méthode  i  des  exemples  choisis  est 
nécessaire  pour  en  bien  saisir  l'esprit;  mais  nous  renvoyons 
pour  cela  aux  Traités  spéciaux.  Nous  ne  nous  proposons  ici 
que  d^établir  les  idées  fondamentales,  et  les  théories  qui 
constituent  la  partie  élémentaire  de  la  science  des  forces. 


.    I     l 


CHAPITRE  XVII. 

DU  MOUVEMENT  RELATIF  D'UN  SYSTÈME. 


954.  Si  tous  les  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème étaient  entièrement  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres,  on  rentrerait  dans  la  théorie  du  mouvement  relatif 
d'un  point  libre;  et  il  suffirait  d'introduire  en  chaque  point 
les  deux  forces  fictives,  déBnies  dans  le  n°  214,  pour  que 
le  mouvement  relatif  du  système  fût  ramené  à  un  mouve- 
ment absolu. 

255.  Supposons  maiutenant  que  certains  points  du  sys* 
tème  soient  assujettis  seulement  à  rester  sur  des  surfaces  ou 
des  courbes  données,  fixes  ou  mobiles,  constantes  ou  varia- 
bles de  forme.  Il  en  résultera  pour  ces  points  des  forces  in- 
connues normales  à  ces  surfaces  ou  à  ces  courbes.  Si  l'on  en 
connaissait  les  valeurs,  en  les  joignant  aux  forces  données, 
les  points  pourraient  être  considérés  comme  libres^  et  l'on 
rentrerait  dans  le  cas  précédent.  Il  suffirait  donc  d'intro- 
duire en  chaque  point  les  deux  forces  fictives  dépendantes  du 
mouvement  des  axes,  et  Ton  serait  encore  ramené  au  mou- 
vement absolu*  Mais,  bien  que  ces  forces  normales  soient 
inconnues,  on  peut  toujours  les  introduire  comme  si  elles 
étaient  connues.  Le  nombre  des  quantités  à  déterminer  sera 
augmenté  ;  mais  le  nombre  des  équations  le  sera  également. 
En  effet,  les  coordonnées  d'un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  doivent  constamment  satisfaire  a  Téquation  de 
cette  surface.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  deux  sur- 
faces, ou  en  d'autres  termes  sur  une  courbe  donnée,  il 
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s*introduit  deux  forces  inconnaes,  normales  à  ces  deux  sur- 
faces; mais,  en  même  temps,  on  a  deux  équations  entre  ses 
coordonnées  :  de  sorte  que  le  nombre  des  équations  aug- 
mentera toujours  autant  que  celui  des  inconnues,  et  le  pro- 
blème sera  entièrement  déterminé.  Les  équations  de  ces 
surfaces  ou  de  ces  courbes  pourront  être  données  en  fonc- 
tion du  temps  et  des  coordonnées  absolues  ou  relatives,  et 
on  les  exprimera  dans  celui  que  Ton  voudra  de  ces  deux 
systèmes,  au  moyen  des  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées. 

256.  Si  deux  points  du  système  étaient  assujettis  à  rester 
à  une  distance  constante  Tun  de  Tautre,  comme  cela  arrive 
souvent,  il  naîtrait  de  là  deux  forces  égales  et  contraires, 
dirigées  suivant  la  droite  qui  joint  ces  points  et  appliquées 
respectivement  k  cbacun  d'eux.  En  introduisant  ces  forces, 
les  points  peuvent  être  considérés  comme  libres,  mais  on 
devra  exprimer  que  leur  distance  est  constante  9  ce  qui  four- 
nit une  nouvello  équation  en  même  temps  qa*il  s*est  iulro- 
duit  une  nouvelle  inconnue  qui  est  la  grandeur  de  la  force* 
Ces  conditions  peuvent  se  multiplier  indéfiniment.  Le  même 
point  peut  être  lié  à  un  nombre  quelconque  d^autrts  points, 
et  assujetti  à  rester  sur  tme  ou  sur  deux  surfaces.  CbaGone 
de  ces  conditions  introduira  toujours  une  inconnue  et  une 
équation,  et  le  problème  sera  déterminé.  De  cequi  précède, 
on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  divers  points  d^un  système  en  meun^emwni  sont 
assujettis  à  rester  à  des  distances  constantes  les  uns  des 
autres^  ou  à  demeurer  sur  des  surfaces  ou  des  lignes  ^ariet- 
bies  de  position  et  de/bmte,  le  mommment  de  ce  sjrstèsasm 
relativement  à  trois  axes  mobiles,  sera  identique  à  un  mau^ 
ventent  absolu  qu'on  déterminera  de  la  manière  SMUi^anie 
par  rapport  à  des  axes  fixes  :  On  fera  partir  le  système 
d 'un  état  initial  identique  à  Vésat  relatif  initial;  on  apjA* 


çuera  d^aborden  chaque  point  des  forces  dont  les  compo- 
sùntes  seront  exprimées  par  les  mêmes  fonctions  du  temps 
et  des  nouvelles  coordonnées  absolues^  que  les  forces  don- 
nées le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives^  on  y 
joindra  les  forces fictiifes  telles  qu^ elles  ont  été  détermi^ 
nées  dans  le  cas  d^un  point  libre;  enfin  les  points  seront 
assujettis  à  conserver  les  distances  données  les  uns  avec 
les  autres^  et  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des  courbes 
ttyant  pour  équations,  par  rapport  aux  axes  fixes,  les 
équations  données,  exprimées  en  coordonnées  relatives 
aux  axes  mobiles, 

257.  Cas  'général,  —  Les  conditions  que  nous  venons 
d*examiner  sont  celles  qui  se  rencontrent  le  plus  ordinal» 
rement.  C'est  poor  cela  seulement  que  nous  les  avons  pré- 
âentëes  en  premier  lieu,  car  nous  aurions  pu  commencer 
par  le  cas,  t<mt  à  fait  général,  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Supposons  que  les  liaisons  du  système  soient  exprimées 
par  des  équations  renfermant  le  temps  et  les  coordonnées 
absolues  ar,  y,  «,  ^'^y^  ^\  J^^T"»  -«''»••  m  d'tin  nombre 
quelconque  de  points,  M,  M',  M^',..,.  Nous  avons  démon- 
tré que  le  mouvement  absolu  sera  le  même  que  si  l'on  sup- 
primait les  liaisons  et  que  Ton  introduisit  en  chaque  point 
des  forces  déterminées  par  les  équations  qui  expriment  ces 
liaisons.  Ces  forces,  pour  un  point  quelconque  M  ayant 
pour  coordonnées  x,  j^,  z  par  rapport  à  un  système  quel- 
conque d'axes,  sont  normales  aux  différentes  surfaces  que 
l'on  obtient  à  Tinstant  que  l'on  considère,  en  regardant 
Xj^j  s  comme  seules  variables  dans  toutes  les  équations  où 
elles  entrent)  et  les  valeurs  des  composantes  de  ces  forces, 
parallèlement  aux  x,  y^  s,  sont  les  produits  des  dérivées 
partielles  de  ces  équations,  relativement  a  x,y,  s,  par  un 
(acteur  commun  qui  n'est  pas  donné,  et  qui  est  le  même 
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pour  toutes  les  dérivées  provenant  de  la  même  équation; 
en  sorte  qu'il  y  a  autant  de  ces  inconnues  qu'il  y  a  d*équa* 
tions  ;  et  qu  il  est  possible,  par  conséquent,  de  déterminer, 
non-seulement  les  coordonnées  de  tous  les  points  à  chaque 
instant,  mais  encore  les  grandeurs  et  les  directions  des 
forces  qui  pourraient  être  substituées  aux  liaisons,  et  per* 
mettre  ainsi  de  considérer  tous  les  points  comme  entière- 
ment libres. 

Tout  cela  étant  rappelé,  il  est  clair  que,  si  nous  conce- 
vons introduites  ces  forces  qui  remplacent  les  liaisons,  nous 
retombons  dans  le  premier  cas;  et  le  mouvement  relaûf 
cherché  coïncide  avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel 
ces  mêmes  forces  seraient  ajoutées  aux  proposées  et  aux 
forces  fictives  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatif  d'un 
point  libre.  Mais  comme  les  forces  provenant  des  liaisons 
renferment  des  inconnues  nouvelles  en  nombre  égal  k  celui 
des  équations  données,  il  faudra  employer  ces  équations  â 
leur  détermination,  afin  d^avoir  en  tout  autant  d'équations 
que  d'inconnues. 

Observons  maintenant  que  si,  dans  toutes  ces  équations 
où  nous  a^ons  supposé  qu'il  n'entrait  que  des  coordonnées 
absolues ,  on  remplace  celles-ci  par  des  coordonnées  rela- 
tives, au  moyen  des  formules  ordinaires  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées,  rien  ne  sera  changé  dans  les  condi- 
tions des  liaisons.  Or,  a  un  instant  quelconque,  on  peut 
supposer  qu'on  prenne  pour  axes  de  coordonnées  trois 
droites  coïncidant  avec  les  axes  mobiles  dans  la  position 
qu'ils  occupent  à  cet  instant.  Les  équations  de  liaison  seront 
les  équations  proposées  exprimées  au  moyen  des  coordon- 
nées relatives.  Les  forces  a  introduire  auront  leurs  eximpo- 
santes suivant  ces  axes,  représentées  par  les  dérivées  par- 
tielles des  équations  par  rapport  aux  coordonnées  relatives, 
multipliées  par  des  facteurs  communs  en  même  nombre  que 
ces  équations,  comme  nous  l'avons  rappelé  en  détail  touti 
l'heure.  D'oiï  l'on  conclut  la  proposition  suivante  : 
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Le  mouvement  relatif  d^un  système  de  points^  liés  par 
des  équations  quelconques  entre  le  temps  et  les  coordon-- 
nées  de  ces  points  par  rapport  aux  axes  mobiles^  est  iden^ 
tique  à  un  mouvement  absolu  du  même  sjrstème^  en  sup* 
posant  :  i^  qu'il  parte  d'un  état  initial  identique  à  Vétat 
relatif  initial;  n^  qu'il  soit  soumis  à  V  action  des  forces  dont 
les  composantes  sont  exprimées  par  les  mêmes  fonctions 
des  coordonnées  des  points,  que  celles  des  forces  données 
le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives^  3°  qu^on  y 
joigne  les  forces  fictives  ;  4®  et  en  supposant  enfin  le  sys- 
tème  assujetti  à  des  liaisons  exprimées  par  des  équations 
renfermant  les  coordonnées  actuelles  de  la  même  manière 
que  les  équations  données  renferment  les  coordonnées 
relatives. 


CHAPITRE  XVni. 

CE  QUE  L'ON  ENTEND  PAR  FX)RCES  IN5TANTANËBS.  -  I£OR 
MESURE.  -  DÉTERMINATION  DU  MOUVEMENT  QU'ELLES  PRO- 
DUISENT. -  SUPERPOSITION  DE  LEURS  EFFETS. 


258.  Nous  nrcmê  éém(mtré  (n^  184)  qu'une  force  con- 
stante pouvait  être  mesurée  par  la  quantité  de  mouTement 
qu'elle  a  produite,  divisée  par  le  temps  employé  à  la  pro- 
duire; d*où  il  résulte  que,  pour  produire  une  quantité  d( 
mouvement  déterminée,  il  faut  que  la  durée  de  Taction  soit 
d*autant  moindre  que  la  force  employée  est  plus  grande, 
mais  qu'il  n*y  a  aucune  force  qui  puisse  y  parvenir  sans 
employer  un  certain  temps.  Néanmoins,  si  l'effet  est  pro- 
duit dans  un  temps  si  court,  que  rien  n'ait  pu  changer  sen- 
siblement dansles  positions  des  points,  on  pourra,  dansit 
plupart  des  cas,  faire  abstraction  de  ce  temps;  et,  pour  in- 
diquer cela,  nous  donnerons*à  la  force  le  nom  de  force 
instantanée. , 

Pour  mesurer,  soit  la  valeur  coYistante  d'une  pareille 
force,  soit  sa  valeur  moyenne,  si  elle  est  variable,  on  ponr^ 
rait  la  rapporter  à  Tunité  ordinaire,  et  Ton  aurait  poar 
mesure  la  quantité  de  mouvement  produite,  divisée  par 
la  durée  de  Taction.  Mais  cette  durée  n'étant  pas  appré- 
ciable, au  moins  dans  le  cas  où  il  peut  y  avoir  quelque  uti- 
lité â  considérer  ce  genre  de  force,  il  vaut  mieux  ne  pas 
l'introduire  dans  la  mesure,  et  se  borner  à  la  quantité  de 
mouvement.  On  supposera  alors  â  Taction  la  durée  quel*on 
-  voudra,  pourvu  qu'elle  soit  extrêmement  petite;  les  effets 
n'en  dépendront  nullement,  comme  nous  allons  le  faire 
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voir  en  donnant  le  mojen  de  les  calcaler.  Ainsi  nous  me- 
surerons une  force  instantanée  par  la  quantité  de  mouve* 
ment  qu'elle  produit  en  agissant  sur  nn  point  matériel 
libre  en  repos.  Et,  comme  la  décomposiiion  des  forces  se 
fait  de  la  même  manière  que  celle  des  vitesses,  il  s'ensuit 
que  les  composantes  d'une  force  instantanée,  prises  paral- 
lèlement à  des  directions  données,  d'après  les  mêmes  règles 
que  pour  les  forces  continues,  ne  sont  autre  chose  que  les 
forces  insuntanées  qui  correspondraient  aux  composantes 
de  la  vitesse  totale  suivant  les  mêmes  directions. 

Enfin,  comme  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point 
matériel,  parallèles  à  trois  axes  fixes,  se  trouvent  augmen- 
tées par  l'action  de  forces  quelconques  de  la  même  ma- 
nière que  si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  il  s'ensuit  que  les 
composantes  de  la  force  instantanée  qui  agit  sur  un  point 
matériel  en  mouvement,  sont  mesurées  par  les  quantités  de 
mouvement  correspondantes  aux  accroissements  des  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point. 

259.  Pour  déterminer  l'effet  de  forces  instantanées  sur 
un  système  quelconque  déjà  qn  mouvement,  appliquons 
l'équation  (i)  h  ces  forces,  en  négligeant  toutes  les  autres, 
qui  ne  peuvent  produire  aucun  effet  appréciable  pendant  la 
durée  totale  0  de  ces  actions,  dont  les  unes  peuvent  cesser 
avant  les  autres.  Les  valeurs  de  x^y^  «,  x\*..  peuvent 
être  regardées  comme  invariables  pendant  ce  temps;  et  il 
est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  dx,  $jr,  ^z, .  •  •  • 
En  effet,  ces  variations  satisfont  aux  équations  différen- 
tielles de  L  =  o,  M  =  o^.  • .,  dans  lesquelles  t  est  consi- 
déré comme  une  constante.  Or,  cette  constante  ne  chan- 
geant qu'infiniment  peu,  dans  l'intervalle  de  temps  que 
l'on  considère,  les  quantités  djr,  ^,.  • .  ne  peuvent  chan« 
ger  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes,  et  doivent  par  conséquent  être  considérées  conune 

23 
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invariables.  Intégrons  maintenant  réqaation  (i)  par  rapport 

i  t,  en  prenant  ponr  limites  le  commencement  et  la  fin 

de  rinlervalle  d;  désignons  par  mX,  mY,  mZ  les  oompo- 

santés  de  la  force  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m; 

j.  dx     ^  dr     ^  ds  .       ,',       ,       ,     d*a:    .     d*r  ., 
et  par  A  -^î  Z3k  -f-»  A  —  les  intégrales  de  -—-  dt^  -/-du 
*^  di         dt         di  °  dl*       ^   di' 

d*t   •  •  ,  ,  j  ,   ^    dx    dr 

—  af  9  qui  sont  les  accroissements  des  quantités  —9  -^^ 

•^  ;  nous  obtiendrons  ainsi  Téquation 

* 

Or  y  la  force  appliquée  k  la  masse  m  ayant  pour  compo- 
santes mXy  mT,  mZ,  les  intégrales  m  ilLdi^  m  j  Ydt^ 

m  j  Jidt  sont  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement 

que  produirait  cette  force  dans  le  temps  9,  et^  par  consé- 
quent, les  composantes  de  la  force  instantanée,  d^apt^le 
sens  que  nous  attachons  à  cette  dénomination.  Si  on  les 
représente  par  Xi,  Yi,  Zi,  Véquation  précédente  devient 

2[(x;-».a^)„+(t,-»4).. 

(3)    {        ^  /  \  / 

Mais,  si  la  masse  m  était  libre,  les  composantes  de  la 
force  instantanée  qui  changerait  les  composantes  de  sa  fi- 
tesse,  de  la  même  manière  qn^elles  l'ont  été,  seraient 

dx  dy  dt 

mà-TJ     mA-r->     mû -T-» 
di  di  di 
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Donc  l'équation  (3)  exprime  qu'il  y  a  équilibre  entre  les 
forces  instantanées  qui  ont  agi,  et  les  forces  instantanées, 
prises  en  sens  contraire,  qui  produiraient  le  même  change» 
ment  dans  le  mouvement  de  chaque  point  s^il  était  entiè- 
rement libre  :  ces  dernières  forces  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  d'inertie  correspondantes  au  changement  brusque 
des  vitesses.  Le  principe  de  d*Alembert  s'applique  donc 
aux  changements  brusques  comme  à  ceux  qui  s'opèrent 
d^une  manière  continue  dans  le  mouvement  d'un  système 
quelconque,  en  entendant  que  les  forces  instantanées  se 
mesurent  par  la  quantité  de  mouvement  qu'elles  commu- 
niqueraient à  un  point  libre. 

II  est  important  de  remarquer  que  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses,  ainsi  déterminés,  sont  indépen- 
•danls  des  grandeurs  de  ces  vitesses,  et  sont  les  mêmes  que  si 
le  système  était  en  repos  au  moment  où  agissent  les  forces 
instantanées. 

260.  Lorsque  l'on  aura  éliminé  de  l'équation  (3)  toutes 
leB  variations  qui  dépendent  des  autres,  et  qu'on  aura  égalé 
è  téro  les  coefficients  de  celles  qui  resteront,  les  équations 
ainsi  obtenues  renfermeront  linéairement  les  composantes 
des  forces  instantanées,  et  les  accroissements  des  compo- 
santes des  quantités  de  mouvement;  et,  de  plus,  aucun 
terme  ne  sera  indépendant  de  ces  quantités.  Ces  équations, 
jointes  aux  équations  de  condition,  dont  on  déduira,  par 
la  différentiation,  des  équations  renfermant  linéairement 
à  tous  leurs  termes  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses,  détermineront  toutes  les  quantités  inconnues 

A  *^ 

£a  -—%  •  •  •  • 

Or,  d'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 
les  dénominateurs  de  leurs  valeurs  seront  indépendants 
4e  X|,  Yi,  Z|,  X,, •  • . ,  et  leurs  numérateurs  les  renferme* 

i3. 
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ront  linéairement  et  sans  teitnes  indépendants.  Donc,  sî  les 
forces  instantanées  varient  toutes  dans  an  même  rapport, 
les  accroissements  des  composantes  des  vitesses  ▼arieroDt 
dans  ce  même  rapport.  Et  plus  généralement,  si  /'oa  cors»- 
itère  autant  de  systèmes  que  l^on  voudra  de  forces  inMan* 
fanées,  les  accroissements  des  composantes  des  vitesse* 
de  chaque  point  seront  les  sommes  des  accroissements 
qui  correspondraient  à  dhaque  système  de  forces,  agissant 
séparémetit  sur  le  système  des  points  en  repos. 

On  arriverait  à  la  même  conséquence  sans  s'appnyer  sur 
la  résolution  des  équations  du  premier  d^é,  et  par  la  seule 
observation  que  nous  avons  faite  sur  la  forme  des  équations 
de  la  question. 

Ainsi,  les  effets  que  produirait  chacune  des  forces,  si  elle* 
agissait  seule,  se  produisent  en  même  temps  sans  se  nuire; 
ils  se  superposent  les  uns  aux  autres  :  et,  en  estimant  les 
vitesses  acquises  suivant  les  mêmes  directions,  elles  s'ajoo*^ 
tent  pour  former  la  vitesse  totale  acquise  dans  ces  direc- 
tions. 

Et  Ton  voit  encore  que  les  vitesses,  après  Peffet  des  forces 
instantanées,  sont  les  mêmes  que  si  le  système  partait  da 
repos  et  fût  sollicité  par  les  forces  instantanées  données, 
auxquelles  on  joindrait  d*autres  forces  instantanées  capables 
de  communiquer  au  système  en  repos  les  vitesses  dont  ses 
différents  points  sont  animés  k  Tinstant  que  l'on  considère. 

OBSERVATIOUr. 

961 .  Si  nous  n'avions  pour  objet  que  de  ramener  la 
science  des  forces  à  celles  qui  ont  été  étudiées  avant  elle, 
notre  tâche  pourrait  être  considérée  comme  accomplie.  En 
effet,  nous  avons  trouvé  une  fommle  au  moyen  de  laquelle 
toutes  les  questions  de  mouvement  et  d'équilibre,  sur  des 
systèmes  exactement  définis,  sont  ramenées  à   de  pures 


•questions  de  calcul,  en  n^exîgeant  plus  que  les  théories  de 
la  science  des  nombres  et  de  la  Géométrie. 

Mais,  indépendamment  de  Tintérèc  que  présente  la  solu- 
•tion  de  tous  les  problèmes  particuliers  de  mouvement  et 
d'équilibre,  la  science  des  forces  renferme  des  propositions 
importantes,  utiles  par  leur  application  à  un  grand  nombre 
de  questions  particulières,  mais  qui  se  recommandent  sur- 
tout par  leur  généralité  même  et  par  Tintérêl  qui  s'attache 
toujours  aux  grandes  conceptions.  Nous  allons  montrer 
comment  elles  peuvent  être  tirées  du  principe  qui  contient 
ia  science  entière. 


■^^ 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  GÉNÉRALES  DU  PRINOPE 

DE  DALEMBERT. 


262.  Parmi  les  déplacements  virtuels  en  nombre  infiai 
que  l'on  peut  donner  à  un  système,  à  une  époque  queK 
conque  de  son  mouvement,  il  y  en  a  quelques-uns  qui, 
quoique  insuflisants  pour  déterminer  le  mouvement  même, 
peuvent  néanmoins  en  faire  connaitre  d'importantes  pro- 
priétés. 

Nous  considérerons  d^abord  un  système  entièrement 
libre,  dont  les  points  sont  soumis  à  des  liaisons  mutuelles 
quelconques,  et  sont  sollicités  pai*  des  forces  extérieures 
quelconques.  Dans  ce  cas,  les  déplacements  virtuels  que 
nous  lui  donnerons,  seront  ceux  qui  seraient  possibles  en 
laissant  tous  les  points  dans  les  mêmes  positions  les  uns  par 
f  rapport  aux  autres  \  ou,  en  d^autres  termes,  en  concevant 
que  le  système  devienne  complètement  rigide,  avec  la  figure 
qu'il  a  au  moment  que  Ton  considère,  et  restant  toujours 
entièrement  libre. 

Les  équations  que  l'on  tirera  ainsi  de  la  formule  géné- 
rale seront  précisément  celles  qui  exprimeraient  l'équilibre 
du  système  devenu  rigide,  et  sollité  par  les  forces  dont  les 
composantes  seraient,  pour  le  point  quelconque  ayant  la 
masse  m, 

di^  dt^  dt^ 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  six,  et  nous  allons  consi* 
dérer  d'abord  les  trois  premières. 
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MOUVEMENT    DU    CEMTEE    DE    GRAYITÉ. 

Les  trois  premières  équations  de  Téquilibre  de  ces  forces 
sont 

d^où  Ton  tire 

<•)  l-^=l^-  2"^f=2^-  2-^=2^- 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  trans- 
formés en  introduisant  les  coordonnées  X|,  j^j,  Zi  du  centre 
de  gra\fité  du  système  proposé,  en  entendant  par  là  le  point 
qui,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  deviendrait 
le  centre  de  gravité  du  système,  si  on  liait  instantanément 
tous  les  points  entre  eux. 

En  efiet,  les  coordonnées  de  ce  point  satisferont  aux 
équations 

M  désignant  la  sonune  totale  des  masses  du  système. 

Ces  équations  ayant  lieu  k  chaque  instant,  on  pourra  les 
différeniier  par  rapport  au  temps,  et  Ton  trouvera 

(3)  i;«$=M$î,  5:«$^=M$î,  yi»$=M^, 

^    '     Jmê     dt  dt        ^      di  dt        ^      dt  dt 

et,  en  les  diflerentiant  de  nouveau, 

^'^^  ^     dO  dt^     ^     di'  dt^  '  ^     di*  dt'  ' 

d'on,  en  vertu  des  équations  (i),  * 

(»)  "^■=2".  "^=2^.  M^=2z. 

équations  qui  evprimeut  que  les  composantes  d^  l'accélé* 
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ration  du  mouvement  du  centre  dfe  gravité,  sont  identiques 
à  celles  que  l'on  trouverait  pour  un  point  dont  la  masse 
serait  M,  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces  don- 
nées, transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 
Si  donc  on  supposait  un  point  ayant  uo  masse  M,  partant 
de  la  position  initiale  du  centre  de  gravi té«  avec  la  même 
vitesse  dans  la  même  direction,  ses  coordonnées  seraient 
déterminées  par  les  mêmes  équations  que  celles  du  centre 
de  gravité»  et  ces  deaix  points  coïncideraient  à  chaque 
instant. 

263.  Considérons  maintenant  Tétat  initial  du  système 
proposé,  et  supposons  qu*il  soit  produit  par  des  forces 
instantanées  appliquées  à  ce  système  en  repos.  Désignons 
par  A,  B,  C  les  composantes  de  celle  qui  est  appliquée 
au  point  m,  par  Â',  B',  C  celles  de  la  force  appliquée 
à  m',  et  ainsi  des  autres,  ces  forces  pouvant  d^ailleurs  être 
nulles  pour  un  nombre  quelconque  de  ces  points.  Nous 
avons  démontré  qu*il  y  avait  équilibre  entre  ces  forces  et 
les  accroissements  instamtanés  dies  quantités  de  raojave- 
ment,  et,  comme  elles  sont  appliquées  à  des  points  en 
I repos,  ces  accroissements  seront  les  composantes  mêmes 
des  quantités  de  mouvement  instantanément  acquises.  Dé- 
signons les  composantes  des  vitesses  initiales  par 

m.'  m.'  m.'  m.--' 

il  y  aura  équilibre  sur  le  système  proposé  entre  les  forces 

il  y  aura  donc  encore  équilibre  en  rendant  le  système 
rigide,  d*où  résuheronl  les  trois  premières  équaiioDS 


i" 


(l).=2*.  2"  (^)  =2».  2- (s)  =2'. 
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el,  d'après  les  équations  (3)  considérées  à  cet  instant, 

-(^)=2*-  «(^).=2».  «(5).=2'- 

On  voit  donc  que  les  composantes  de  la  vitesse  initiale 
du  centre  de  gravité  sont  les  mêmes  qu'elles  seraient  pour 
un  point  ayant  la  masse  M,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  qui  déterminent  les  vitesses  initiales  du  sys- 
tème partant  du  repos,  ces  forces  étant  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  en  ce  point.  En  réunissant  ces  deux 
propositions,  on  aura  le  principe  suivant  : 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d^un  système  libre 
quelconque  est  le  même  que  si  Von  y  réunissait  toutes  les 
niasses  des  différents  points^  et  qu'on  y  transportât^  pa^ 
rallèlement  à  elles'^mémes,  les  forces  instantanées  et  les 
forces  continues,  qui  produisent  Vétat  initial  et  les  états 
subséquents  du  système. 

364.  II  résulte  de  là  que  si  aucune  force  extérieure  n^est 
appliquée  au  système,  et,  plus  généralement,  si  les  forces 
qui  y  sont  appliquées  se  détruisent  quand  on  les  trans- 
porte en  un  même  point,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité est  rectiligne  et  uniforme.  Sa  direction  est  donc  celle 
de  sa  vitesse  initiale,  et,  par  conséquent,  de  la  résultante 
des  forces  instantanées  qui  ont  mis  le  système  en  mouve- 
ment; ou  encore,  des  forces  instantanées  qui  lui  donne- 
raient, à  un  instant  quelconque,  le  mouvement  dont  il  est 
animé. 

Lorsque  les  points  du  système  exerceront  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  réciproques,  égales  et  contraires,  conti- 
nues ou  instantanées,  le  mouvement  du  centre  de  §ravité 
n*en  sera  pas  altéré,  puisque  ces  forces,  transportées  en 
ce  point,  s'y  détruiraient  deux  â  deux.  Ainsi  des  chocs  ou 
des  liaisons  subites  établies  entre  plusieurs  corps  du  sys-. 
tème,  ou  encore  des  explosions  intérieures,  produisant 
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nécessairement  des  actions  égales  et  contraires,  ne  sau- 
raient modifier  en  rien  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 
C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  propositions 
précédentes  sont  indépendantes  de  la  nature  des  forces  et 
des  lois  de  leur  action. 

PRINCIPE   DE   LA    CONSERVATION  DES  MOMENTS  ET  DES   AIRES. 

265.  Considérons  maintenant  les  trois  dernières  ëqua* 

tions  d'équilibre,  qui  expriment  que  les  sommes  des  mo- 

d^x  d^y  d*z 

ments  des  forces  X  —  m  —rr^  Y  —  'w  -r^  ^  Z  —  m,  — --i  etc. , 

dt*  di*  dfi  ' 

par  rapport  aoi  trois  axes,  sont  nulles.  Ces  équations  sont 

2H^-p)-(^-"j)]=- 

2[.(t-,^)-.(.-.^)]  =  o. 
et  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Ces  équations  ont  lieu  à  chaque  instant  du  mouvement; 
elles  j^zpriment  que  les  sommes  des  moments  des  forces 
données,  par  rapport  aux  trois  axes,  sont  égales  i  celles 
des  moments  des  forces  qui  produiraient  sur  les  points 
libres  le  mouvement  qui  a  lieu, 

S66.  Nous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas  oà 
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les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  nuls.  Cela  aura 
lieu  d'abord  si  les  forces  X,  Y,  Z,...  sont  toutes  nulles, 
c'esuà-dire  si  le  système  qui  a  été  mis  en  mouvement  est 
abandonné  à  lui-même,  sans  aucune  action  étrangère. 

Cela  aura  lieu  encore  si  les  points  sont  soumis  à  des 
actions  qui  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  ri- 
gide^ car  ces  seconds  membres  sont  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  aux  axes  :  et  ces  sommes  sont 
nulles  si  les  forces  sont  en  équilibre.  Cela  comprend  le 
cas  d'actions  mutuelles  égales  et  de  sens  contraires,  et,  par 
consécjuent,  de  cbocs  quelconques  entre  les  diverses  par-, 
lies  du  système. 

Enfin,  ces  seconds  membres  sont  encore  nuls  si  toutes 
l^s  forces  appliquées  aux  divers  points  du  système  passent 
par  un  même  point,  choisi  pour  origine  des  coordonnées. 
En  effet,  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  quelconque  d'entre 
elles  étant  proportionnelles  aux  coordonnées  du  point  d'ap- 
plication, on  aura 

jrZ  —  «Y  =  o,     zX  —  jrZ=:o,     xY — /X  =  o. 

Ob  voit  même  qu'il  suffirait  que  les  forces  eussent  une 
résultante  passant,  par  l'origine.  De  sorte  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  seront  nuls  toutes  les  fois  que 
les  forces  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide, 
et  lié  au  point  fixe  qui  a  été  pris  pour  origine. 

Le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper  a  donc  encore  uue 
assez  grande  généralité. 

Lies  équations  (i)  deviennent,  dans  cette  supposition, 

''['^-^-dFr''' 
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ÎDtëgrant  par  rapport  à  t,  et  représentant  par  c,  </,  cf  iroU 
constantes,  on  obtiendra 

2"  {■>•  s  -  ■  f  ) = '• 
w  |2"(-S-I)='- 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  sommes 
des  moments,  par  rapport  aux  axes,  des  forces  dont  les 
composantes    seraient  exprimées  pour  chaque  point  par 

dx         dy         di       y        ^    y^        ,      ^ 
m-r->  m -Ti  m — 9   c  est-a-dire  des  forces  instantanées, 
di         di         at  ' 

qui  produiraient  |ur  chaque  point  libre,  et  partant  dtt 

repos,  le  mouvement  dont  il  est  animé. 

Ainsi  les  équations  (3)  expriment  que  tes  sommes  des 
moments  des  quantités  de  mom^emefit  qui  animent  le 
système  à  un  moment  quelconque^  estimées  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires j  sont  constantes;  et  que,  par 
conséquent,  il  en  est  de  même  par  rapport  à  toute  direc^ 
tion.  Ou^  en  d'autres  termes,  ai,  i  un  instant  quelconque, 
on  considère  les  forces  instantanées  qui  produiraient  sur 
chaque  point  libre,  et  partant  du  repos,  )e  mouvement 
dont  il  est  animé;  que  Ton  décontpose  cbaoune  de  ces 
forces  en  trois  autres,  dirigées  suimnt  les  axes  des  coor« 
données,  et  eu  trois  couples,  ayant  ces  mêmes  directions 
pour  axes  :  la  somme  des  moments  des  couples  dans  eha- 
cune  de  ces  directions  sera  constante;  et,  par  suite,  l'axe 
du  couple  résultant  sera  constant  en  grandeur  et  en  di- 
rection. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation 
des  moments.  U  subsiste,  quelles  qua  soient  les  actions 
mutuelles  qui  viendraient  à  naître  entre  des  points  du  sys- 
tème, comme  par  exemple  si  deux  poiuts  étaient  liés  subi- 
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tement  Tun  à  l'autre;  si  une  partie  du  système,  d'abord 
gazeuse,  devenait  liquide, puis  solide, pourvu  que  cela  s'opé- 
rit  par  des  actions  deux  à  deux,  égales  et  coiiiraîres*,  ou 
encore,  si  le  changement  de  température  de  diflerenls  points 
d'un  système  changeait  leurs  actions  mutuelles,  et,  par 
suite,  leurs  distances.  Ces  diverses  circonstances  se  pré- 
sentent dans  le  système  du  monde. 

//  est  mutile  de  rappeler  que  les  sommes  des  moments 
seraient  les  mêmes  pour  tout  système  de  forces  instant 
tanées,  produisant  sur  le  système  proposé  le  mouvement 
existant,  puisque^  d* après  le  principe  de  d^Alembert,  ces 
forces  seraient  en  équilibre  a%^ec  l'autre  pris  en  sens  con* 
traite^  sur  le  système  tel  quil  est^  et  aussi  après  quon 
Vaura  rendu  rigide, 

267.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  à  un  instant 
quelconque,  on  considère  comme  des  forces  les  quantités 
de  mouvement  qui  animent  les  différents  points  du  sys- 
tème, et  qu'on  les  compose  comme  si  elles  étaient  appli- 
quées à  un  système  rigide,  on  trouvera  toujours  la  même 
résultante  et  le  même  couple  résultant,  par  rapport  à  une 
même  origine. 

Si  l'on  applique  à  ces  forces  les  propositions  qui  ont  été 
établies  dans  la  théorie  de  l'équilibre  relativement  à  la 
réduction  d'un  système  quelconque  de  forces,  on  obtiendra 
les  conséquences  suivantes  : 

Lorsqu'un  système  libre  quelconque  est  sollicité  par  des 
forces  qui  se  détruiraient  mutuellement  s'il  devenait  rigide, 

La  somme  des  forces  représentées  par  les  quantités  de 
mouvement  de  ses  différents  points,  estimés  dans  une  même 
direction,  est  constante; 

Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  parallèlement  à 
la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  transportées  en 
un  même  point; 
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La  somme  des  moments  de  ces  quantités  de  mouvement 
par  rapport  â  une  même  droite  est  constante. 

Si  l'on  considère  ces  moments  par  rapport  à  toutes  les 
droites  qui  passent  par  un  même  point  de  Fcspace,  celle 
pour  laquelle  la  somme  est  la  pins  grande  est  invariable: 
c*est  Taxe  du  couple  résultant  des  quantités  de  niouve- 
Inent,  relatif  à  celte  origine.  Celte  direction,  ainsi  que  la 
valeur  du  moment  total  correspondant,  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  la  parallèle  à  la  résultante,  menée 
par  ce  même  point.  La  direction  peut  être  la  même, 
sans  qtie  le  mouvement  soit  le  même;  c'est  lorsque  les 
forces  représentées  par  les  quantités  de  mouvement  scot 
réductibles  à  une  force  unique.  Dans  ce  cas,  tous  les  points 
du  plan  mené  par  cette  force  et  le  point  que  Ton  considère) 
donneront  une  même  direction  pour  Taxe  du  moment 
maximum*,  mais  le  moment  ne  sera  le  même  en  granflcur 
et  en  direction  que  pour  les  points  d'une  même  parallèle  à 
la  résultante. 

Il  existe  un  axe  central  unique,  parallèle  à  la  résul- 
iante,  et  tel  que  pour  tous  ses  points  sa  direction  est  celle 
de  Taxe  du  moment  maximum;  et  ce  moment  est  moTiidre 
que  le  maximum  relatif  à  tout  autre  point  de  Tespace.  Il 
se  détermine  facilement  dès  qu'on  connaît  la  résultante  et 
le  couple  résultant  relatif  à  une  origine  donnée.  Dans  le 
cas  où  le  système  des  forces  représentées  par  les  quantités 
de  mouvement  est  réductible  à  une  force  unique,  !a  dioite 
suivant  laquelle  elle  agit  est  Taxe  central. 

268.  Conservation  des  moments  dans  le  mouvement 
relatif.  —  Supposons  maintenant  que  les  axes  anxqueb 
on  rapporte  la  position  des  points,  se  meuvent  vn  rtsiani 
parallèles  h  eux-mêmes,  le  mouvement  relatif  sera  iden- 
tique au  mouvement  absolu  qu'on  obtiendrait  en  partant 
d'un  état  initial  identique  à  Tétat  relatif  initial,  et  intro- 
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duisant  les  forces  fictives >  déterminées  précédemment. 
Dans  le  cas  actuel,  où  les  axes  n^ont  qu^un  mouvement  de 
translation,  les  forces  fictives  se  réduiront,  pour  chaque 
point  du  système,  à  une  force  accélératrice  égale,  paral- 
lèle, et  de  sens  contraire  à  celle  qui  donnerait  à  un  point 
matériel  libre  le  mouvement  que  suit  Torigine  des  axes 
mobiles. 

Lorsque  ces  forces  réunies  aux  forces  données  seront  en 
équilibre  sur  le  système  rigide,  ou  donneront  une  résul- 
tante passant  constamment  par  Torigine  mobile,  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  moments  aura  lieu  dans  le  mou- 
vement relatif. 

Supposons  toujours  que  les  forces  données  soient  en 
équilibre  sur  le  système  rigide.  11  sera  nécessaire  alors  que 
les  forces  fictives  soient  en  équilibre  sur  ce  même  système, 
ou  bien  qu'elles  donnent  une  résultante  qui  passe  constam- 
ment par  Torigine  mobile. 

Or,  ces  forces  se  composent  en  une  seule,  appliquée  au 
ecntre  de  gravité  du  système,  parallèle  et  de  sens  contraire 
à  la  force  accélératrice  qui  produirait  le  mouvement  de 
l'origine,  et  égale  au  produit  de  cette  force  par  la  masse 
du  système.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  cette 
dernièrje  force  soit  nulle,  pour  que  les  autres  soient  en 
équilibre.  Dans  ce  cas,  l'origine  a  un  mouvement  recti- 
ligne  uniforme,  entièrement  arbitraire.  On  obtient  ainsi 
la  proposition  suivante  : 

Lorsque  les  forces  appliquées  à  un  système  libre  s^y 
détruisent  lorsqiCil  devient  rigide^  le  principe  de  la  con- 
sensation  des  moments  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif 
à  tout  système  d^axes  qui  se  meuvent  parallèlement  à 
eux-mêmes,  de  manière  que  leur  point  de  rencontre  ait 
un  mous^ement  quelconque  rectiligne  et  uniforme. 

Le  centre  de  gravité  du  système  ayant,  d'après  l'hypo- 
thèse, un  mouvement  rectiligne  uniforme,  il  s'ensuit  que  le 
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principe  a  lieu  pour  un  système  d'axes  de  directions  con- 
stantes et  dont  l'origine  coïncide  constamment  avec  le 
centre  de  gravité  du  système. 

Le  même  principe  aura  encore  lieu  lorsque  la  résultante 
des  forces  fictives^  au  lien  'd*ètre  nulle,  passera  constam- 
ment par  l'origine;  ce  qui  exige  que  la  droite  menée  par 
le  centre  de  gravité  du  système»  parallèlement  i  la  force 
accélératrice  de  Torigine,  passe  toujours  par  cette  origine 
même. 

On  peut  donc  énoncer  cette  seconde  proposition  : 

Le  principe  de  la  conseri^ation  des  moments  a  lieu, 
dans  le  moui^emeni  relatifs  lorsque  les  axes  se  déplacent 
parallèlement  à  eux-mêmes,  et  que  la  force  qui  produi- 
rait le  mouvement  de  Vorigine  passe  constamment  par 
le  centre  de  grauité  du  système. 

Ce  principe  a  donc  lieu  dans  le  cas  particulier  où  Tori- 
gine  a  tin  mouifement  arbitraire  sur  la  droite  que  décrit  le 
centre  de  gravité. 

Celte  dernière  proposition  renferme,  comme  cas  très- 
particulier,  une  des  précédentes,  où  l'on  supposait  que 
Torigine  était  au  centre  de  gravité  lui-même. 

On  peut  remarquer  que  le  principe  démontré  dans  ce 
numéro  renferme  celui  du  numéro  précédent.  U  soffil, 
pour  Tobienir,  de  supposer  nulle  la  force  dirigée  yers  le 
centre  de  gravité. 

269.  Cas  oà'lfe  moment  a  la  ntémv  valeur /fue  si  Vùri* 
gine  était  immobile,  •—  Les  deux  propositions  précédentes 
se  rapportent  seulement  k  rinvariabiiité>dea  mqmenls  rrla* 
tifs;  mais  on  pourrait  ajouter  encore  la  condition  que  ces 
moments  fussent  les  mêmes  que  si  l'origine  restait  en 
repos.  Voyons  s'il  est  possible  d^  u^^sfaire. 

Prenons  pour  axes  ûxnê  des  x>  /,  a  unedes  positions  des 
axes  mobiles;  soient  «,  6,  y  les  coordonnées  de  Torigioe 
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mobile,  i  une  époque  quelconque.  La  somme  des  moments, 
par  rapport  à  Taxe  des  x,  sera 

La  somme  des  moments  relatifs  à  Taxe  mobile  parallèle  au 
précédent,  sera 

On  aura  de  même  les  moments  relatifs  aux  deux  autres 
aves,  fixes  ou  mobiles. 

Or,  si  Ton  désigne  par  Jt],  /i,  Zi  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  par  M  la  masse  totale  du  système,  la 
différence  des  expressions  (a)  et  (i)  se  réduit  à 

«(-*-ê)-«('%-4')-"(«§-'S)- 

Il  s'ensuit  que  pour  que  les  deux  expressions  (a)  et  (b) 
soient  égales,  il  faut  que  Ton  ait 

M  d*i  dYx       ^dzt       ^  df  d€ 

dt       -^    di        '  di  di  de       '  <* 

Or,  on  satisfera  d*une  manière  particulière  à  cette  équation 
en  posant  séparément 

d^  dy  dfi       ^dzx  .df  d^ 

''*-^'i=°'  ^Â-^-^=*''  ^di-''ii=°' 

ou 

ri i^xWà^'.àfy    6:7:: dy, : £&„    6 : 7 :: di8 : rfy. 

En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes,  on  voit 
qu'où  satisfera  à  toutes  les  conditions  en  posant 

a  :  6 : 7  ::  £fk  :  de  :  €^7  ::  42:p,  :  4^1  :  ^*i  ••  ««  •Xi  •  *•» 

ce  qui  exige  seulement  que  1)b  centre  de  gravité  et  l'origine 

a4 
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se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  qai  a 
été  pris  pour  origine  6:Ke. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  l'origine  se  meut  d'une  manière  quelconque  sur 
la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  sy^stème.  Us 
moments  relatifs  ont  la  même  valeur  que  si  cette  origine 
restaitfixe. 

On  en  déduit,  coiiime  cas  particulier,  cette  autre  propo- 
sition : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  constentes 
qui  se  meuvent,  et  se  coupent  au  centre  de  gta\nté,  sont  Us 
mêmes  que  si  ces  axes  restaient  immobiles  dans  une  quel- 
conque de  leurs  positions. 

270,  Conservation  des  aires.  —  Les  équations  (3)  peu- 
vent èlre  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue,  et  démon- 
trent une  propriété  géométrique  remarquable  du  mouve- 
ment en  question.  En  efTet,  si  Ton  considère  Taire  conique 
décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  de  Torigine  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  x^jr,  r,  elle  se  projette  sur  les  plans 
coordonnés  suivant  les  aires  décrites  par  les  projections  de 
ce  rayon,  et  dont  nous  allons  calculer  les  expressions. 

Soit  6  l'angle  formé  avec  Taxe  des  jr  positifs  par  la  pro- 
jection r  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  TZ,  et  qui  tourne 
de  Taxe  des  j*  positifs  vers  Taxe  des  z  positifs,  ce  qui  at 
le  sens  direct  par  rapport  a  Taxé  des  x  positifs;  on  aun 

tangfi  =  -9  les  signes  de  toutes  les  quantités  étant  pris  de 

la  manière  ordinaire. 

On  tire  de  cette  équation 

dB         ydz  —  %dx 

cos'o""     y*    ' 

et,  comme  y  =  rcosO,  on  aura 


Doiicjrdz  -^  zdjr  est  le  double  de  la  difTéreniielle  de  l'aire 
décrite  par  le  rayon  r;  elle  est  de  même  signe  que  d$,  et, 
par  conséquent,  positive  quand  le  mouvement  e»t  direct,  et 
négative  quand  il  est  rétrograde. 

'  Or,  éi  Taxe  de  Taire  plane  infiniment  petite,  décrite  dana 
Tespace,  fait  un  angle  aigu  avec  Taxe  des  or,  la  projection 
du  rayon  vecteur  sur  le  plan  YZ,  qui  est  d*ailleurs  un  plan 
-quelconque,  afura  un  mouvement  direct;  et  si  Tangle  est 
obtus,  ce  mouvement  sera  rétrograde  :  donc  jdz  —  sdy  est 
égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au  double  de  Taire  infini- 
Baent  petite  décrite  dans  Tespace,  multipliée  par  le  cosinus 
de  Tangle  formé  par  Taxe  de  cette  aire  avec  Taxe  des  x  po- 
sitifs. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  ).,  A',  ïf  les  sommes  des 

-aires  décrites  par  les  projections  des  rayons  vecteurs  sur  les 

plans  coordonnés,  et  multipliées  chacune  par  la  masse  du 

^int  correspondant,  les  équations  (3)  pourront  être  mises 

sous  la  forme 

4?^^'     "df""'^'     ^""^' 

en  estimant  les  aires  à  partir  de  f  =  o. 

Ainsi,  lorsque  les  points  d'un  système  libre  ne  sont  sou- 
mis qu*à  leurs  actions  mutuelles,  ce  qui  comprend  les  chocs 
entre  les  divers  points  du  système*,  et,  plus  généralement, 
lorsquMls  sont  sotimis  à  des  forces  qui  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  devenu  rigide,  et  lié  invariablement  i  Tori- 
,gine,  ce  qui  comprend  le  cas  de  forces  quelconques  dirigées 
Ters  Torigine;  la  somme  des  projections  sur  un  plan  quel- 
conque, des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  de  tous  les 
points^  multipliées  respectivement  par  les  masses  de  ces 
points,  est  proportionnelle  au  temps,  pourvu  que  l'on  re- 

2i. 
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gande  oonatnie  positives  les  aires  décrites  d^un  rnoweneat 
direct,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  d'oi» 
monvemeiit  nétrogrtde.  C'est  en  cek  que  consiste  le  prin^ 
cipe  de  la  conservation  deê  aires.  On  iroit  qa'il  ne  diffiie 
que  par  la  forme,  du  principe  de  la  conservation  des  mo- 
ments, 

271.  S'il  y  avait  deax  centres  d'aotioi»|  lors  «èmeqœ 
l'un  d'euY  serait  pris  pour  iMrîgiiiei  les  seconda  œmbves 
des  équations  (i)  ne  seraient  plus  nuk,  Miûs  l'un  d'eux  dis* 
paraîtra  si  Ton  prend  pour  axe  des  z  la  dtY>ite  qui  passe  par 
les  deux  centres  fixes;  car  on  aura 

X:y::«:j-,    ou   xX— ^x=o. 

Donc,  dans  ce  cas,  le  principe  a  Heu  seulement  pour  les 
projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
les  deux  centres  d'action;  et  les  couples  provenant  des 
quantités  de  mouvement  du  système,  décomposés  suivant 
les  trois  axes,  donneraient  un  couple  constant  suivant  Taxe 
qui  passe  par  ces  deux  points. 

272.  Plan  invariable.  —  Si  l'on  cherche  le  plan  sur 
lequel  la  somme  des  projections  des  aires  multipliées  par 
les  masses  est  la  plus  grande^  on  trouve,  d'aprea  Las  tliéo^ 
rèmes  démonli*és  dans  les  éléments,  que  les  coainas  des 
angles  /»,  9,  r  que  la  direction  de  son  axe  isMVOB  avec,  las- 
axes  de  coordonnées,  sont 

•  • 

^\9  4-  V»  ^  X*« 

COS^  =^  -y 

cosr=:  % 
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cosp  = 


cosg  = 


^c?  ^  c/»  -h  c?*» 
é 


^c»  4- (î'»' +  c*» 
cosr=  ...    ..    ■      -  ( 


^r'  H-  r'>  -f- 


c 


»a 


La  diveeiion  de  ce  f^an  ^t  doue  indépendante  da  tempsy  cl 
Ijaplace,  qui  l'a  reco&nii  le  premiar,  lui  a  donné  Le  nomde 
plan  inîfariahle.  Les  é<|aatknis  (  3  )^  mottlrent  qu'on  pourra 
le  déterminer  si,  à  un  certain  instant,  on  connaît  le» niasses 
des  différenta  points  du  syst^e^  leurs  positions  et  les 
composantes  de  leurs  vitesse».  Les  actions  mutuelles  des 
poitttfty  et  les  chocs  qui  peuvent  survenir  entre  eux,,  ne 
cbangent  pas  la  direction  dtf  plan  invariable,  puisque  les 
seconds  membres  des  équations,  ne  cessent  pas  d'èine  nuls. 
Il  en  est  de  même  s'il  y  a.  un  centre  fixe  d'aotion«  ou  un 
.point  fixe,  pourvu  qu'on  le  prenne  pour  origine. 

On  voit  que  ce  plan  n'est  autre  ebose  que  celui  dox  couple 
résultant  des. quantité»  de  mouvement^  et  tontesi  les  pro- 
poeitions  qui  ont  été  éiablies*  pour  ce  dernier  e*app)Mpier 
ront  identiquement  a  Tautne.  N<ma  nom  diapenaerona  de 
les  rappeler,^  et  nous  renverrons  pour  beaucoup  d'autres 
défila  intéressant»  aux  Traités  spéciaoxy  et  aurumtt  aux 
Oavxage»  de  M.  PoÛMOt^ 

233*  Application  mk  sjHktnô'  du  monde,  —  En  eonsii-* 
déranl  le  soleil,  les  planètes  et  les  stftellitea  comme  solii^ 
cités  seulement  par  leurs  actions  mutuelles,  le  centre  de 
{gravité  de  ce  système  se  meut  uniformément  en  ligne  droite, 
avec  une  vitesse  qui  dépend  de  celles  qui  ont  été  imprimées 
k  tous  ces  corps,  lorsqu'ils  ont  été  abandonné» à  eun-mèmes. 
Comme  nous  ne  connaissons  aucun  point  fixe,  ai  nous  vou- 
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Ions  prendre  une  origine  des  aires  qui  donne  pour  le  plan- 
du  maximum  des  aires  une  direction  invariable,  il  faut 
choisir  un  point  qui  se  meuve  parallèlement  à  la  droite 
que  décrit  le  centre  de  gravité^  et  comme  cette  droite  n'est 
pas  connue,  il  faudra  choisir  le  centre  de  gravité  Iui*mème. 
Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  du  mouvement 
relatives,  ou,  en  d'autres  termes,  celui  du  maximum  des 
aires  relatives,  pourra  se  déterminer  à  une  époque  quel- 
conque ;  et  comme  il  sera  toujours  le  même,  si  Ton  y  rap- 
porte tous  les  points  du  système,  il  pourra  servir  à  com- 
parer les  observations  astronomiques  faites  aux  époques  le» 
plus  éloignées. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  plan,  étant  indépendant 
de  la  grandeur  des  actions  mutuelles,  ne  changerait  pas,' 
lors  même  que  la  loi  d'attraction  de  la  matière  varîetail; 
il  est  aussi  indépendant  des  changements  qui  peuvent  sur^ 
venir  dans  la  figure  des  corps  célestes,  parce  qu'ils  pro-^ 
viendront  toujours  de  forces  égales  deux  à  deux  et  de  sen% 
contraire.  Les  parties  liquides  ou  ga^nses  pourraient  se 
lier  invariablement  à  la  partie  solide  d'une  planète;  les 
planètes  pourraient  se  lier  entre  elles  ou  se  choquer  d'une 
manière  quelconque  ;  elles  pourraient  être  brisées  par  des 
explosions,  sans  que  ce  plan  fût  dérangé. 

Il  resterait  encore  le  même  si  Ton  supposait  tous  les 
corps  du  système  sollicités  par  des  forces  parallèles  et  pro- 
portionnelles aux  masses;  car  les  mouvements  rapportés 
k  trois  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dans  des  direc- 
tions constantes,  ne  seraient  pas  altérés  ;  et,  par  conséquent, 
les  aires  projetées  sur  ces  plans  resteraient  les  mêmes. 

ÉQUATIOir    DES    FORCES    VIVES. 

274.  Cette  équation  s'obtient  en  considérant  un  déplace- 
ment virtuel  particulier,  qui  n'est  pas  toujours  compatible 
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avec  les  liaisons  du  système.  C'est  celui  qui  coïnciderait 
avec  le  déplacement  qui  s'opère  pendant  un  temps  infini* 
ment  petit,  dans  le  mouvement  réel  de  ce  système. 

Pour  reconnaître  quand  ce  dépl;|cement  virtuel  est  per- 
mis, soit  L  =  o  une  des  équations  de  condition  données. 
Les  déplacements  virtuels  satisferont  à  Téquation 

et  lors  même  que  L  renfermerait  la  variable  t  implicite- 
ment, on  ne  la  ferait  pas  varier  dans  cette  équation,  puisque 
les  déplacements  virtuels  se  rapportent  au  même  instant. 

Si  maintenant  on  désigne  par  dxy  dj^  dzj. . .,  les  ac- 
croissements infiniment  petits  que  prennent  les  coordon- 
nées pendant  le  temps  dl  dans  le  mouvement  effectif  du 
système,  Téquation  L  =  o  devant  constamment  être  satis- 
faite, raccroissement  de  son  premier  membre,  après  le 
temps  dty  doit  être  nul,  ce  qui  donne,  en  supposant,  pour 
plus  de  généralité,  que  la  variable  t  y  entre  explicitement, 

dL^       dh  ^        dL^        dJL^         dL  ^^ 
di  dx  dy  dz  dx' 

Or  ces  deux  équations  feraient  contradictoires  si  Ton 
prenait 

àx=zdx^      ^jzzzdyy     Sz=zdz^..,^ 

/         .  •  «1»  dL 

et  cette  équation  ne  sera  permise  que  si  1  on  a  —  =  o, 

quel  que  soit  t.  D'où  l'on  conclut  qu'on  peut  prendre  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  infiniment  petit  que 
subissent  en  même  temps  les  points  du  système,  en  conti- 
nuant leur  mouvement,  dans  le  cas  seulement  où  aucune 
des  équations  de  condition  ne  renferme  le  temps  d'une 
manière  explicite. 


376  DU   MOUVEMBHT  FROmm  «▲&   LBS   FORCES. 

Svppooon»  dbno  qu'il  en  «oit  Ainsi,  et,  dans  TëquatioD 
générale 

faisons 

^je  =  dx^    ijr  =  {fy^     9t  =^  dz^ 

il  vient 

Or  le  premier  membre  est  la  moitié  de  la  différentielU  de 

^  désignant  la  vitesse  du  point  dopt  U  masse  esi  jti  %  eiptr 
conséquent  Téquation  précédente  fe^t  s^écrira  ainsi  : 

(i)  i  d^mp'  =  2(X^*  ^"  Y£(r  H-  Zdz). 

Elle  montre  ^ue  r accroissement  de  la  demi^omma  des 
forces  vives  de  tous  les  points  dans  un  inteivalle  de  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  quan- 
tités de  travail  des  forces  données,  développées  dans  ce 
même  intervalle, . 

275.  Lorsque  reiq[icessioB.2)t^^-^^4r  +  Z^)  eit 

la  difîérentielle  exacte  d'une  fonction  cp  de  x.  j^,  Zj  x'fj', 
z\..,j  considérées  comme  variablea  indépendantes,  on 
pourra  intégrer  les  deux  membres  de  Téquation  précédente, 
entre  d^x  époques  quelconques^  et  Ton  luva 
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Ainsi,  dans  ce  cas,  raccroissement  de  force  vive  peut  se 
déterminer  dès  que  Ton  connaît  les  posi&ions  de  tous  les 
points,  aux  deux  époques  que  Ton  considère;  et  toutes  les 
fois  que  le  système  repassera  par  une  même  position,  la 
aomme  des  forces  vives  reviendra  la  même. 

Si  les  forces  X,  T,  Z  sont  nulles,  le  second  membre  de 
l'équation  (a)  est  nul,  et  la  somme  des  forces  vives  est  con- 
stante. C*est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conser'^ 
nation  des  forces  vîues. 

276.  Si  tous  les  points  du  système  sont  soumis  à  Taction 
seule  de  la  pesanteur,  on  aura 

X  =  o,     Y=o,     Z  =  — ^rfw, 

en  prenant  Taxe  des  z  positifs  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur. L^équation  des  forces  vives  deviendra  donc,  en 
désignant  par  x^  le  z  du  centre  de  gravité  du  système,  et 
par  M  sa  masse  totale  : 

La  somme  des  forces  vives  ne  dépendra  donc  que  de  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  du  système;  et  elle  redevien- 
dra, la  même  toutes  les  fois  que  ce  point  repassera  par  le 
même  plan  horizontal. 

277.  Lorsque  ce  système  passe  par  une  position  où  il  se- 
rait en  équilibre  si  ses  points  n^avaient  aucune  vitesse,  on 
a  alors 

2m(XJx  -h  Y*/  -4-  Z^z)  =  o 

pour  tous  les  déplacements  virtuels.  Et,  comme  on  peut 
prendre 

ixz=.dx^     fy:=dx^     9zz=iU^ 
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il  s'ensuit 

2  (Xrfr  +  ^dy  -+-  Zdz)  =z  o , 

et,  par  conséquent,  le  second  membre  de  Téquation  (a), 
ayant  sa  différentielle  nulle,  sera,  en  général,  maximum  oa 
minimum  relativement  a  toutes  les  valeur^  par  lesquelles  il 
passe  successivement.  Ainsi,  la  somme  des  forces  vives  da 
système  obtient  ses  valeurs  maxima  ou  minima,  lorsque  le 
système  passe  par  des  positions  où  il  serait  en  équilibre,  si 
ses  points  y  étaient  placés  sans  vitesse. 

278.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  Texpres- 
sion 

^(Xdx^Yify-hZdz) 

est  une  différentielle  exacte  quand  les  forces  que  l'on  y 
considère  sont  des  actions  mutuelles  entre  les  points  da 
système,  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points,  et  dé- 
pendant de  leurs  distances  seulement. 

En  effet,  soient  x,  j,  jb,  a/,  j'y  zf  les  coordonnées  de 
deux  points  dont  les  masses  sont  m,  m\  et  dont  la  distance 
est/*.  Leur  action  mutuelle  aura  pour  expression  mu/F, 
F  désignant  une  fonction  de  y  seulement,  et  les  trois  com- 
posantes de  l'action  exercée  par  m'  sur  m  seront,  en  la 
supposant  attractive, 

et  les  termes  provenant  de  ces  composantes  dans 

"^(Xdx -hYdy -^ Zdz) 


seront 


m  m  K  —  M, ~~ — —  ' 


CBAPITRE   XIX.  379 

Les  termes  provenant  des  composantes  de  l'action  de  m 
sur  nit  seront 

mm  t 9 

et,  si  on  les  rénnit>  on  a 

ce  qui  se  réduit  à  —  mm'Frff,  en  ayant  égard  à  Téquation 

(a?  -  or')» -+- (j^ -y  )» -4- (s  -  z')' =  A 

On  aurait  trouvé  +mm'F4/^dans  le  cas  d'une  action  ré- 
pulsive. Ainsi,  tous  les  termes  provenant  des  actions  mu- 
tuelles des  points,  seront  des  différentielles  exactes,  quand 
ces  actions  ne  dépendront  que  de  la  distance  et  seront  pro- 
porlionnelies  aux  masses*,  et  généralement  quand  elles  se- 
ront égales  et  opposées. 

Nous  avons  démontré  précédemment  qu'il  en  était  de 
même  pour  toutes  les  forces  agissant  vers  des  centres  fixes, 
proportionnellement  à  une  fonction  de  la  distance  seule- 
ment. 

Mais  le  théorème  n'aurait  plus  lieu  s'il  existait  des  ré- 
sistances de  milieux  ou  de  frottement  :  les  forces  X,  Y,  Z 
dépendraient  alors,  soit  des  composantes  de  la  vitesse,  soit 
de  la  pression  contre  les  surfaces  ou  les  lignes  qui  produi- 
sent le  frottement,  et 

ne  serait  plus  une  différentielle  exacte. 

On  observera  que  la  différentielle  —  mn^Ydf^  qui  se  rap- 
porte aux  attractions  mutuelles,  est  négative  si  effesi  positif, 
et  positive  si  d/esl  négatif.  Donc  les  attractions  mutuelles 
donnent  un  accroissement  dans  la  somme  des  forces  vives 


/ 
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quand  les  points  se  rapprochent,  et  une  dioilnution  quasd 
ils  s'éloignent.  De  même,  si  les  actions  sont  rép«IsiTes,  la 
somme  des  forces  vives  croîtra  si  les  points  s'éloignent,  et 
décroîtra  s'ils  se  rapprochent. 

279.  La  somme  des  forces  vives  n  est  pas  altérée  par  k 
choc  des  points  du  système  entre  eux,  lorsque  les  corps  qui 
se  choquent  repassent  après  la  compression  par  les  mêmes 
états  que  pendant  qu'elle  s'opérait,  et  que  la  force  répul- 
sive qu'ils  exercent  Tun  sur  l'autre  est  la  même  pour  les 
états  semblables  \  car  alors  on  a  des  actions  mutuelles  qui  ne 
dépendent  que  des  distances  des  points  entre  lesquels  elles 
ont  lieu. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  allons  le  voir, 
quand  les  corps  qui  se  choquent  ne  satisfont  plus  â  cette 
condition,  c'est-à-dire  quand  ils  ne  sont  plus  par/ailement 
élastiques, 

280.  Perte  de  forces  vives  prodiiife  par  le  ehœ.'-^Snp- 
posons  que  les  corps  qui  sb  choquent  soiètrt  entrèonement 
dénués  d^élasticité,  et  désignons  par  a,  ft,  clés  composantes 
de  la  vitesse  du  point  quelconque  m  avant  le  choc,  et  par  A, 
B,  C  leurs  valeurs  après  le  choc  qui  a  lieu  entre  des  parties 
quelconques  du  système. 

Diaprés  le  principe  dé  d'Âlémbert,  que  nous  avons  êê^ 
montré  applicable  aux  forces  instantanées,  il  devra  y  atotr 
équilibre  entre  lès  forces  de  choc,  qui  sont  deux  i  deux 
égales  et  directement  opposées,  et  celles  dont  des  compo» 
santés  seraient  exprimées  pour  chaqa(^ point  par 

eLo  dy  d% 

-«^57'    -""^W    -'"*3ï' 

ou,  d*après  les  notations  précédentes,  par 
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Or,  en  appliquant  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  on 
obtiendra  une  équation  indépendante  des  forces  inconnues 
que  produit  le  choc»  si  Ton  prend  pour  déplacement  virtuel 
celui  qui  s'opérera  réelleaient  après  que  le  choc  sera  ter- 
miné. En  effet,  les  corps  cesseront  d^agir  Tun  sur  Fautre 
lorsque  leur  vitesse  sera  devenue  la  même  dans  le  sens  de 
la  normale  commune^  donc  alors  les  moments  virtuels  des 
deux  forces  égales  et  contraires  seront  égaux  et  de  signes 
diiïérents;  il  est  donc  inutile  d^y  avoir  égard  dans  la  somme 
totale,  et  l'on  aura  Téquation 

^m[[a  —  A)dj:'f-{b  —  B)dr  4-  (c  -h  C)dz]  =  o. 

Or 

dxzzziLdt^     efy=iBdt^     dt  =  Cdt; 

donc 

2 »»(flA  ^-  fcB  -+-  cC  —  A>  —  B»  —  O)  =  o. 

Soient 

(fl  —  A  )»  -h  ( 6  —  B)*  H-  (c  —  C)»  =  «'S 

d*où 

p*  -+•  V*  4-  w' 


aA-f-ôB4-cC  = 


Téquation  précédente  devient  alors 


2  ' 


2  w(p»— ¥•  —  «'»)  =  0,     ou     2>wi^  — ^'"^^  —  S 


mw^ 


ee  qui  prouve  qu'il  y  a  une  perte  de  force  vive,  égale  à  la 
somme  des  forces  vives  relatives  aux  vitesses  perdues.  Cette 
proposition  est  connue  ^ous  le  nom  de-  théorème  de  Carnot. 
L'auteur  l'a  étendu  au  cas  où  les  corps  qui  se  choquent 
ont  un  degré  quelconque  d'élasticité*,  mais  là  difficulté  de 
connaître  exactement  ce  degré  eh  rend  l'emploi  presque 
^1  dans  l'état  aefcuel  de  la  science.  Pour  qu'on  en 
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put  faire  usage  avec  quelque  conâanoe,  il  faudrait  faire 
de  nombreuses  expériences,  dont  on  ne  s'est  pas  encore 
occupé. 

La  perle  de  forces  vives  étant ^mtv*  dans  le  cas  de  corps 

sans  élasticité,  si  Ton  considère  le  système  immédiatement 
avant  et  après  le  choc,  les  points  n'ont  pas  changé  sensible* 
ment  de  position.  Eu  désignant  donc  par  x^jr^Zy  j/, .  • .  , 
les  coordonnées  de  ces  points,  au  moment  où  les  corps 
viennent  en  contact,  l'équation  (a)  deviendra >  en  ayant 
égard  â  la  perte  instantanée  de  forces  vives, 

(3)  ,  «^ 

Leséquaiions  (a)  et  (3)  sont  très-utiles  dans  le  calcul  de 
Teflet  des  machines.  Nous  nous  bornerons  à  en  indiquer 
cette  application,  dans  les  détails  de  laquelle  nous  ne  pou« 
vous  entrer. 

281.  L'ét|uation  (2)  prqnd  une  forme  remarquable  quand 
on  y  introduit  les  vitesses  des  points  par  rapport  au  centre 
de  gravité  du  système. 

En  elfet,  soient  a:,  y,  z  les  coordonnées  d^un  quelconque 
de  ces  points  par  rapport  k  des  axes  fixes;  {,  19,  ^  celles  du 
même  point  par  rapport  au  centre  de  gravité  :  on  aura 

et',  par  suite, 

^       i/xj       dr]       dz\       dp       dn'       dÇ 
dfi        di*        dt'        dt^  ^  di^       de 


\dt   di^  dt  dt        dt  dt) 


Si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  par  ▼ 
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les  viteascs  dans  le  mouvement  par  rapport  au  centre  de 
in*avité,  et  que  Ton  observe  que  Ton  a 

«-=0,  ^^-=0.  ^",-=0, 

on  obtiendra,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  du 
système, 

(4)  2»ip>=2iiiv»H-Mu». 

L'équation  (a)  donne  ainsi 
M 

=  —  («j  —  w»)  -f-  9(a?,r,  «,  «','..)  —  y(*.,  r.,  s.,  *„..)• 

282.  On  peut  encore  faire,  au  sujet  du  centre  de  gravité, 
une  remarque  qui  est  souvent  utile.  Le  mouvement  de  ce 
point  étant  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie,  et 
que  toutes  lea  forces  y  fussent  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes,  on  obtiendra  des  propriétés  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  d*un  système,  au  moyen  des  propriétés 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 
données. 

En  considérant  en  particulier  Téquation  relative  a  la 
force  vive  d'un  point  matériel,  et  employant  les  mêmes  no- 
tations que  ci-dessus,  on  obtiendra 

(5)  i  rf. Mu»  =  !&.  2 X  -+-  ^r.  2  Y  4-  <fe,  2)2 , 

équation  qui  peut  servir,  dans  bien  des  cas,  à  donner  im- 
médiatement l'expression  de  la  vitesse  u  du  centre  de  gra- 
vité. Nous  allons  en  faire  usage  ici  pour  démontrer  une 
propriété  remarquable  du  centre  de  gravité  d'un  système. 

L'équation  (i)  donne,  en  y  remplaçant^mt/*  par  sa  va* 
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leur,  tirée  de  rëquation  (4)9 

-  rf.^mY» -4- i  if.Mv»  =2  (X<^ -»-^* -»- Zrf»). 

Or,  si  Ton  désigne  par  ^9 199  {^  les  coordonnées  par  rap- 
port à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  x^jr,  Zj  et  passant  par 
le  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 

jf  =  j:, -4-1,      7=JfH-iï,      »t=2, -+-Ç, 

et,  par  suite, 

et  Féquation  précédente  devient,   en  vertu  dt   Téqva- 
tien  (5)9 

c'est-à-dire  que  l'équation  des  forces  Vives  a  lièu^  par  rap* 
port  au  centre  de  gravité,  comme  si  c'était  un  poittt  fixe. 

283.  Équation  des  forces  ^i$^s  flans  te  mauuemmU 
relatif.  -^  Considérons  maintenant  le  moQvemeni  do  sjp^ 
tème  par  rapport  à  des  axes  mobiles.  Ce  mouvement  est 
identique  i  un  certain  mouvement  absolu  que  prendrait  le 
système,  sous  les  conditions  définies  dans  le  n^  264^  et  noua 
pouvons  appliquer  à  ce  dernier  ce  qui  vient  d'être  déo^otté 
pour  tout  mouvement  absolu. 

Ainsi  d'abbrd,/on97cie  les  équfitions  de  cendkion  me  renr 
fermeront  pas  explicitement  le  temps,  racçroissèmanâ  de 
la  demif^omMUf  des  forces:  imtes  reltstimas,  dans  un  temp^ 
infiniment  pedt^  sera  4gal  à  la  somme  de9  ^uantêiés^  de 
travail  des  forces  relatives  dans  le  même  intervalle. 

Rappelons-nous  maintenant  <}«e  les  f^rcea  rejUtiwa.  m 
composent  des  forces  données  et  des  forces  fictives.  Ces 
dernières  consîatent  d'abord  dans  les  forces  dlnertie  qui 
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seraient  développées  par  chaque  point  du  système,  si  on 
le  liait  aux  axes  mobiles,  et  ensuite  à  des  forces  perpendi- 
culaires aux  vitesses  relatives^  et  dont  le  travail  est,  par 
conséquent,  nul. 

D'où  Ton  voit  que  V équation  â^s  forces  viues  a  lieu 
dans  le  mouvement  relatif  pourvu  qu  on  joigne  aux  forces 
données  les  forces  d^inertie  de  chaque  point,  supposé  lié 
aux  axes  mobiles,  à  V instant  que  Von  considère }  ou, 
d'après  les  dénominations  employées  par  M.  Coriolis, 
pourvu  qiCon  joigne  aux  forces  données  des  forces  égales 
et  opposées  aux  forces  d'entraînement  pour  chacun  des 
points  du  système* 

Toutes  les  propositions  que  nous  avons  établies  sur  les 
forces  vives  dans  le  mouvement  absolu,  se  trouvent  donc 
applicables  au  mouvement  relatif,  au  moyen  de  Tintroduc- 
tion  de  ces  forces  d'inertie  fictives^  et  il  est  inutile  d'en 
reproduire  les  énoncés. 

N,  fi.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  le  mouvement 
absolu,  qui  est  identique  avec  le  mouvement  relatif,  les 
équations  de  liaison  ne  sont  autre  chose  que  les  proposées 
exprimées  au  moyen.des  eoordoniiées  relatives^  dans  les- 
qiiellesan  substilue  à, ces  dernières  les  coordonnées  abso- 
lues prises  dans  le  système  des  axes  fixes  que  Ton  a  choi- 
sis; que  Téiat  initial,  dans  ce  système,  est  identique  k 
l'état  initial  relatif  aux  axes  mobiles;  enfin,  que  les  forces, 
tant  doQiiéGs  que.ficiives,  quç  Ton  considère  dans  ce  mou- 
yement  absolu,  sont  exprimées  au  moyen  des  coordonnées 
qui  s'y  rapportent^  de  la  même  manière  que  le  sont,  au 
moyen  des  coordonnées  relatives,  les  forces  réellement 
données  et  Jes  forces  fictives  considérées  dans  chaque  posi- 
tion du  système  proposé. 


j  .  ' 


aS 
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ktl^LtÙkttOÎH   A   LA    BTABltlM  Et   l'ÊQUILIIRE  0*im  BYStfani 

DB  POIIIVS* 

284.  L'équation  des  forces  vives  peut  être  appliquée  à 
une  question  intéressante,  celle  de  la  stabilité  de  Téqui- 
libre  des  systèmes. 

Lorsqu^un  système  de  points  est  en  équilibre,  et  qu^oo 
le  déplace  infiniment  peu,  d^une  manière  quelconque,  en 
Fabandonnant  ensuite  à  Tâction  des  mêmes  forces,  il  arrive 
de  deux  choses  l'une  :  ou  les  déplacements  successifs  de 
chaque  point  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre,  restent 
toujours  très-petits;  ou  ils  peuvent  acquérir,  au  bout  d'un 
certain  temps,  des  valeurs  finies.  On  dit,  dans  le  premier 
cas^  que  rééquilibre  est  slabU  ^  et,  dans  le  second,  qu'ail  est 
instable. 

Cela  posé,  considérons  Téquilibre  d'un  système  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  indépendantesdu  temps, 

et  iélUk,nne^{XdéC^Ydy  +  Zdz)  «oit  la  difféi«ntielle 

€ixacte  d'une  feneiioti  ç(d^>jf  ^  i;,  a^i  • .  .)^ 

Nous  satotts  que,  dans  k  fMitiOfi  dTéquiKbiv,  «ite 
fonction  sera,  en  généri4,  màxitanitti  <m  tnianaitm  ralaxi- 
tettieût  à  toutes  les  irâriables  indéj^da^tes;.  Or  mnia  Mmm 
dëtiioiitt^  que,  quand  elle  est  tn^xhmitn^  l'^qiiililvt  «k 
stable. 

SifppoM>wi^  en^ffet,  uti  è^fetéme  de  pomu  cMi  tii(iiiiifa«, 
âouft  t'aaion  et  fereea  X,  T^  Zy  X',« .%«  «aUt»,  ^]wa  I'«t* 
'pfesfiôtt 

tei\   la    diffèmMtdlt    lotak    «Tmie    «eruÂM    IbactiiMi 

<f(xjjr^  s,  x',...)  en  considérant  le»  ir«ffiiad>les  âs,jr^  m^  x%».. 
comme  indépendantes.  En  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtueilfes,  la  différentielle  de  la  fonction  (f  sera  nulle  pour 
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tous  les  déplacements  infiniment  petits  du  système)  qui  sa- 
tisferont «ux  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti.  Supposons 
qu'alors  cette  fonction  f  soit  un  maximum  relativement  à 
toutes  les  valeurs  qu'elle  prend  dans  ces  divers  déplace- 
ments. Désignons  par  a,  &,  c,  a^. . .  le«  valeurs  4^  ^ij^9  ^9 
jc', ...,  dans  la  position  d'équilibre*,  déplaçons  chacun  des 
points  de  quantités  extrêmement  petites,  et  communiquons- 
leur  des  vitesses  très-petites!*,  il  s'agit  de  démontrer  que  le 
dérangement  du  système  restera  toujours  très-petit,  et  que, 
par  conséquent,  l'équilibre  sera  stable. 
En  eflet,  posons 

xz=a  -h  kf     X  =  b  -\-  A^     2  ==  c  -f-  /,     aî'  ;;=  a*  -4-  A', .  .  • , 

«t  désignons  par  u^^  t^'«,-.-  les  vitesses  très-petites  que  Ton  a 
communiquées  aux  diflcrents  points*,  Téquatîefixdes  forces 
vives  deviendra 

■ 

h^j  ir«,  /o,. .  •  représentant  les  déplaoeinents  primitifs  très* 
petjts,  euiméa  paralièlemeni  ^ux  aiu^i. 

Or»  puisque  la  fonction  f  (a:,/,  ^,  .r',^..)  eAt  maximum, 
lorsque  x,/,  «,.^  opt  des  valeurs  a»  i,  <?>.*••  les  lermea  du 
premier  degré  ea  A,  /r^  /^...  disparawent  dans  le  dévolop- 
{lemeAt  de  «^(a-^A)  (*4*it,ic +  /,»..);  et  les  ternies  du 
«econd  ordr^,  changés  4ç  fiîgp«,  pouseiH  s^  mettre  sous 
la  forme  d'uhe  sonuiieda  <^ajrré$  de  quantités  dont  chaque 
terme  renferme^  $^u  premier  degr^é,  Tone  des  quantités  A, 
A,  /,«..,  et  ^ui  sont  ^ifL  nomj^ri^  égkl  i  celgi  des  vajpîables 
indépendantes.  Si  Ton  dé^gae  .ces  diverses  quan^tités  par  ^t 
y,  5%...,  et  jp«r  R  V%n»embl0  des  termes  de  degrés  supé- 
rieurs au  s^ond,  on  aura 

f{a^h,  b^hi'f  «4'/,...) 

25, 
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ety  de  même, 

f(a  -4-  A„  ^  H-  *„  c  4-  /», . . .) 

=  y(ii,  ^,  c...)  — (JJ-4-/,»-^JV-»-...)-»-*U- 
L*ëquation  (i)  deTient  donc 

-Twy' ^wpj  =  —  (.î» -h  i'»  -4-  j^  -h. . .) 

ou,  en  reprësentani  par  c  la  quantité  très^petite 

Les  quantités  A,  k,  /,  A'^...  ne  sont  pas  toutes  indépen- 
dantes, et  Ton  pourrait  en  éliminer  un  certain  nombre  an 
moyen  des  équations  qui  expriment  les  liaisons  du  système. 
Celles  qui  resteraient  entreraient  au  premier  degré  dans 
les  divers  termes  des  quantités  5,  s\  s",.»,  dont  le  nombre 
est  le  même  que  celui  de  ces  variables  indépendantes.  H 
suit  de  la  que  si  ces  dernières  ont  des  valeurs  très-petites, 
il  en  sera  de  même  de  5,  5',  i^,«..,  et  réciproquement.  Il 
suffit  donc  de  démontrer  que  5,  s\  5',...  resteront  constam- 
ment très-petites  pour  qu*îl  en  résulte  que  les  déplacement» 
des  points  du  système  restent  eux-mêmes  très-petits,  et 
que,  par  conséquent,  l'équilibre  est  stable.  ^ 

Or,  le  premier  membre  de  Téquation  (a)  étant  essen» 
tiellement  positif,  il  en  sera  constamment  de  mém^  du 
second;  et  il  est  facile  d'en  conclure  que  cbacnne  des 
quantités  5',  5'',...  restera  toujours  inférieure  à  e.  En 
effet,  d'après  la  valeur  de  c,  chacune  des  quantités  ^*,  ^'•,... 
est  d'abord  moindre  que  c^  elle»  varient  ensuite  d*nne 
manière  continue.  Supposons  qu'il  puisse  arriver  alors -que 
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Vune  d'elles,  par  exemple  5*,  devienne  égale  à  c,  et  ce  sera 
la  plus  grande  de  toutes^  elle  sera  encore  très- petite,  et  il 
en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  toutes  les  autres. 
Donc  hy  kj  /,...  seront  aussi  trës-petilS)  et  la  quantité  R 
sera  incomparablement  moindre  que  chacune  des  quan- 
tités s*y  i",....  Donc  l'hypothèse  s*  =  c  conduirait  à  ce 
Tésultat  absurde,  que  le  second  membre  de  Féquation  (a) 
serait  négatif.  Les  quantités  j,  5',  s^\»..  restant  donc  tou- 
jours inférieures  à  ^,  el,  par  conséquent,  très-petites,  il 
en  sera  de  même  des  déplacements  hy  A,  /,...,  et  Véquilibre 
sera  stable» 

Lorsque  la  fonction  ^{x,j^  z,  x\...)  est  un  minimum, 
4>n  ne  peut  faire  des  raisonnements  analogues  pour  démon- 
trer Tinstabilité  de  l'équilibre,  et  il  faut  examiner  spéciale- 
.ment  chaque  cas  particulier. 

IPPLICATIOir  DE  LÀ   MEME  ÉQUATION    AU    CALCUL   DE    l'eFFET 

DES    MACHINES. 

285.  Les  machines  ne  sont  généralement  utiles  que  lors- 
qu'elles sont  en  mouvement,  et,  dans  ce  cas,  elles  ont  pour 
objet  de  surmonter  certaines  résistances,  et  de  faire  mon- 
Toir  leurs  points  d'application  de  telle  sorte,  que  leurs  dé- 
placements, estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces  qu'il 
faut  vaincre,  soient  en  sens  contraire  de  leur  action;  on 
•donne  à  ces  forces  le  nom  de  forces  résistantes.  Celles  que 
Ton  emploie  pour  produire  le  mouvement  se  nomment 
forces  mourantes» 

Le  plus  ordinairement,  une  machine  n'est  susceptible  de 
prendre  que  deux  mouvements  différents,  opposés  l'un  à 
l'aiitre,  et  dans  lesquels  la  position  d'un  seul  point  déter- 
piine  celle  de  tous  les  autres.  Une  seule  équation  suffit  donc 
pour  déterminer  la  loi  de  ce  mouvement,  dès  qu'on  con- 
naît le  sens  dans  lequel  il  a  lieu-,  et  la  plus  commode  à 


3gO  DU    MOUVEMENT    t>ROtltJlT   FAH   LES   FORCES. 

employer  est  celle  des  forces  vives.  Cette  équarioti  est 


(I) 


^2^*^  ^  ^  ^s^**- = r^^^***  "^  ^''"^  ^  ^'*^' 


les  sommes  V  eu  premier  membre  s'^ëtendant  à  tous  les 

points  du  synéme,  et  la  somme  ^  du  second  se  rapportant 

à  toutes  les  forces,  soit  mouvantes,  soit  résistantes,  qui  y 
sont  appliqtiées.  L'intégrale  du  second  membre  est  prise 
entre  deaic  limites  quelconques,  et  f^o  et  v  sont  les  vitesses 
du  point  dont  la  masse  est  m,  relativement  à  ces  limites. 

Les  fortes  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  se  par- 
tagent nareurtllement  en  deu'X  dâsses.  Désignons  par  P  Tune 
quelconque  des  forces  mouvantes,  et  par  dp  le  déplace- 
ment infiniment  petit  de  son  point  d^application,  estimé 

dans  le  sens  de  cette  force;  ^^dp  sera  la  partie  de 

correspondante  aux  forces  mouvantes.  Soient  de  même  Q 
Tune  quelconque  des  forces  résistantes,  et  dq  le  déplace- 
ment de  son  point  d'application  estimé  dans  le  sens  de 
cette  force  et  abstraction  faite  de  tout  signe;  la  partie 

ccM^respondante  aux  forces  résisian*es  sera.  — ^Q^y»  ta 
Téquation  (i)  pourra  se  mettre  softs  h  ibrme 

(2)    12"»"  - 1^'"<  =f^^'fp  -/^p"?- 

S86.  Touite  foi^e  peut  être  remplitcée  par  lin  poids  sus* 
pendu  pffr  tin  fil  xlont  tine  extrémité  sera  fixée  au  point 
d'application  de  la  force,  et  dont  la  (firedfiôn,  à  partir  âe 
ce  porftt,  coïncidera  arec  celle  de  cette  force,  par  fe  moyen 
d'nne  poulie  de  renvoi.  Si  Ton  fait  cette  substittttion  i  la 


force  P,  lorsque  la  machine  5e  déplacera  infiniment  peu» 
le  poids  ëgal  à  P  descendra  de  la  quantité  dp  qui  désigne 
la  projection  du  déplacement  de  rexlrémilé  du  fil  sur  la 
direction  de  ce  fil.  Si  Ton  agit  de  même  pour  une  quel- 
conque des  forces  Q,  dq  exprimera  la  quantité  dont  s'élè* 
yera  le  poids  égal  à  Q  pendant  que  le  poids  P  s'est  abaissé 

de  dp. 

Ainsi,  en  supposant  d'abord  toutes  les  forces  constantes^ 
l'équation  (2)  exprime  que  raccroiâsement  de  U  demi- 
somme  des  forces  vives  du  système  entre  deux  époques 
quelconques,  est  égale  a  la  somme  des  produits  des  premiers 
poids  par  les  hauteurs  respectives  dont  ib  se  sont  abaissés, 
moins  la  somme  de3  produits  des  seconds  poids  pstr  les 
hauteurs  dont  ils  se  sont  élevés. 

Nous  désignerons^  avec  M.  Coriolis,  par  quantité  de 
travail  le  produit  d^un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
élevé  ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  d^une  force 
quelconque  par  la  projection  du  déplacement  de  son  point 
d'application  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
varie  d'intensité,  on  décompose  le  mouvement  en  parties 
infiniment  petites*,  les  quantités  de  travail  élémentaires 
qui  leur  correspondent  dépendent  de  la  loi  que  suit  la  va<- 
riation  de  la  force,  et  Tintégrale  qui  en  exprime  la  somme 
est  la  quantité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force. 

Si  Ton  désigne  par  trav4iil  moteur  cehii  qui  se  rapporte 
aux  forces  mouvantes,  et  par  tras^ail  msistant  celui  qui  se 
rapporte  aux  forces  résistantes,  Téquation  (3)  exprime  que, 
quand  le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  l'ac- 
croissement de  la  demi*aQ«iQse  des  forces  vives  est  égal  à 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

287.  Si  l'on  considère  la  machine  à  partir  de  l'instant 
«  où  elle  était  en  repos,  on  a  (^0  =  o,  et  Féquation  (2)  de» 
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vient 

le  second  membre  est  donc  toujours  positif,  et  par  consé- 
quent le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  résis- 
tant. Us  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  an  re- 
pos. Si  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
qui  est  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu^on  ne  le 
considère  qu^après  que  Tuniformité  est  établie,  le  premier 
membre  de  Téquation  (a)  est  nul,  et,  par  conséquent,  le 
second  Test  aussi  :  d^où  Ton  conclut  que,  dans  un  inter^ 
valle  de  temps  quelconque,  le  travail  moteur  est  ^a1  au 
travail  résistant.  Mais,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
travail  que  Ton  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nomme 
le  travail  utile,  plus  le  travail  correspondant  aux  frotte- 
ments, aux  résistances  des  milieux,  à  la  communication 
du  mouvement  aux  corps  environnants,  etc.,  il  en  résulte 
que  dans  toute  machine  on  est  obligé  de  dépenser  plus  de 
travail  que  l'on  n'en  produit.  La  meilleure'n^est  que  celle 
où  Ton  en  perd  le  moins  ^  et  l'avantage  des  machines  eo 
mouvement  n'est  que  de  transformer  le  travail,  mais  non 
de  l'augmenter. 

Lorsque  les  vitesses  sont  devenues  constantes^  il  doit  y 
avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces,  et,  en  effet,  ré4ua- 
tion 

donne,  en  la  différenliant, 

équation  qui  sera  satisfaite  si  le  système,  quel  qu'il  soit, 
est  en  équilibre,  et  qui  en  est  la  condition  suffisante,  s'il 
est  à  liaison  complète. 
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288.  Lorsqu'on  veut  évaluer  le  travail  correspondant  au 
frottement  d'un  corps  en  mouvement,  et  que  le  contact  n'a 
pas  lien  en  un  point  constant  de  ce  corps,  il  ne  faut  pas  re- 
garder la  force  de  frottement  comme  appliquée  au  point  où 
le. contact  s'opère,  et  prendre  la  distance  de  deux  points  de 
contact  consécutifs  comme  Tespace  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  force.  Il  faut,  pour  faire  usage  du  prin<- 
cipe  des  forces  vives,  que  les  forces  soient  appliquées  aux 
mêmes  points  matériels  pendant  ce  temps  très-court  relatif 
aux  déplacements  dx^  dy,  dz.  Or,  la  force  de  frottement 
étant  tangente  au  corps,  peut  être  considérée  comme  ap- 
pliquée au  même  point  de  ce  corps,  pendant  un  temps  très- 
court,  en  négligeant  une  distance  inâniment  petite  du  se- 
cond ordre.  On  devra  donc  prendre,  dans  l'évaluation  du 
travail  élémentaire  dû  à  un  frottement,  le  produit  de  la 
force  de  frottement  par  la  projection  du  déplacement,  dans 
l'espace,  du  point  du  corps  qui  était  au  contact  à  Tinstant 
que  l'on  considère. 

289.  S'il  y  a  des  cbocs  entre  certaines  parties  de  la  ma- 
chine, que  nous  supposerons  que  l'on  puisse  regarder 
comme  sensiblement  dénuées  d'élasticité,  il  y  aura  instan- 
tanément une  perte  de  force  vive,  représentée  par  la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  tous  les  points 
du  système.  Si  l'on  représente  par  u  cette  vitesse  pour  la 
masse  quelconque  m,  les  intégrales  du  second  membre  de 
l'équation  (a)  n*ayant  pas  varié  sensiblement  pendant  la 
durée  du  choc,  on  aura,  en  désignant  par  i^  la  vitesse  de  la 
masse  m  après  le  choc, 

de  sorte  que,  pour  maintenir  les  vitesses  i^  à  des  valeurs 
déterminées,  on  sera  obligé  de  dépenser  une  quantité  de 
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travail  plus  grande  de  -  jy^mu*  :  il  est  doue  utile  d'évîler 

les  chocs  autant  que  possible. 

990.  Lorsque  le  mouvement  de  la  machine  n^est  pas 
uniforme,  il  faut  du  moins  qu'il  soit  périodique.  Dans  ce 
cas,  si  les  intégrales  qui  entrent  dans  Téquation  (a)  se  rap 
portent  à  un  nombre  entier  de  périodes,  on  a  f^  =:  v^^  et, 
par  conséquent,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résis- 
tant, comme  si  le  mouvement  était  uniforme;  et,  récipro- 
quement, si  ces  deux  quantités  de  travail  sont  les  mêmes 
dans  Tintervalle  qui  s'écoule  entre  deux  positions  iden- 
tiques quelconques  du  système,  les  vitesses  redeviennent 
les  mêmes  après  cet  intervalle,  et  le  mouvement  est  pério- 
dique. Mais  II  ne  suffit  pas  d'obtenir  une  même  quantité 
de  travail,  il  est  presque  toujours  très-important  que  ce 
travail  soit  produit  uniformément.  Il  est  presque  impos- 
sible de  parvenir  à  une  uniformité  rigonrense,  mais  on 
peut  rendre  à  peu  près  insensibles  les  changements  de  vi** 
tesse  pendant  le  cours  d'une  période.  Le  moyen  qn'on  em- 
ploie le  plus  ordinairement  consiste  a  introduire  dans  le 
système  une  masse  assez  considérable,  à  laquelle  on  donne 
le  nom  de  volant^  et  dont  Tefiiet  est  de  diminuer  les  varia- 
tions de  vitesse  correspondantes  aux  variations  de  la  diffé- 
rence entre  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant.  Pour 
que  le  volant  charge  moins  les  supports,  il  est  utile  qu'il 
ait  la  moindre  masse  possible,  et  pour  cela  on  loi  donne 
la  forme  d'une  roue  dont  la  masse  est  presque  tout  entière 
à  la  circonférence.  Si  Ton  désigne  par  tù  sa  vitesse  angu- 
laire, la  somme  des  forces  vives  de  ses  points  pourra  être 
représentée  par  fico*,  ja  étant  une  constante  dont  il  sera 
facile  de  déterminer  la  valeur,  de  quelque  manière  que 

soit  répartie  la  masse  du  volant.  Soit  ^mv*  la  somme  des 

forces  vives  de  toutes  les  autres  parties  de  la  machine,  et 
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désignons  par  »^  et  u'  les  valeurs  de  o)  et  (/  a  une  même 
époque^  Téqualion  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Prenons  pour  les  deux  limites  des  époques  telles  qu'il  y  ait 

le  plus  de  différence  possible  entre  l  ^Pdp  etV  j  Qdq^ 

il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  celles  où  les  forces  seraient 
en  rquilihre  sur  la  machine  ;  car,  à  ces  deux  époques,  les 
éléments  de  Tin légrale  qui  forme  le  second  membre  chan- 
gent de  signe.  Il  en  résulte  que  ces  époques  sont  aussi 
celles  du  maximum  et  du  minimum  des  vitesses.  Or,  plus  (a 
sera  grand ,  moins  il  faudra  que  ci>  et  (*/  soient  diiTérentSi 
ainsi  que  t^  et  ^',  pour  que  le  premier  membre  soit  égal  an 
second^  et  l'on  peut,  dans  chaque  cas,  déterminer  le  volani 
de  manière  que  les  changements  de  vitesse  soient  compris 
dans  des  limites  suffisamment  petites. 


■•■  ^  •* 
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PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 


291 .  Nous  déduirons  encore  de  la  formule  générale  tirée 
du  principe  de  d'Alembert,  une  proposition  qui  a  eu  une 
grande  célébrité,  surtout  par  le  vague  un  peu  mystérieux 
dont  son  auteur  l'avait  entourée.  Celte  proposiiiau  n^a  lieu 
que  dans  les  systèmes  pour  lesquels  Féquation  des  forces 
vives  subsiste.  Il  consiste  en  ce  que  si,  pour  chaque  point 
du  système,  on  intègre  entre  deux  époques  arbitraires  le 
produit  de  sa  quantité  de  mouvement  par  l!élément  de  la 
courbe  qu'il  décrit,  la  somme  de  toutes  ce^  intégrales  est 
un  minimum;  c'est-à-dire  qu'elle  est  moindre  que  si,  par 
de  nouvelles  liaisons,  on  assujeuissait  ces  points  à  suivre 
de  nouvelles  courbes,  entre  les  deux  mêmes  positions 
extrêmes  que  Ton  considère,  et  sous  l'influence  des  mêmes 
forces. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  voir  que  la  variation  de 
cette  somme  est  nulle  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  points  de  ces  courbes  en  leur  laissant  les  mêmes  extré- 
mités; car  il  est  évident,  par  la  nature  de  cette  somme, 
qu'en  général  elle  ne  peut  avoir  une  valeur  maximum,  et 
que,  par  conséquent,  en  exceptant  des  cas  très-partîeulîers, 
elle  aura  une  valeur  minimum. 

Or  on  a 

Pour  calculer  la  première  partie,  remplaçons  ds  par  vdt^ 
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dt  se  rapportant  au  mouvement  qui  a  réellement  lieu  ;  nous 
aurons 

et,  par  suite, 

^^m8u,ds=  —  dt^m9.v*. 

Mais  on  a,  en  désignant  par  C  une  quantité  constante, 

et  la  forme  du  second  membre  sera  la  même  pour  tous  les 
mouvements  que  Ton  considère,  puisque  les  forces  restent 
les  mêmes.  Si  donc  on  prend  la  variation  des  deux  membres, 
on  aura 

et,  d'après  l'équalion  générale  du  mouvement,  cette  der- 
nière expression  est  égale  à 

On  aura  donc  . 

Pour  calculer  la  seconde  partie,  nous   observerons  que 

l'équation 

rffS  =  rfx»  -h  dy  -h  dz* 

donne 

ds9€ls  =  tlxidx  -f-  dfSdx  -h  dzidXf 
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et,  par  suite. 


Donc 


ç9ds  z=  -y-  dix  -f-  -^  dêr  •+-  4-  dèi. 
dt  dt      ''        di 


'^m.ids^^m  (I  rf«x-^  %'^^y^%  '''')  ' 


et,  en  réunissant  les  deux  parties  de  la  variation  de 
^^m\fds^  il  vient 

i^mçds  =2'"''(^  *'  +  A  *-^  -^  5  *')  • 
Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres,  oft  aura 

*/2-*  =2-  (S  *'  -^  I  *^  -^  %  »')  -  c'^ 

mais,  aux  deux  limites  de  Tintégrale,  les  variations  dx^  if^ 
$z  sont  nulles,  puisque  les  extrémités  des  courbes  décrites 
restent  les  mêmes  ;  donc  le  second  membre  est  nul,  et  ront 

9  I  ^^mvds  •=  o, 

comme  il  fallait  le  démontrer. 
D'où  Ton  conclai  que  l'intégrale 

est  un  minimum  dans  le  mouvement  da  système. 

S9i.  Si  les  points  ne  sont  somns  è  l'actiom  d^ancvnt 
force,  on  a 

h  étant  constanti 


Donc 


/2 


mv^dt=^kt  -f-  Ci  =  k[t  —  f,), 


t  et  t|  étant  les  valeurs  du  temps  aux  deux  limites;  et, 
comme  l'intégrale  est  ua  minimum,  il  s'ensuit  qu'il  en  est 
de  même  de  t —  fi,  et  que,  par  conséquent,  le  système 
passe  d'une  position  à  une  autre  dans  moins  de  temps  que 
si  Ton  introduisait  de  nouvelles  liaisons  quelconques. 

Si  Ton  considère  un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  fixe,  sans  être  soumis  k  l'action  d^aucune  force, 
sa  vitesse  est  constante  ;  et  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'un 
point  à  un  autre  étant  un  minimum,  il  s*ensuit  que  la  lon- 
gueur de  la  ligne  parcourue  est  aussi  minimum,  comme 
nous  l'avons  déjà  démontré  d'une  autre  manière. 
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QUELQUES  MOTS  SUR  DEUX  IMPORTANTES  QUESTIONS 

DE  MOUVEMENT. 


293.  L^objet  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet 
Ouvrage  a  été  de  montrer  comment  la  science  des  forces 
a  pu  devenir  ce  que  nous  avons  nommé  une  science  de 
raisonnement.  Pour  cela»  nous  avons  d'abord  établi,  sa 
moyen  de  Texpérieuce,  les  données  fondamentales  et  les 
principes  auxquels  nous  avons  attribué  un  caractère  de  gé- 
néralité absolue.  Nous  n^avons  pas  dissimulé  que  cette 
généralité  a  quelque  chose  d^hypothétique,  et  n^est  qu'une 
grande  probabilité,  suffisante  pour  servir  de  point  de  dé- 
part, mais  qu'il  est  bon  de  confirmer,  quand  cela  se  peat, 
par  l'accord  de  ses  conséquences  avec  les  faits  observés. 

En  admettant  ces  données  comme  certaines,  nous 
sommes  parvenu  par  un  enchaînement  de  propositions 
évidentes  à  ramener  toutes  les  questions  dépendant  de 
Faction  des  forces,  à  de  pures  questions  de  géométrie  et  de 
calcul  :  en  d'autres  termes,  la  science  des  forces  a  été  ra- 
menée  aux  deux  sciences  précédemment  étudiées,  celles 
des  nombres  et  de  l'étendue.  Nous  pouvions  donc  regarder 
notre  objet  comme  entièrement  rempli  ;  mais  nous  avons 
cru  utile  de  déduire,  de  la  formule  qui  renfermait  la  science 
entière,  certaines  propositions  générales,  intéressantes  par 
elles-mêmes  et  utiles  dans  la  solution  de  beaucoup  de  ques- 
tions importantes.  Toutefois  nous  n'avons  pas  jugé  à  propos 
d'entrer  dans  le  détail  de  problèmes  particuliers,  si  utiles 
cependant  pour  l'intelligence  parfaite  des  théories  géoé- 
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ralesy  mais  pour  lesquels  nous  avons  cru  devoir  renvoyer 
aux  Traités  spéciaux. 

Néanmoins,  parmi  toutes  les  questions  auxquelles  la 
théorie  générale  pouvait  être  appliquée,  Il  en  est  .deux 
dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  dire  au  moins 
quelques  mots. 

La  première  se  rapporte  au  mouvement  d'un  système 
rigide  composé  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  points,  et 
formant  ce  qu'on  appelle  un  corps  solide, 

La  seconde  se  rapporte  au  contraire,  à  un  système  de 
points  libres,  sans  aucune  liaison  entre  eux,  mais  exerçant 
les  uns  sur  les  autres  des  actions  mutuelles  égales  et  de 
sens  contraire,  dirigées  suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Cette  dernière  question  est  celle  du  mouvement  relatif 
des  planètes,  considérées  comme  réduites  à  de  simples 
points  matériels,  ce  qui  est  suffisamment  approché. 

La  première  se  rapportera  au  mouvement  réel  de  chaque 
planète,  en  ayant  égard  à  sa  forme  et  h  ses  dimensions. 

Nous  ne  nous  proposons  que  d'indiquer  très-succincte- 
ment la  marche  suivie  pour  la  solution  de  ces  deux  ques- 
tions générales,  notre  but  n'étant  toujours  que  de  faire 
connaître  Fenchainemenl  des  principes  et  des  propositions 
qui  constituent  les  éléments  de  chaque  science.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  du  mouvement  d'un  corps  solide  solli- 
cité par  des  forces  quelconques,  et  nous  le  considérerons 
dans  trois  conditions  différentes  :  nous  supposerons  en  pre- 
mier lieu,  que  deux  de  ses  points  sont  fixes,  de  sorte  qu'il 
ne  puisse  que  tourner  autour  de  la  droite  qui  les  renferme; 
nous  supposerons  ensuite  qu'un  seul  de  ses  points  est  fixe, 
et  enfin  qu'il  est  entièrement  libre. 


!l6 


CHAPITRE  XXII. 

MOUVEMENT  DON  CORPS  SOUDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


294.  Considérons  un  corps  solide  dont  la  forme  et  la 
densité  en  chacun  de  ses  points  sont  données,  et  qui  est  lié 
invariablement  avec  un  ave  fixe,  autour  duquel  il  peut 
tourner  librement.  Tous  ses  points  ^  ou  seulement  un 
nombre  fini  d*entre  eux,  sont  sollicités  par  des  forces  don- 
nées; et  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  de  tous  lo 
points  de  ce  corps,  en  supposant  que  Ton  donne  les  vitesses 
initiales  de  ses  points,  ou  que  Ton  connaisse  seulement  les 
forces  instantanées  qui  les  ont  produites. 

Pour  cela,  on  concevra  un  plan  passant  par  l'axe  et  lié 
au  corps;  la  position  de  ce  plan  déterminera  celle  de  tons 
les  points;  et,  par  conséquent,  le  problème  se  ramène  i  la 
détermination  de  ce  plan.  Si  les  forces  données  ne  sont  pas 
comprises  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  rota- 
tion, on  peut  toujours  les  décomposer  en  deux,  dont  Tune 
soit  parallèle  à  cet  axe,  et  l'autre  dans  un  plan  perpendi- 
culaire; la  première  sera  détruite  par  la  résistance  de  Taxe, 
et  Von  peut  en  faire  abstraction  dans  la  recherche  du  mou- 
vement* Nous  supposerons  donc  que  toutes  les  forces  don- 
nées agissent  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  fixe. 

D'après  la  méthode  générale,  on  doit  exprimer  qu*il  J  a 

équilibre  entre  les  forces  données  et  les  forces  d'inertie  de 

tous  les  points  du  système*  Ces  dernières  sont,  pour  Télë- 

ment  de  masse  dm  situé  au  point  dont  les  coordonnées 

sont  x^jTy  Zj 

d*x  d^y  d^s 

—  dm,     —dm,     —dm, 

mais  il  vaudra  mieux,  dans  le  cas  actuel,  considérer  les 
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deux  composantes,  tangente  et  normale  :  la  première  est 
celle  qui  donne  Taccroissement  de  vitesse,  la  seconde  est 
la  force  centripète,  et  se  trouve  détruite  par  la  résistance 
de  l'axe,  puisque  chaque  point  décrit  un  arc  de  cercle  dont 
le  centre  est  sur  cet  axe.  On  peut  donc  se  borner  à  consi- 
dérer la  première  de  ces  forces,  qui  est  tangente  à  l'arc 

décrit,  et  représentée  par  —-r/m,  en  désignant  par  i^  la 

vitesse  et  par  dm  la  masse  de  ce  point.  Si  l'on  désigne  par  r 
la  distance  de  ce  point  à  Taxe,  et  par  6  l'angle  formé  par 
le  plan  lié  au  corps,  avec  un  plan  fixe  passant  aussi  par 
l'axe,  on  aura 

dB  dv         d'9 

p=z  r-^i     et,  par  suite,     -r  =  ''  -tt  " 
dt  ^  de  de 

Les  points  situés  à  l'unité  de  distance  de  Taxe  auront  pour 

vitesse  ^,  c'est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  angulaire  du 

système. 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  la  vitesse  devra  être 
considérée  comme  positive  lorsque  l'angle  d  croîtra,  et  la 
force  sera  positive  quand  elle  tendra  à  faire  croître  cet 
angle.  Or  la  condition  d'équilibre  d'un  corps  solide  autour 
d'un  axe  fixe  consiste  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  cet  axe  soit  nulle,  en 
considérant  comme  positifs  les  moments  des  couples  qui 
tendraient,  par  exemple,  à  augmenter  Tangle  0,  et  comme 
négatifs  ceux  qui  tendraient  à  le  diminuer.  Si  donc  on 
désigne  par  P  Tune  quelconque  de  forces  données,  et  par  p 
sa  distance  a  Taxe,  l'équilibre  entre  les  forces  P  et  les 

forces  —  r  -y  conduira  à  l'équation  suivante  : 


rf/« 


2^/^-2'^' '5?^'"=^' 


les  sommes  se  rapportant  à  tous  les  points  du  coi*ps. 

ït6. 
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Dans  le  dernier  terme  de  celte  équation,  le  facteur  — 
peut  sortir  en  dehors  du  signe  \^9  et  ce  terme  devient 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps  ;  si  ces  forces  ne  dépendent  que 
de  la  position  des  points,  leurs  momenls  seront  des  fonc- 
tions connues  de  0,  et  il  en   sera  de  même    par   suite 

de  ^P/J?.  Quant  à  la  somme  ^^r*dm  qu'on  appelle  le 

moment  d^ inertie  du  corps  par  rapport  à  l^axe^  elle  ne 
dépend  que  des  distances  invariables  des  différents  poinU 
du  corps  à  cet  axe.  Nous  représenterons  celte  constante 
par  MA',  M  désignant  la  masse  totale  du  corps  ^  A*  sera 
la  moyenne  aritlimé tique  des  valeurs  de  r',  en  prenant 
les  dm  égaux.  L'équation  différentielle  du  mouvement  «era 
alors 

*''  dt'       MA» 

Si  ces  forces  éiaient  nulles,  ^Pf^  serait  nul  et  l'on  aurait 

£1?  — 
d^  ^^' 

Pour  effectuer  l'intégration  de  l'équation  (i)  repréaen* 
tons  son  second  membre  par  ^{0)^  elle  devient 

d^^ 
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maliipliani  les  deux  membres  par  2  dS,  et  inlëgranl  k  partir 
•de  la  valeur  initiale  0«  de  9,  on  aura 


0 


<a  ëtant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire;  on  tirera 
dôlà 

d9 


de= = 

\AX. 


1  I     ffl9)d$'hf»^ 


Si  Ton  peut  effectuer  Cette  quadrature,  on  aura  t  en 
fonclion  de  0;  et  la  constante  qui  s^iutroduira  sera  déter- 
minée en  exprimant  qu'on  a  à  la  fois 

/  =  o,     ô  =  G,. 

295.  Si  les  forces  données  sont  telles,  que  Téquation  des 
forces  vives  ait  lieu,  elle  conduira  immédiatement  a  Téqua- 
tion  (a),  parce  que  la  vitesse  d*ttn  point  situé  à  la  dis- 
tance r  de  Taxe  étant  '^-j^  la  somme  Vr/if^*  aura  pour 
expression 

ï^xprimant  ensuite  le  second  membre  de  Inéquation  des 
forces  vives  en  fonction  de  la  seule  variable  0,  ce  qui  sera 

toujours  passible,  on  connaîtra  (^  )  en  fonction  de  0,  et 

Ton  trouvera  ainsi  Téquation  (a). 

296.  Considérons  en  particulier  le  cas  d^un  corps  pesant 
<fa\  peut  se  mouvoir  autour  d'un  axe  horiaoïital,  et  con- 
stitue ce  que  l'on  appelle  un  pendule  composé*  Nous  pren- 
drons Paxe  fixe  pour  ax«  desj^,  et  Taxe  des  z  en  sdts  €on«- 
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iraire  de  la  pesanteur.  Nous  considérerons  l'angle  6  comme 
formé  par  le  plan  qui  passe  par  Taxe  fixe  «t  le  centre  de 
gravité  du  corps^  avec  le  plan  vertical  YZ;  et  nous  suppo* 
serons  que  cet  angle  croisse  en  allant  de  Taxe  des  z  positif» 
vers  l'axe  des  x  positifs,  c^ est-à-dire  dans  le  sens  que  nous 
sommes  convenus  de  choisir  pour  celui  du  mouvemeni 
direct.  Le  moment  relatif  à  Télément  dm  sera  gxdm^  car 
il  tend  a  augmenter  l'angle  0  quand  x  est  positif,  et  à  le 
diminuer  quand  x  est  négatif;  Téquation  (i)  deviendra 
donc 

£f*ô g2xdm 

dF'^     MA»    ' 

ou,  en  désignant  par  Xj  Tabscisse  du  centre  de  gravité  do 
corps,  et  par  /  la  distance  de  ce  point  a  Taxe, 


Or  on  a 


et,  par  suite, 


X,  =  /  sio  O4 


(3)  :y;r  =  !;"««• 


Cette  équation  est  de  même  forme  que  celle  qui  détermi- 
nerait le  mouvement  d*un  point  malérieJ  autour  de  Tori- 
gine  dans  le  plan  XZ.  Si  Ton  désigne  par  R  la  distance  de 
ce  point  mobile  à  Torigine,  ou  la  longueur  de  ce  pendule* 
simple,  on  obtient  pour  Téquation  de  son  mouvement, 

Cette  équation  se  déduirait  de  la  précédente,  en  supposant 
toute  la  masse  réunie  en  un  même  point  situé  i  une  dis- 
tance R  de  l'axe.  Elle  coïncidera  avec  la  précédente  si  Ton 
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pose 

Si  donc  on  suppose  que  pour  t  =  o  les  valeurs  de  0  et  de 

•7-  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  c^esi-à-dire  s!  le 

plan  qui  passe  par  le  centre  de  gravite  du  corps  et  Taxe 
fixe,  fait  d*abord  le  même  angle  avec  la  verticale,  et  a  la 
même  vitesse  initiale  que  ce  pendule  simple,  leur  mouve- 
ment sera  constamment  le  même.  La  longueur  de  ce  der- 
nier est  ce  que  Ton  appelle  la  longueur  du  pendule  com" 
posé.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un 
axe  fixe  étant  ainsi  ramené  à  celui  du  pendule,  nous  nous 
bornerons  a  renvoyer  à  la  discussion  qui  se  rapporte  à  ce 
dernier. 

297.  Faisons  k  ce  cas  particulier  l'application  que  nous 
venons  d'indiquer  généralement  du  principe  des  forces 
vives.  On  a  alors 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  —  gdm^ 

pour  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse;  l'équation  des  forces  vives 
devient  donc 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  en  représen- 
tant par  Z|  le  z  du  centre  de  gravité  du  corps,  on  a 

^  zdm  =  Mg|  =M/cosO. 

Si  l'on  détermine  la  constante  par  la  condition  que  les  va- 
leurs initiales  de  6  et  de  ^  soient  0o  el  ci),  l'équation  précé- 
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dente  deviendra 


m'- 


V   ,    ■  (cosO  —  cos9,)  -h  •»% 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  Tintégrale  première  de  l'équa- 
tion (3).  Le  calcul  s'adièverait  comme  dans  la  théorie  du 
pendule. 

Si  Taxe  une  était  incliné  k  l'horiaron,  une  simple  déconr* 
position  de  la  pesanteur  ramènerait  au  cas  que  nous  venons 
de  considérer,  où  Taxe  est  perpendiculaire  à  la  direction 
des  forces. 

298.  Cas  où  la  %ntesse  angulaire  initiale  est  produite  par 
une  force  instantanée,  —  Nous  avons  déterminé  le  mou- 
vement du  corps  en  supposant  que  sa  position  initiale  soit 
connue,  ainsi  que  sa  vitesse  angulaire  initiale.  Mais  «,  au 
lieu  de  cette  vitesse,  on  donne  seulement  la  force  instan- 
tanée qui  Ta  produite,  il  faudra  commencer  par  déterminer 
quelle  vitesse  doit  prendre  le  corps,  soumis  pendant om 
temps  extrêmement  petit  k  Taction  d'une  force  qui  aurait 
produit  sur  un  point  matériel  Kb/e  une  quantité  de  mou- 
vement connue.  La  question  rentrera  alors  dans  la  précé- 
dente. 

Si  Ton  décompose  cette  force  en  deux  autreS|  dont  Tune 
soit  parallèle  à  Taxe,  et  Tautredans  un  plan  perpendicu- 
laire, cette  dernière  produira  seule  le  mouvement.  Kepré- 
sentons  sa  valeur  par  P,  et  par  p  sa  distance  a  Taxe;  le 
pmMBÎpe  de  dlAlembert  conduira  à  réquatiou 

ce  qui  donne  pour  valeur  de  la  vitesse  angulaire  cherchée 
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299.  Supposons  maintenant  que  le  mouYement  ait  été 
produit  par  le  choc  d'un  point  ayant  une  masse  fj^  anim<^ 
d'une  vitesse  1^  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  â  l'axe, 
suivant  une  droite  distante  de  Taxe  d'une  quantité/^  et 
admettons  que  cette  masse  reste  noie  au  corps  au  point  où 
elle  le  rencontre,  et  dont  nous  désignerons  par  h  la  dis- 
tance à  Taxe. 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  u  suivant  la  normale  et  la 
tangente  an  cercle  que  décrira  autour  de  Taxe  le  point  où 
a  lieu  le  choc,  la  première  sera  détruite,  et  l'autre  aura 

pour  valeur  -^  •  Représentons  par  o)  la  vitesse  angulaire  du 

système  après  le  choc;  la  masse  fx  aura  perdu  la  vitesse 

pf 

-j-  —  htùy  et  la  quantité  de  mouvement  que  la  réaction  du 

corps  lui  aura  fait  perdre  sera  f^l-r- — Aci>]  :  telle  sera 

donc  la  mesure  de  la  force  instantanée  produite  sur  la 
massp  /x;  et,  comme  l'action  et  la  réaction  sont  égales,  ce 
sera  aussi  la  mesure  de  la  force  instantanée  qui  a  agi  sur 
le  corps  donné.  On  rentre  donc  dans  le  cas  précédent  et 
l'on  aura  de  même 

«^  (?-*-) =-2'**»'  d'où  .=-^j-f^. 

Le  dénominateur  est  le  moment  d'inertie  du  système  com- 
posé du  corps  donné  et  de  la  masse  qui  s'est  unie  à  lui.  Si 

donc  on  entend  que  la  somme  ^  s'étend  à  leur  ensemble, 

on  écrira  simplement 

Si,  au  lieu  d'un  seul  corps,  on  en  supposait  un  nombre 
quelconque  dont  les  masses  fussent  |x,  fi',  fi^,. . .,  les  vi- 
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tesses  1^,  if' y  v"^. . .,  et  les  distances  des  directions  de  ces 
vitesses  à  VtLxef^f^f^^  • . . ,  et  que  tous  ces  corps  vinssent 
choquer  le  premier  au  même  instant,  en  se  réanissani  à 
lui,  on  aurait 

2tr^dm 
la  somme  y^r'rfm  se  rapportant  à  tous  ces  corps  réunis. 
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DES  MOMENTS  D'INERTIE. 


300.  Le  Diouvement  d'un  corps  autour  d\in  axe  exige, 
comme  nous  l^avons  vu,  le  calcul  d'une  somme  prise  dans 
toute  rétendue  de  ce  corps,  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  une  intégrale,  en  admettant  la  continuité  dans  la 
matière,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  théorie  des 
centres  de  gravité. 

Ces  intégrales,  que  nous  avons  nommées  moments  d'iner- 
tie, offrent  quelques  propriétés  importantes  quMI  est  néces- 
saire de  faire  connaître  avant  d'aller  plus  loin  dans  Tétude 
du  mouvement  d'un  corps  solide.  Comme  elles  ne  présentent 
aucune  difficulté,  et  ne  donnent  lieu  à  aucune  considéra- 
tion un  peu  délicate,  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
les  résultats  intéressants,  sans  en  rapporter  les  démonstra- 
tions, qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  spéciaux. 

301.  Les  moments  d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à 
différents  axes  parallèles  ont  entre  eux  une  relation  simple 
qui  permet  de  les  déterminer  les  uns  par  les  autres.  Si  l'on 
considère  une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  du 
corps,  et  qu'on  cherche  le  moment  d^inertie  par  rapport  à 
cet  axe,  celui  qui  se  rapporterait  à  tout  autre  axe  parallèle, 
surpasse  le  premier  d'une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  sa 
distance  au  premier,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité. 
Cette  quantité  est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de 
cette  distance.  D'où  il  résulte  que  : 

La  différence  des  moments  d^ inertie,  par  rapport  à 
deux  axes  parallèles,  est  égale  à  la  différence  des  carrés 
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de  leurs  distances  au  centre  de  grauité,  multipliée  par  la 
niasse  du  corps. 

On  peut  donc  bien  facilement  passer  d'un  axe  â  toat 
autre  axe  parallèle. 

On  voit  encore  que  les  moments  d^ inertie  sont  les  mêmes 
pour  touttts  les  génératrices  d*un  cylindre  à  base  circulaire 
dont  Vaxe  passe  par  le  centre  de  gravité ^  et  que,  de  toutes 
les  droites  parallèles  â  une  même  direction ,  celle  qui 
donue  le  moment  minimum  est  celle  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité» 

302.  Considérons  maititenant  la  loi  qni  lie  les  momoiia 
d*inertie  d'un  corps  par  rapport  à  tous  les  axes  qui  passeoi 
par  un  m^me  point. 

Si  Ton  suppose  trois  axes  rectangulaires  ayant  <ee  point 
ponr  origine,  et  une  droite  menée  par  cette  origine  el  fai* 
sant  avec  les  axes  les  angles  quekonques  «^  6,  y^  on  troute, 
par  un  calcul  très-simple,  que  le  moment  fi  par  rapport  i 
œtte  droite  a  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

J  p  =  A cos*a  -4-  B cos'6  -♦-  C  cos'7 

j  —  aDcos6cosy  —  sEcosttooagp^-aFcosaoos^ 

Â,  B)  C^  D,  E,  F  étant  des  constantes  déterminées  par  la 
nature  du  système  donné,  et  «a  position  par  rapport  «aux 
«xes  de  coordonnées. 

Il  est  même  facile  de  reoonnattre  oe  que  représentent  les 
trdîs  coefficients  A,  B,  G. 

En  eflet,  si  Ton  suppose  c»s6att  o^  cosy  tzs  e,  on  trouw 
|K  ss  A^  la  constante  A  n^est  donc  autre  chose  que  le  mo^ 
apient  d*inertie  du  sjrsj^iènie  par  rspport  à  l'aM  des  x^  et  di 
même  B  et  C  sont  les  moments  par  raj^rt  enx  uses  ves- 
pectifs  des  jr  et  des  z. 

Quant  aux  trois  autres  eoefficients,  ils  représentent  les 
intégraies  »aiva»tes,  étendues  i  la  masse  eatière  do  ays- 
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tème 

303.  La  loi  exprimée  par  la  formule  (i)  peut  être  repré- 
sentée d'une  manière  remarquable  par  une  figure  géomé- 
trique. 

Si,  en  effet,  on  porte  sur  chaque  axe,  à  partir  de  rori« 
gine,  une  longueur  égale  à  Tunilé  divisée  par  la  racine 
carrée  du  moment  d'inertie  qui  lui  correspond,  Tcxtrémité 
de  ce  rayon,  nécessairement  fini,  puisque  {jl  ne  peut  être 
nul,  appartiendra  à  une  surface  fermée,  dont  on  aura 
Tcqualion  en  remplaçant  dans  Téquation  (i)  les  quantités 
cosa,  cosS,  cosy  par  xy[î^yy^^  z  y^,  et  Ton  trouvera  pour 
Téquation  du  lieu  des  extrémités  des  rayons 

(a)       A4?*-4-B7*4-  C»*—  2D^«—  2Exz— 2Fx/==i. 

Cette  surface  du  second  degré,  à  centre,  qui  n'a  aucun 
point  à  Tinfini  est  nécessairement  un  ellipsoïde,  qui  a  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées.  On  lui  donne  le  nom 
^ellipsoïde  central. 

Cette  représentation  géométrique  est  très -commode, 
parce  que  l'ellipsoïde  étant  étudié  avec  beaucoup  de  soin 
dans  les  éléments,  ses  propriétés  peuvent  en  faire  connaître 
immédiatement  pour  les  moments  d'inertie,  et  nous  allons 
en  indiquer  quelques-unes  qui  ont  une  grande  importance. 

304.  Axes  principaux  (V inertie,  —  La  forme  et  la  posi- 
tion de  l'ellipsoïde  central  ne  dépendent  en  rien  de  la  direo* 
tion  des  axes,  mais  seulement  du  point  choisi  et  du  système 
donné.  Or,  si  l'on  choisit  précisément  le  système  des  axes 
principaux  de  Tellipsoïde,  Us  coefficients  de  l'équation  (a) 
prendront  dos  valeurs  dépendantes  de  ces  axes  particuliers, 
et  telles  que  les  rectangles  des  variables  ne  a'y  trouveront 
plus  -,  et  par  conaéciuent  on  aura 

D  =  o,     E  2=  o,     F  r=  o, 
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on 

^jzflm  =  o,      ^^xzdm  =  o,     ^xydin  z=  o  ; 

il  existe  donc  toujours  un  système  d^axes  de  coordonnées 
tel,  que  les  trois  intégrales  Vy^rf/n,  \xzdm^  ^xydm^ 

calculées  par  rapport  à  lui,  se  réduisent  à  zéro. 

Réciproquement,  si  elles  sont  nulles  toutes  les  trois, 
l'ellipsoïde  sera  rapporté  à  ses  axes  principaux. 

Si  Tellipsoïde  central  a  ses  trois  axes  inégaux,  il  nj  ^ 
qu\in  seul  système  d'axes  principaux.  Si  deux  de  ses  aies 
sont  égaux,  il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  d'axes  prin- 
cipaux, dont  Taxe  de  révolution  fera  toujours  partie.  Enfin, 
si  ses  trois  axes  sont  égaux.  Tellipsoïde  se  réduit  à  une 
sphère;  et  tout  système  d'axes  rectangulaires  passant  par 
le  point  donné  sera  un  système  d'axes  principaux  de  Tel - 
lipsoïde. 

Remarque,  —  Si    deux    des  trois   sommes    seulement 

étaient  nulles,  par  exemple  ^^yzdin  el^^xzdm^  l'équa- 
tion (2)  deviendrait 

Ax»  H-  B7*  H-  Ce'  —  aFar^  =  i, 

et  Taxe  des  z  serait  seul  un  des  axes  principaux  de  Tellip- 
soïde. 

305.  Les  axes  principaux  de  cet  ellipsoïde  sont  appelés 
axes  principaux  dUnertie  du  système  de  points  matériels. 
Ils  sont  définis  par  la  propriété  d'annuler  les  trois  inté- 
grales ^TYzdtTij  ^^xzdm^  ^Xfdm]  mais  ils  jouissent 

de  propriétés  mécaniques  importantes  que  nous  ferons  con- 
naître, et  auxquelles  l'esprit  s'attaciie  avec  plus  d'intérêt 
qu'à  celles  qui  ne  sont  qu'un  simple  résultat  de  calcul. 
En  rapportant  les  points  à  un  système  d'axes  principaux 
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d^inertie,  les  formules  (i)  et  (a)  deviennent 

(3)  p  =  Acos*a  4-Bco5'6  -4-Ccos*7, 

(4)  Ax»-f-B7>  +  C*»  =  i, 

et  A,  B)  C  sont  les  moments  d^inertie  du  système  par  rap- 
port aux  axes  principaux.  On  les  nomme  moments  d^ inertie 
principaux. 

Si  deux  d'entre  eux  sont  égaux,  l'ellipsoïde  central  est  de 
révolution  ^  si  les  trois  sont  égaux,  il  se  réduit  à  une  sphère. 

On  remarquera  que  si  A  est  le  plus  grand  des  trois  mo- 
ments d'inertie  principaux  et  C  le  plus  petit,  pour  tous  les 
autres  axes,  on  aura  fx  plus  petit  que  A  et  plus  grand  que  C. 


CHAPITRE  XXIV. 

DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  D'UN  œRPS 

AUTOUR  D'UN  AXE  FIXE. 


306.  Centre  d^ oscillation.  —  On  nomme  centre  d^oscil- 
lotion  d*un  pendule  composé,  tout  point  faisant  partie  de 
ce  corps,  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  dont  le  monve- 
ment  est  le  même  que  s*il  était  isolé  et  obligé  de  se  mouvoir 
an  tour  du  même  axe  sous  Taction  seule  de  la  pesanteur. 
Diaprés  cela,  tous  les  points  de  la  droite  menée  parallèle- 
ment à  Taxe,  à  une  dislance  égale  à  la  longueur  du  peo- 

dule,  c^est-i-dire  i  9  et  située  dans  le  plan  qui  passe 

par  Taie  et  le  centre  de  gravité  du  corps,  seront  des  centres 
d'oscillation.  Quelques  auteurs  appellent  plus  particu- 
lièrement centre  d'oscillation  celui  de  ces  points  qui,  dans 
Tétat  d'équilibre,  est  situé  sur  la  verticale  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

Si  nous  désignons  par  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  une  parallèle  à  Taxe,  menée  par  le  centre  de 

gravité,  le  moment  ^ r*  dm  par  rapport  à  l'axe  de  suspen- 
sion sera  égal  au  moment  par  rapport  à  cette  parallèle,  aug- 
menté du  produit  de  la  masse  M  du  corps  par  le  carré  de 
la  distance  /.  Si  nous  désignons  le  dernier  moment  par  MA*, 

la  longueur  du  pendule  sera  /+y;  et  les  centres  d*6s- 
cillation  seront  plus  éloignés  de  Taxe  de  suspension  que  le 
centre  de  gravité,  d'une  quantité  égale  à  y 
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Les  distances  du  centre  de  gravité  à  l^axe  et.â  la  ligne 
des  centres  d*oscîllation,  donnant  pour  produit  A',  il  s'en- 
suit que  si  l'on  prenait  cette  dernière  pour  axefixe^  la 
première  deviendrait  la  ligne  des  centres  d^ oscillation,  La 
longueur  du  pendule  serait  donc  la  même  qu  auparavant ^ 
et  son  mouvement  serait  identique. 

Il  en  serait  encore  de  même  si  Ton  prenait  pour  axe  de 
suspension  toute  autre  droite  parallèle  située  à  la  même 
distance  du  centre  de  gravité,  puisque  /  et  A'  ne  change- 
raient pas. 

Eu  général,  le  mouvement  sera  le  même  autour  de  tous 
les  axes  qui  donneront  la  même  longueur  au  pendule.  Si 
l'on  désigne  par  /  la  distance  d'un  axe  quelconque  au  centre 
de  gravité,  par  a,  6,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec 
les  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  et  par  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes^  on  aura 

M  A'  =  A  cos'a  -+-  B  cos'S  -4-  C  cos*7, 

A' 
et  la  longueur  /  +  y  du  pendule  sera 

A cos'a  H-  B  cos^o  -f-  C  cos^v 

'^ ma 

Or,  cette  longueur  peut  rester  la  même  pour  une  in6nité 
de  droites  dilTérentes,  puisque  a,  ô,  y,  /  sont  indéterminés. 

307.  Si  Ton  cherche  les  valeurs  que  doivent  avoir  ces 
indéterminées,  pour  que  l'expression  précédente  soit  mini- 
mum, on  saura  autour  de  quel  axe  il  faut  que  le  mouve- 
ment ait  lieu  pour  que  Toscillation  se  fasse  dans  le  moindre 
temps  possible. 

Or,  parmi  tons  les  axes  pour  lesquels  A'  serait  constant, 

X"' 
eelui  qui  donne  le  maximum  pour  la  longueur  l-h-ji  cor- 
respond à  /  =  A^  et  la  longueur  du  pcudule  est  alors  égale 

27 
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a  ^k.  Elle  sera  donc  la  plus  petite  possible  lorsque  k  aura 
sa  plus  petite  valeur.  Ainsi,  roscillation  sera  la  plus  courte 
lorsque  l'axe  de  suspension  sera  parallèle  à  Taxe  du  plus 
petit  moment  d^'nertie,  relatif  au  centre  de  gravité,  et  que 
sa  distance  a  ce  dernier  sera  égale  à  la  racine  carrée  du 
rapport  de  ce  moment  à  la  masse  du  corps. 

308.  Centre  de  percussion .  —  Lorsque  nous  nous  sommes 
occupé  de  Tefiet  produit  par  une  force  instantanée  sur  un 
corps  solide  lié  à  un  axe  fixe,  nous  n^avions  pour  objet  qoe 
de  déterminer  la  vitesse  angulaire  qu'elle  communiquerait 
immédiatement  au  système.  Nous  allons  maintenant  eovi* 
sager  son  effet  sous  un  autre  point  de  vue-,  nous  allons  cher- 
cher quels  sont  les  chocs  produits  par  Taxe  fixe,  et  parti- 
culièi^ment  quelles  sont  les  conditions  pour  qu'il  n^en 
reçoive  aucun. 

Pour  cela^  il  faut  considérer  toutes  les  forces  qui  doivent 
être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'Alembert,  et  les 
diviser  en  deux  groupes;  le  premier,  composé  de  forces 
appliquées  immédiatement  à  Taxe;  le  second,  de  forces 
détruites  par  la  liaison  même  dos  points  du  corps  entre 
eux,  et  qui  ne  peuvent  par  ronséquent  afTecter  Taxe  en  au- 
cune manière. 

A  cet  eilet,  on  prendra  l'axe  fixe  pour  axe  des  2,  et,  pour 
plan  des  x  et^,  celui  qui  serait  mené  par  le  point  d^appli- 
calionde  la  force,  perpendictilai renient  â  cet  axe. 

L'équilibre  devra  avoir  lieu  enlro  lu  force  instasianée, 
dont  nous  désignerons  les  composâmes  par  x^y^  «,  et  des 
forces  égales  et  opposées  aux  quantités  de  mouveoiecit  o^nr- 
muniquées  instantatiément  à  chaque  particule  r/m^dont  les 

composantes  sont  —dm^  —  r/m,  —  rf/;/;  mais  Ta  dernière 

est  nulle,  puisque  le  z  de  chaque  point  est  invariable. 
En  décomposant,  suivant  Tordinaire,  toutes  les  iorccs 
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en  trois  forces  agissant  suivant  les  axes,  et  trois  couples 
s! lues  dans  les  plans  coordonnés,  on  trouvera  pour  expres- 
sions de  ces  forces 

-•^11^1  étant  Vx  et  ly  du  centre  de  gravité,  et  w  la  vitesse 
angulaire  produite;  les  nMMncnts  des  trois  couples  ayant 
leurs  axes  suivant  les  axes  des  j:,  des j^  et  des  2,  auront 
respectivement  les  valeurs  suivantes  : 

1  bZ — tà^xzdnif     — flZ  -h  0»  j^jrzdniy 

(2)        ] 

«Y  —  ^X  —  M  ^r^dffi , 

a  et  h  désignant  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
la  force. 

Les  trois  forces  et  les  deux  premiers  couples  sont  évi- 
demment détruits  par  Taxe,  et  font  connaître  les  elTorts  qui 
tendent  à  l'entraîner.  Quant  au  troisième  couple,  il  est  nul 
de  lui-même,  sans  quoi  l'équilibre  n*aurait  pas  lieu  ;  et  c'est 
cette  condition  qui  détermine  la  valeur  de  la  vitesse  angu- 
laire, comu^  nous  l'avons  vu  précédemment.  Ce  couple 
ne  produit ^onc  aucun  ellbrt  sur  l'Mce. 

809.  Si  l'on  veut  savoir  dans  quelles  circonstances  le 
mouvement  initial  du  corps  se  produira,  sans  qu'aucun 
eflort  soit  exercé  sur  Taxe,  il  faut  exprimer  que  l'équilibre 
a  lieu  sans  que  l'axe  produise  aucune  force,  et,  par  consé- 
•quent,  par  la  liaison  seule  des  points  du  corps  5  c'est-à-dire 
qu'on  peut  supprimer  l'axe  et  considérer  le  corps  comme 
entièrement  libre.  Or  on  sait  que  dans  ce  cas  il  faut  que  la 
force  résultante  «oit  nulle,  ainsi  que  le  couple  résultant. 
Il  faut  donc  que  les  trois  composantes  de  la  force  soient 
fiéparéraent  nullesj  ainsi  que  les  momeots  des  trais  couples 
xomposaafts. 

27. 
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On  aura  ainsi  les  six  équations  suivantes  : 

X -4- «M/i  =  o,     Y  —  ft>Mjr,  =  Oy     Z=:09 

bZ  —  w^JTïrfw  =  o, 

—  flZ  -h  ùi^^jrzdm  z=  o, 


aY 


—  b\  —  oi^^r^dm  =  o. 


Elles  sont  suffisantes;  car,  si  elles  ont  lien  et  qu'on  donne 
l'impulsion  en  retenant  Taxe,  la  vitesse  initiale  sera  cki, 
et  Taxe  n'éprouvera  aucune  percussion  :  il  était  donc  inu- 
tile de  le  tenir. 

Si  Ton  en  élimine  co,  on  aura  entre  les  don  nées  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Taxe  ne  reçoive 
aucun  choc  pour  acquérir  instantanément  sa  vitesse  angu- 
laire. Mais  il  est  bon  de  simplifier  ces  calculs,  en  faisant 
passer  le  plan  des  o:  et  ^  par  le  centre  de  gravité  du  corps^ 
parce  qu'on  a  alors j'^  =  o,  et  les  équations  deviennent 

X  =  0,      Z=:09      Y  =  u  fàXtf 
^^xzdm  =  Of     ^^jrzdm  =  Oy     aY  =:»^^r^dm. 

Les  deux  premières  expriment  que  la  force  est  perpendi- 
culaire au  plan  ZX',  la  quatrième  et  la  cinquième  ex- 
priment que  Taxe  fixe  est  un  axe  principal  d^inertie  rela* 
tivement  à  l'origine. 

Les  deux  autres  donnent  une  nouvelle  condition,  par 

Télimination  de  co,  et,  déplus,  la  valeur  même  de  oè.  Cette 

condition  est 

^^                                     "Str^diii 
flM«i  =  2.r*dmj     d'où     a  =  -^j • 

On  voit  par  U  que  la  distance  a  de  la  force  â  Taxe  est 
précisément  la  longueur  du  pendule  composé  que  forme^ 
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rait  le  corps^  si  on  le  souineltail  à  raclion  seule  de  la  pe- 
santeur, après  avoir  donné  à  Taxe  auquel  il  est  lié  une 
position  horizontale. 

Quant  à  la  vitese  angulaire  co,  elle  aura  pour  valeur 

aY 

comme  nous  l'avions  trouvée  précédemment,  Y  et  a  étant 
ici  ce  qui  était  désigné  par  P  et/:>. 

310.  En  résumant  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
on  aura  les  conditions  suivantes,  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  Taxe  ne  reçoive  aucun  choc  : 

1°  Que  la  force  instantanée  soit  perpendiculaire  au  plan 
passant  par  Taxe  et  le  centre  de  gravité  du  corps; 

2*^  Que  cet  axe  soit  un  des  axes  principaux  du  corps  par 
rapport  au  point  où  il  est  rencontré  par  le  plan  qui  lui 
«st  perpendiculaire  et  (}ui  contient  la  force; 

3°  Que  la  distance  de  la  force  à  Taxe  soit  la  même  que 
celle  du  centre  d'oscillation  du  corps  autour  de  ce  môme  axe. 

Cette  dernière  condition  montre  que  la  question  pro- 
posée est  impossible  quand  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe;  car,  alors,  la  dislance  de  la  force  à  l'axe  aurait  une 
expression  infinie. 

Le  point  où  la  force  doit  èlre  appliquée  dans  le  plan 
passant  par  l'axe  et  le  centre  de  gravité  se  nomme  centre 
de  percussion,  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  contient  les 
centres  d'oscillation,  et  par  conséquent  est  l'un  de  ces 
centres;  en  ne  réservant  pas  cette  dénomination,  exclusi- 
vement à  celui  qui  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravité  sur  Taxe. 

RéciproqnemenU  —  Si  le  corps  était  en  inonvement 
autour  de  Taxe,  on  pourrait  l'arrêter  brusquement,  au 
moyen  d'une  force  appliquée  au  centre  de  percussion,  sans 
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qu'il  en  résultât  aucun  effet  sur  l'axe,  en  supposant  que 
les  circonstances  que  nous  avons  indiquée  aient  lieu. 

311.  Cas  ou  Vctxe  a  un  point  fixe,  —  Nous  Tenons  de 
faire  connaître  les  conditions  pour  qu  une  force  instaniaoée 
produise  une  rotation  autour  d'un  axe  purcuieut  idéal, 
incapable  de  résistance.  Nous  allons  maintenant  examiner 
le  cas  où  il  existerait  un  point  fixe  dans  le  corps.  La  force 
instantanée  produira  un  mouvement  initial  qui  ne  peut 
être  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
fixe,  et  que  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  déterminer 
généralement^  nous  voulons  seulement  chercher  les  condi- 
tions pour  que  cet  axe  soit,  comme  dans  le  cas  précédent, 
perpendiculaire  au  plan  contenant  la  force  et  le  point  fixe. 
La  question  ainsi  posée  se  résout  immédiatement  au  moyen 
des  calculs  qui  précèdent. 

En  effet,  prenons  ce  plan  pour  celui  des  OP,  j',  le  point 
fixe  pour  origine,  la  perpendiculaire  a  ce  plan  pour  axe 
des  2,  et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  force,  qi&i  se 
réduira  à  Y.  On  aura  aloi*s 

ZrrO,      X  =  0. 

Les  expressions  (i)  deviendront 

Mo»/,,      Y  —  Mbi.r,, 

et  les  expressions  (a) 

et,  comme  les  forces  appliquées  à  l'origine  fixe  sont  dé- 
truites par  sa  résistance,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
les  moments  des  trois  couples  soient  nuls,  ce  qui  donne 

^xzdm  =  o,     ^:ft>dm  =  o,     «  =  ^^^^^  • 
Les  deux  premières  équations  expriment  que  l'axe  des  % 
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est  lin  axe  principal  d'inertie  relativement  an  point  fixe; 
la  dernière  donne  la  vitesse  angulaire  que  prend  instanta- 
nément le  corps  ]  son  expression  est  toujours  la  même  que 
dans  les  cas  précédents.  On  a  ainsi  cette  importante  pro- 
position : 

Une  force  instnnîflhée  appliquée  a  an  corps  qui  a  un 
point  fixcy  le  fera  tourner  autour  de  la  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  le  point  fixe  et  la  force,  lorsque  cette 
perpendiculaire  sera  un  axe  principal,  relatii^ement  au 
point  fixe  y  ou,  en  d^  autres  termes,  lorsque  le  plan  mené 
par  le  point  fixe  et  la  force  sera  un  plan  principal. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que,  si  dans  un  même 
plan  passant  par  le  point  fixe  on  avait  un  nombre  quel- 
conque de  forces,  elles  seraieut  réductibles  d'abord  à  une 
seule  appliquée  au  point,  et  à  un  couple  qui  se  réduirait 
Ini-mème  a  une  seule  force  en  le  transportant,  de  manière 
qu'une  de  ses  forces  passe  au  point  fixe;  il  ne  reste  plus 
alors  qu'une  force,  dont  le  moment  par  rapport  au  point 
fixe  est  égal  à  celui  du  couple;  on  rentre  dotic  dans  le  cas 
de  la  proposition  précédente,  et  la  conclusion  sera  la  même. 

312.  jixes  permanents  de  rotation.  —  Pendant  le  mou- 
vement continu  qui  a  lieu  autour  d'un  axe  fixe,  il  s'exerce 
des  efibrts  contre  cet  axe,  qui  se  calculeront  de  la  même 
manière  que  nous  l'avons  fait  pour  les  forces  instantanées. 

INous  considérons  le  cas  où  aucune  force  n'est  appliquée 
au  corps,  après  que  l'état  initial  a  été  produit.  Les  forces 
qui  doivent  être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'A- 
lembert,  se  ramènent  à  trois  fr)rces  appliquées  à  l'origine, 
et  trois  couples  dans  les  plans  coordonnés.  Or,  si  l'origine 
seule  est  fixée  et  que  les  moments  des  trois  couples  soient 
nuls,  l'équilibre  aura  lieu  sans  qu'il  y  ait  aucun  eflbrt 
exercé  sur  l'axe,  et,  par  conséquent,  il  n'y  aura  aucun 
effort  à  faire  pour  le  retenir  pendant  que  le  mouvement 
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continuera  autour  de  lui.  Or  les  moments  de  ces  couples 
sont  respectivement 


—  «2 2^*^  ^"  -y:  ^^dm^ 


dt 

dt  ^ 
Il  faudra  pour  qu'ils  soient  nuls 

dtA 

et,  par  suite, 

^xzdm  =  o,     ^^jrzdm  =  o, 

c^est-à  dire  que  Taxe  des  z  sera  un  axe  principal  relatif  à 
Torigine,  et  la  vitesse  angulaire  sera  constante.  De  là  ré- 
sulte la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'un  corps  a  Vun  de  ses  points  fixe,  et  commence 
par  tourner  autour  d^un  dr  ses  axes  principaux  d'^inertie 
relatifs  à  ce  point,  il  continuera  indéfiniment  à  tourner 
autour  de  cet  axe,  a%^ec  une  vitesse  angulaire  constùniCp 
si  aucune  force  ne  lui  est  appliquée. 

C'est  pour  cela  que  les  trois  axes  principaux  du  corps, 
relativement  au  point  fixe,  se  nomment  des  axes  perma* 
ncnls  de  rotation  relativement  à  ce  poiut, 

313.  Si  le  point  fixe  ëtaii  le  centre  de  gravité  du  corps, 

on  aurait 

X,  =  o,    ri  =  o  ; 

les  forces  appliquées  à  ce  point  sont,  dans  le  cas  actuel, 

dvi  d^ 

«»Mx, -HM^i  — »      w'Mj,  —  Ma:,  — ,      o; 
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elles  sont  donc  nulles  et  Torigine  n'éprouve  aucune  pres- 
sion; de  sorte  que  le  mouvement  autour  de  I*axe  n'exige 
pas  qu^on  retienne  Taxe,  qui,  par  conséquent,  peut  être 
laissé  entièrement  libre.  D'où  se  déduit  cette  importante 
proposition  : 

Si  un  corps  entièrement  libre  commence  à  tourner  au" 
tour  d^un  de  ses  axes  principaux,  relatifs  à  son  centre  de 
grai^ité,  et  qu  aucune  force  étrangère  ne  lui  soit  appli^ 
quee,  son  mouvement  continuera  uniformément  autour 
de  cet  axe. 

Ces  trois  axes  particuliers,  qui  sont  les  seuls  qui  jouissent 
de  cette  propriété  remarquable,  indépendante  de  toute 
forme  du  corps,  se  désignent  sous  le  nom  A^axes  naturels 
de  rotation. 

Si  le  corps  était  soumis  à  l'action  de  forces  réductibles  à 
un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  le 
mouvement  aurait  toujours  lieu  autour  du  même  axe,  mais 
avec  une  vitesse  angulaire  variable.  Cela  résulte  de  ce  qui 
précède,  puisque  les  deux  forces  du  couple,  transportées  à 
l'origine,  s'y  détruisent,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  couples  com- 
posants dans  les  plans  XZ,  YZ. 

Observation,  —  Nous  nous  sommes  un  peu  étendu  sur 
le  mouvement  d*un  corps  solide  autour  d'un  axe*,  mais 
riniportance  de  la  question  nous  a  paru  exiger  ces  déve- 
loppements. Non -seulement  les  propositions  que  nous 
avons  démontrées  sont  utiles  par  elles-mêmes,  mais  elles 
le  sont  encore  par  l'usage  que  l'on  en  fait  dans  l'élude  de 
questions  plus  complexes.  Le  mouvement  autour  d'un  axe 
est  l'élément  de  tous  les  autres;  et  la  connaissance  des  axes 
principaux  d'inertie  d'un  corps  permet,  comme  nous  allons 
le  démontrer  tout  à  l'heure,  de  ramener  l'effet  immédiat 
de  forces  appliquées  à  un  corps,  à  celui  qui  serait  produit 
autour  d'axes  déterminés. 
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De  plus,  nous  avous  trouvé  là  Toccasioii  d'appliquer,  a 
des  questions  de  grande  importance,  la  méthode  par  la- 
quelle les  questions  de  mouvement  sont  ramenées  à  des 
questions  d'équilibre. 

Nous  donnerons  moins  de  développement  jtux  théories 
qui  suivent^  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  marche 
générale,  et  nous  renverrons,  pour  les  détails,  aux  Traites 
spéciaux. 


■"  '      <•*■ 
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DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOUDE  DONT  UN  POINT 

EST  FIXE. 


Si  Fétat  initial  da  corps  est  donné,  il  n'y  a  plus  à  s'or^ 
cuper  que  du  mouvement  continu  qui  suivra. 

Si  Ton  donne  seulement  les  forces  instantanées  qui,  ap- 
pliquées au  corps  en  repos  et  dans  une  position  connue, 
produisent  cet  état  initial,  la  première  question  à  résoudre 
est  la  détermination  de  cet  état,  et  c'est  elle  qui  va  nous 
occuper  d*abord. 

314.  Mouifement  initial  produit  par  des  forces  instan- 
tanées. —  Quel  que  soit  le  nombre  de  ces  forces,  elles 
sont  toujours  réductibles  à  une  seule  force  appliquée  au 
point  fixe  et  un  couple  unique.  La  force  est  détruite  par 
la  résistance  du  point;  la  question  se  réduit  donc  toujours 
à  trouver  Teflet  d'un  couple  instantané. 

Pour  cela,  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps, 
relatifs  au  point  fixe,  et  nous  désignerons  comme  précé* 
demnient  par  A,  B,  C  les  moments  d*inertie  par  rapport 
à  ces  axes;  Téquation  de  Tellipsoïde  central  sera 

Si  maintenant  on  décompose  le  couple  donné  en  trois 
antres  ayant  pour  axes  ceux  des  x^yex  x,  et,  pour  moments 
respectifs,  L,  M,  N,  on  sait,  par  un  théorème  général  dé'- 
montré  précédemment,  que  les  vitesses  que  prendront  tous 
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les  poiiils  du  corps  par  reflet  du  couple  donné,  peuvent  être 
obtenues  en  composant  celles  qu'ils  obtiendraient  par  Fac- 
tion séparée  des  trois  couples  composants^  agissant  clincun 
sur  le  corps  en  repos  dans  sa  position  donnée.  Or  le  couple 
de  moment  L  étant  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  a 
Taxe  principal  des  x  produira  un  mouvement  autour  de 

cet  axe  même,  avec  une  vitesse  angulaire  «,  égale  à  —• 

Le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  dans  le  sens  des  j^  pro- 
duira un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse  an- 

gulaire  &)==■—•• 

Enfin  le  couple  dont  Taxe  est  dirigé  dans  le  sens  des  z 
produira  un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse 

angulaire  &)''=:  —  • 

Pour  avoir  la  vitesse  résultante  en  chaque  point,  il  fau- 
dra composer  ces  trois  rotations,  ce  qui  se  fera  par  les  règles 
connues  de  la  Géométrie.  L'axe  de  la  rotation  résultante 
fera,  avec  les  axes,  des  angles  a,  ^t  y%  dont  les  cosinus 
seront  proportionnels  à  w,  w',  îù"^  et  la  valeur  de  cette  ré- 
sultante sera 


^w"  -H  w'^  -f-  w"». 

La  question  est  donc  résolue;  mais  la  direction  de  cet 
axe  a,  relativement  à  rellipsoïde  central,  une  position  re- 
marquable, que  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  faire 
connaître. 

Le  rayon  de  Tellipsoïde  qui  fait  avec  les  axes  des  angles 

L    M    N 

dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à -»  —  »  -  t  rencontre 

A.     0     c» 

sa  surface  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  pro])or- 
tionnclles  à  ces  mêmes  valeurs,  et,  par  conséquent,  Téqua-» 
tion  du  plan  mené  par  Torigine,  parallèlement  au  plan  laa- 
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gent  à  l'ellipsoïde  en  ce  point,  aura  pour  équation 

L.r-h  M/  -f-Nz  nr  o, 

ce  qui  est  précisément  l'équation  du  plan  du  couple  donné, 
dont  Taxe  fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  à  L,  M,  N.  De  là  résulte 
celte  remarquable  proposition  due  à  PoÎDsot  : 

Laxe  de  la  rotation  proriuite  par  un  couple  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  du  couple,  dans  Vellipsoïde  central  relatif  au 
point  fixe. 

On  voit  comment  la  considération  des  axes  principaux 
d'inertie  a  ramené  immédiatement  à  des  mouvements  au- 
tour d'axes  fixes,  le  mouvement  beaucoup  moins  simple 
autour  d'un  point  fixe. 

DU    HOUVEMEKT    C02ITIMU    AUTOUR   D^UM    FOIMT     FIXE. 

315.  L'état  initial  étant  connu,  il  s'agit  de  déterminer 
le  mouvement  que  prendront  tous  les  points  du  corps,  par 
Taction  des  forces  continues  qui  y  sont  appliquées.  Mais  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  calculer  en  fonction  du  temps 
les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points^  il  suffirait,  par 
exemple,  d'en  choisir  particulièrement  trois  non  en  ligne 
droite,  et  de  prendre  leurs  coordonnées  pour  inconnues, 
celles  de  tous  les  autres  points  s'ensuivraient  nécessaire- 
ment. On  pourrait  de  bien  d'autres  manières  réduire  la 
recherche  à  un  nombre  fini  d'inconnues  :  parmi  tous  les 
systèmes  que  l'on  peut  choisir,  le  plus  commode  est  celui 
qui  consiste  à  prendre  trois  droites  rectangulaires  liées 
invariablement  au  corps,  et  passant  par  le  point  fixe.  Si 
Ton  peut  déterminer  à  chaque  instant  leurs  positions  par 
rapport  à  trois  axes  fixes  ayant  pour  origine  le  point  fixe, 
ils  détermineront  la  position  du  corps  à  chaque  instant,  et, 
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par  suite,  celle  de  tous  ses  points,  qui  y  seront  rapportés 
naturellement  comme  à  un  système  d*axes  coordonnés. 

Chacun  de  ces  axes  mobiles  avec  le  corps,  ei  que  nous 
désignerons  par  Xt,  Y,,  Zi,  sera  déterminé  par  les  angles 
que  sa  direction  fera  avec  celles  des  axes  fixes;  il  y  aura 
ainsi  neuf  quantités  inconnues,  mais  entre  lesquelles  îl 
existera,  comme  on  sait,  six  équations  de  condition,  ce  qui 
réduit  le  nombre  des  inconnues  à  trois.  On  peut  encore, 
au  lieu  de  ce  système  d'angles  «et  d'équaiiona  de  condî<- 
tion,  considérer  trois  angles,  f ,  <p,  0,  indépendants  les 
uns  des  autres,  qui  seront  les  inconnues  définitives  dont 
on  cherchera  à  exprimer  les  valeurs  en  fonciSon  du 
temps.  L'un  d'eux  sera  Tangle  que  fait  l'axe  Zi  avec  Taxe 
Z;  le  second,  l'angle  que  fait  avec  X  ia  t^^aoe  du  plaB 
Xi  Yj  sur  XY;  le  troisième,  l'angle  de  l'axe  Xi  avec  cette 
même  trace.  On  a  donné,  dans  les  éléments  de  Géomé- 
trie et  de  Calcul,  les  équations  qui  permettent  de  passer 
d'un  système  à  l'autre;  nous  ne  nous  occuperons  point  ici 
de  ces  détails. 

Les  inconnues  étant  ainsi  choisies,  il  s'agit  <de  trouver 
les  équations  par  lesquelles  on  pounra  les  défterailner.  La 
méthode  sera  toujours  la  mfime,  ou  exprimera  qu'il  y  a 
équilibre  au  moyen  ^Ics  liaisons,  entre  les  forces  données 
et  les  forces  d'inertie  de  tous  les  points  matériels;  ce  qni 
fournira,  comme  on  l'a  vu  dans  la  théorie  de  l'équilibre, 
trois  équations  exprimant  l'équilibre  ^es  couples  prove- 
nant de  la  décomposition  de  chaque  force  en  une  force  ap- 
pliquée au  point  fixe  et  un  couple.  On  aura  ainsi  afOtant 
d'équations  que  d^incoanucs,  et  lé  problèmif  de  m^uiMemtmU 
sera  ramené  è,  unt  problème  de  calcul* 

316.  JI  j  a  maintenant  une  observation  imporiante  à 
,  faire  sur  le  choix  des  axes  suivant  lesquels  on  fera  la  dé- 
composition des  forces.  Quels  qu'iJs  soient,  l*équilibre  «st 
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assuré  en  égalant  à  zéro  cliacan  des  couples  co  m  posants 
ajant  leurs  axes  suivant  ces  trois  droites.  On  pourra  prendre 
ceruines  droites  à  une  époque  du  mouvement  et  d'antres 
â  nne  autre  époque;  les  équations  ainsi  obtenues  exprime* 
ront  toujours  l'équilibre  qui  doit  avoir  lieu,  et  par  conséo 
quent  suffiront,  avec  plus  ou  moins  d'avantage,  à  la  détep* 
mination  du  mouvement. 

Or  les  trois  directions  qu'il  est  le  plus  avantageux  de 
prendre  sont  celles  des  axes  fixés  an  corps,  et  pour  ]es«- 
«{nielles  on  choisit  les  axes  principaux  d'inertie  relativement 
au. point  fixe.  Seulement,  il  y  aura  quelques  attentions  à 
avoir  pour  l'expression  des  composantes  de  la  force  d'iner- 
tie, qui  est  fort  différente  de  ce  qu'elle  serait  relativement 
à  des  axes  fixes.  Ainsi  ces  composantes,  estimées  par  rap«> 

port  aux  axes  fixes  X,  Y,  Z,  seront,  au  signe  prés,  — ^  dm^ 

—f--  dm.  —7-  dm.  ou  les  dérivées  des  composantes  de  la  vî- 

tesse,  suivant  ces  mêmes  axes. 

On  voit  bien  quUl  n'en  peut  ôtre  de  même  pour  les  coor- 
données J?!,  ^1,  Z|,  qui  sont  constantes  pour  une  même 
molécule;  mais  on  pourrai-t  croire,  au  premier  abord,  que 
les  dérivées  dea  composantes  u,  i',  w  de  la  vitesse  du  point 

parallèlement  aux  axes X|,Yi.Zi,  ou  -r-dm.  —-dm.  -r-  dm. 
^  '  dt         ^  dl  dt        ^ 

sont  bien  Ie6  composantes  de  la  force  motrice  qui  agit 
sur  dm,\  ce  qui  serait  une  très-grave  erreur,  comme  on  va 
le  voir. 

.  En  eiTet,  u,  v,  w  sont  des  fonctions  du  temps  qui  expri- 
ment à  chaque  instant  les  composantes  de  la  vitesse  réelle 
du  points  estimées  suivant  les  directions  qu^ont  les  axes  Xi, 
Ytf,  Zt  au  moment  où  Ton  fait  cette  décomposition,  et 
u  -i^  diiy  v-^dv^  iv-f-rfiv  sont  les  composantes  de  la  vi- 
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tesse  après  le  temps  dt^  estimée  suivant  les  nouvelles  di- 
rections des  mêmes  axes  après  ce  temps  dt\  de  sorte  que 
du^  dvy  dw  ne  sont  pas  les  accroissements  des  composantes 
de  la  vitesse  réelle  du  peint,  estimées  suivairt  les  trois 
mêmes  axes;  ce  qu'il  faudrait  cependant  pour^e^  en  les 
divisaat  par  dt^  on  eût  le^-composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice. 

Cette  remarque  bien  simple  étant  faite,  on  voit  comment 
on  peut  obtenir  ces  accroissements  des  composantes  de  la 
vitesse  suivant  les  axes  X|,  Tf,  Z^  restant  dans  la  position 
quMls  occupent  au  commencement  de  T intervalle  dt.  U 
suffira,  en  effet,  de  chercher  les  composantes,  suivant  ces 
mêmes  axes,  de  la  vitesse  à  la  fin  de  cet  intervalle,  et  d*en 
retrancher  respectivement  u^  i',  w]  on  aura  alors  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  suivant  les  axes  Xt, 
Ti,  Zi  dans  leur  première  position,  en  divisant  les  restes 
par  dl.  Quant  aux  composantes  suivant  X|,  Y|,  Z|  de  la 
vitesse  après  le  temps  dt^  elles  s'obtiendront  en  projetant 
successivement  sur  ces  trais  axes  les  trois  composantes 
u  -f-  rfa,  i*  -f-  di^^  w  -f-  dw  de  la  vitesse  après  le  temps  dff, 
suivant  les  dernières  directions  des  axes  mobiles. 

Connaissant  ainsi  les  composantes  des  forces  d'inertie  pa- 
rallèlement aux  axes  principaux  da  corps,  et  décomposant, 
suivant  les  mêmes  directions,  les  forces  extérieures  don- 
nées, on  formera  facilement  les  trois  équations  de-ré^uJ- 
libre  de  Tenseuible  de  ces  forces,  qui  seront  les  équations 
du  mouvement  du  corps. 

Nous  n*entrerons  pas  dans  les  détails  de  ce  calcul,  et 
nous  nops  borneront  à  en  donnerJe  résultai.  En  représen- 
tant d'abord  par  u',  u',  w'  les  composantei  de  la  force  ac- 
célératrice  parallèltoient  aUx  directions  d^  axes  mobiles, 
et  par  Xi,  Y|,  Z|  les  composantes  parallèks  aux  axes  mo- 
biles de  la  force  motriee  appliquée  i  ^n  i^olnt  quelconque. 
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le  principe  de  d'Alembert  fournira  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

Les  sommes  indiquées  dans  les  premiers  membres  se  rap- 
portent a  la  masse  entière,  et  celles  du  second  aux  forces 
extérieures  qui  peuvent  être  appliquées,  soit  à  tous  les  points 
du  corps,  soit  à  certains  points  particuliers  en  nombre 
fini.  Ces  dernières  peuvent  être  exprimées  à  chaque  instant 
diaprés  les  éléments  qui  déterminent  la  position  du  corps; 
ce  sont  donc  des  fonctions  connues  des  angles  f ,  ^^  0,  et 
peut-être  de  t,  dans  le  cas  où  les  forces  dépendraient  du 
temps. 

Quant  aux  premiers  membres,  ils  auront  une  expression 
extrêmement  simple  si  l'on  choisit  les  axes  principaux 
d'inertie  du  corps  pour  les  axes  Xi,  Yi,  Z|.  Alors  les 

sommes  5!j^*^«  ^"'i  51'^*  ^*  *'''»» 51  ^*J^*  ^^  ^^^^  nulles; 

et  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  aux  axes  respectifs  des  Xi,  j^i,  Zi,  et 
par  L,  M,  N  les  fonctions  connues,  qui  sont  les  expres- 
sions des  seconds  membres,  on  aura  les  trois  équations 
suivantes  : 


(0 


A^  =  (B-C)yr+L, 
Bj=(C-A)iy  +  M, 


a8 
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Ces  trois  équations  doivent  être  jointes  à  celles  qui  déter* 
minent  p^  q^  r  en  fonction  des  angles  a^  6,  c,  a', .  ^ . .  Ces 
dernières  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  trois  angles  op, 
<p,  6  [Cours  de  Mécanique).  En  faisant  cette  transforma- 
tion, on  trouve 

p  =:  costp  —  +  sinf  sinO  —^ 

(2)  ^  y  =  — sm^  —  4- cos^smS-ri-i 

r=cosO—î-  -+-  -r* 
di         dt 

On  a  ainsi  un  système  de  six  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  qui  déterminera  les  six  fonctions  p^  q^  r, 
f ,  ^p)  0  eu  fonction  de  t.  Les  six  constantes  arbitraires  se 
détermineront  par  les  positions  et  les  vitesses  initiales. 

317.  Ces  équations  ne  peuvent  être  intégrées  que  dans 
des  cas  particuliers. 

S'il  n^existe  aucune  force  extérieure,  les  équations  (i) 
se  réduisent  à 

A^  =  {B-G)7r, 

On  tire  facilement  de  ces  équations  les  deux  suivantes  : 

dp      ~    dq      „   dr 
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d'où 

A  et  A  étant  des  constantes  qui  seront  déterminées  par  Tétat 
initial.  Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  p  et  ^,  et  les 
reportant  dans  la  troisième,  on  aura 

(4)  *=  ^^^^'^^ 


V/A'  —  B^  -+-  C(B  —  C)r'  v^A/i  —  X^  4-  C  (C  —  A)  r^ 

Cette  expression  ne  peut  être  intégrée  sous  forme  finie 
que  si  deux  des  trois  moments  d'inertie  A,  B,  C  sont  égaux, 
ou  si  A'  est  égal  à  Tune  des  trois  quantités  Ah,  BA,  CA. 
Efiectuant  alors  l'intégration,  on  aura  t  en  fonction  de  r, 
d'où  r  en  fonction  de  f,  et,  par  suite  aussi,  p  ei  q.  Il  ne 
restera  plus alorB  qu'à  déduire  des  équations  (a)  les  valeurs 
<ie  f>)  v{/,  0. 

Mais  il  sera  plus  avantageux  de  faire  usage  du  principe 
des  aires,  et  de  prendre  pour  plan  des  x  et  j^  le  plan  iiwa- 
viable  du  maximum,  ou,  en  d*aulres  termes,  celui  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement,  lequel  est  constant 
Jtn  direction  et  en  grandeur,  puisque  les  forces  extérieures 
sont  nulles. 

De  là  résulteront  les  équations  suivantes  [Cours  de  Mé^ 
caniqiie)  : 

itr\       Ap         ,    -    .  B7         .  Cr 

(5)      -j-  =  smÔsin^,      -Y-  =  sm6cosf,      —  =  cosO, 

h  désignant  la  valeur  constante  connue  du  moment  du 

couple  résultant  yjà}p*  -4r  B*^'  -4-  C*r* . 

Ces  trois  dernières  équations  se  réduisent  à  deux,  parce 
que  la  somme  de  leurs  carrés  est  une  identité.  On  ne  pourra 
donc  en  tirer  que  les  valeurs  de  deux  des  angles.  On  obtien- 

•    28. 


ou 
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dra  ainsi 

et  Ton  n'aura  recours  aux  équations  (2)  que  pour  la  déter- 
mination de  (p. 

Pour  cela,  on  éliminera  —  des  deux  premières,  et  Ton 
aura 

d'if 
/7sinf  -f-  f  cosç  =  sinO--—-» 

ou,  diaprés  les  équations  (5), 

.       =  smO  -;-î 

remplaçant  Ap^-r-  B9*  par  son  égal  h  —  Cr*,  on  aura 

Si  Ton  remet  maintenant  pour  M  son  expression  (4)9  on 
aura  à  effectuer  une  quadrature  qui  sera  possible  sous  forme 
finie  dans  les  mêmes  cas  que  celle  de  dt. 

Nous  renvoyons,  pour  les  détails,  au  Cours  de  Méca- 
nique,  où  Ton  trouvera  la  démonstration  de  quelques-uns 
des  beaux  théorèmes  que  Poinsot  a  fait  connaître. 


DU   DOUBLE   MOUVEMEUT   D*UN    CORPS    SOLIDE   LIBRE. 

318.  Lorsqu'un  système  rigide  est  passé  d^une  position  à 
une  autre,  on  aurait  pu  l'y  faire  arriver  en  lui  donoani  un 
mouvement  de  translation  par  lequel  tous  les  points  décri- 
raîeut  des  droites  égales  et  parallèles  a  celle  qui  joindrait  la 
première  et  la  seconde  position  d'un  de  ses  points,  choisi  i 


-volonté  ^  puis  en  donnant  au  système  un  mouvement  ooo^ 
venable  autour  de  ce  point  iixe. 

Le  point  choisi  pour  opérer  la  translation  est  arbitraire, 
et  il  y  a  par  conséquent  une  înfinilé  de  manières  de  faire 
passer  un  corps  d*une  position  à  une  autre  par  une  trans- 
lation et  une  rotation  :  ce  n^est  là  qu^une  question  de  Géo- 
métrie, dans  laquelle  la  considération  des  forces  n'entre 
pas.  Mais  lorsque  le  mouvement  est  continu  et  produit 
par  des  forces  données,  il  n^y  a  plus  rien  d'arbitraire,  et  il 
s^agit  de  déterminer  toutes  les  positions  successives  dans 
lesquelles  se  trouve,  effectivement,  le  corps  à  chaque  îd" 
stant. 

La  méthode  qui  conduira  aux  équations  du  mouvement 
consistera  toujours  à  exprimer  l'équilibre  entre  les  forces 
extérieures  appliquées  au  corps,  et  les  forces  d'inertie  dé- 
veloppées par  tous  ses  points  ;  ces  équations  seront  au 
nombre  de  six,  puisque  le  corps  est  entièrement  libre. 
Quant  au  mode  de  détermination  du  corps,  on  considérera, 
comme  dans  le  problème  précédent,  trois  axes  qui  lui 
soient  invariablement  liés,  et  Ton  verra  bientôt  Tavantage 
qu'il  y  aura  à  choisir  le  centre  de  gravité  pour  leur  point 
de  rencontre.  On  prendra  alors  pour  inconnues  les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  et  les  angles  que  les  direc- 
tions de  ces  axes  font  avec  celles  d'axes  fixes  ^  ou  sim- 
plement trois  angles  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
employés  dans  la  question  précédente.  On  aura  ainsi  six 
équations  et  six  inconnues,  et  le  problème  sera  déterminé. 

On  voit  que  la  question  est  beaucoup  plus  compliquée 
que  la  précédente,  dans  laquelle  le  point  de  rencontre  des 
axés'0K>fa!iles  était  fixe*  Aussi  nous  bomerons-novs  à  foire 
connaître  une  décomposition  remarquable  de  ce  mouve- 
ment) dont  U- démomlratioiii  n'exige  aucua  calcul. 

Mous  nous,  oecuperons  d'abord  de  la  déterrainatipa  de 
l'état  initial,  ]^é6ultani;.de  iorces  iaslaniapées  appliquém 
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au  corps  à  Téut  de  repos.  Nous  considérerons  ensuite  les 
états  résultant  de  l'état  initial  et  de  Faction  des  forces  con* 
tînues. 

319.  Mous^ement  initial  produit  par  des  forces  instan- 
tanées. —  Toutes  ces  forces  peuvent  être  réduites  à  une  ré- 
sultante appliquée  au  centre  de  gravité  et  à  un  couple;  et 
nous  avons  démontré  qu^on  peut  calculer  séparément  l'elTet 
produit  par  Tune  et  Tautre  sur  le  corps  partant  du  repos, 
puis  composer  les  vitesses  acquises  dans  ces  deux  cas. 
Examinons  successivement  ces  deux  eOets. 

Nous  savons  d'abord  que  le  centre  de  gravité  prendra 
le  même  mouvement  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie  et 
que  toutes  les  forces  y  fussent  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes^  ce  qui  donnerait  ainsi  la  résultante  même, 
puisque  les  deux  forces  du  couple  s^y  détruiraient.  Cette 
force  étant  connue  ainsi  que  la  masse  totale,  la  vitesse  ini- 
tiale du  centre  de  gravité  le  sera  par  snite. 

Reste  à  connaître  les  vitesses  initiales  produites  sur  tous 
les  autres  points  par  Faction  de  cette  même  force. 

320.  Effet  d"  une  force  appliquée  au  centre  de  gravité 
d^un  corps.  —  Si  Ton  décompose  le  corps  en  éléments  in- 
finiment petits  en  tous  sens,  la  force  donnée  pourra  être 
décomposée  en  forces  parallèles,  appliquées  à  ces  éléments 
proportionnellement  à  leurs  masses.  Si  tous  ces  éléments 
étaient  libres,  ils  se  mouvraient  parallèlement  à  la  force 
donnée,  avec  une  vitesse  égale  au  rapport  de  la  force  qui 
leur  est  appliquée,  à  leur  masse,  et  par  conséquent  au  rap- 
port de  la  force  totale  à  la  masse  totale  ;  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  du  centre  de  gravité.  D'où  Ton  conclut 
qn*  une  force  quelconque  ^  appliquée  au  centre  de  gravité 
d^un  corps  solide,  fait  acquérir  à  tous  ses  points  une  ^vitesse 
égale,  parallèle  à  la  force,  et  la  même  que  si  toute  la 
masse  était  réunie  au  centre. 
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Si  la  force  est  de  celles  qu  on  appelle  instantanées,  la 
vitesse  aoqaise  pendant  le  temps  extrêmement  petit  de  son 
action,  sera  une  vitesse  finie.  Si  au  contraire  c'est  une  force 
finie,  la  vitesse  acquise  dans  un  temps  infiniment  petit 
sera  infiniment  petite,  et  la  proposition  précédente  subsis- 
tera toujours.  Dans  le  cas  où  cette  force  finie  agirait  pen^ 
dant  un  temps  fini,  dans  une  direction  constante,  les  vi- 
tesses acquises  s'ajouteraient  et  produiraient  une  vitesse 
finie,  déterminée  toujours  par  le  même  théorème. 

321 .  Maintenant  que  nous  connaissons  lefiet  d'une  force 
quelconque  appliquée  au  centre  de  gravité  d'un  corps  libre, 
et  dans  le  cas  acliiel  cette  force  étant  la  résultante  de  toutes 
les  forces  instantanées  qui  doivent  produire  l'état  initial, 
nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  : 

L'effet  produit  par  la  résultante  des  forces  instanta- 
nées transportées  au  centre  de  gravité,  est  de  faire  ac- 
quérir à  tous  les  points  des  vitesses  parallèles  à  cette 
force  et  égales  à  celle  qui  aurait  lieu  si  toute  la  masse 
était  réunie,  et  toutes  les  forces  transportées,  au  centre  de 
gravité. 

322.  JEjffet  du  couple  instantané,  —  Passons  à  l'effet  du 
couple  instantané,  appliqué  au  corps  en  repos. 

Le  centre  de  gravité  ne  sera  pas  déplacé,  puisque  les 
deux  forces  du  couple  transportées  en  ce  point  se  détrui- 
raient; d'où  l'on  conclut  que  rien  ne.  serait  changé  dans 
l'effet  produit,  si  Ton  fixait  invariablement  ce  point. 

Mais  alors  on  pourrait  introduire  en  ce  point  la*^résul- 
tante  générale,  puisqu'elle  serait  détruite  par  la  résistance 
du  point  fixe  :  on  peut  donc  dire  que  l'effet  du  couple  est 
le  même  que  serait  celui  de  toutes  les  forces  données,  si 
l'on  fixait  le  centre  de  gravité.  D'où  résulte  enfin  cette 
proposition  générale  qui  donne  la  détermination  de  l'était 
initial  : 
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Les  vitesses  que  prennent  instamuinément  lèsé^rents 
points  d^un  corps  solide  libre,  peupent  être  considérées 
comme  les  résultantes  de  celles  qui  se  rapporierateni  à 
deux  moyyements  distincts  :  l'un  de  translation,  produû 
par  les  forces  d  '^impulsion  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité  ^  Vautre  de  rotation, 
produit  par  le  système  même  des  forces  données,  agissant 
sur  le  corps  dont  le  centre  de  grapité  aurait  été  intmria" 
blementfixé. 

Au  moyen  de  cette  proposition,  le  mouYement  initial  du 
corps  est  entièrement  connu,  puisque  l'on  sait  déterminer 
celui  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Quant  à  ce  qu^il 
deviendra  par  la  suite,  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vité se  mouvra  de  la  même  manière  que  si  toute  la  masse  y 
était  réunie,  et  que  toutes  les  forces  continues^y  fussent 
transportées^  sans  clianger  de  grandeur  et  de  direction.  Mais 
ces  forces,  dépendant,  en  général,  de  la  position  des  points, 
se  trouvent,  par  cela  même,  dépendantes  du  mouvement  de 
rotation;  de  sorte  que  Ton  ne  peut  calculer  séparément  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps,  excepté  dans  le 
cas  particulier  où.  les  forces  auraient  des  directions  et  des 
intensités  constantes ,  comme  par  exemple  dans  le  cas  de  la 
pesanteur. 

Au  reste,  on  peut  toujours  établir  la  même  proposition 
relativement  aux  forces  continues,  que  relativement  aui 
forces  instantanées.  En  efftft,  considérons  le  corps  è  un 
instant  quelconque  :  on  peut  supposer  qu'il  part  du  repos 
et  qu'rl  est  sollicité,  d'un  cAté,  par  des  forces  instantanées 
qui  donneraient  à  chaque  point  la  vitesse  quHi  a  ;  d*nn  antre 
c6té|  par  les  forces  continues  qui  ne  peuvent  produire  que 
des  vitesses  infiniment  petites  dans  un  intervalle  de  tempi 
infiniment  petit,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  des 
forces  instantanées  agissant  au  commenoement  de  cet  in» 
tervalle  de  temps  infiniment  petit.  Or,  d'après  le  prindpe 
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que  nous  avons  rappelé,  on  pent  déterminer  séparément 
les  TÎtesses  produites  par  ces  deux  systèmes,  et  les  composer 
ensuite.  Le  premier  produira  l*efTet  qui  avait  réellement 
lieu  à  ri nstant considéré;  le  second  est  identique  avec  celui 
que  nous  avons  discuté  d'abord,  et,  par  conséquent,  il  pro- 
duira une  vitesse  de  translation  infiniment  petite,  due  à 
toutes  les  forces  continues  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au.  centre  de  gravité,  et  un  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité  rendu  fixe,  produit 
par  toutes  ces  forces  dans  leur  véritable  position. 

Ainsi  donc,  si  Von  conçoit  par  le  centre  de  gras^ité  du 
corps  trois  axes  rectangulaires  qui  se  meuvent  parallèle^ 
ment  à  eux-mêmes  y  leur  point  de  rencontre  se  mouvra 
comme  si  toute  la  masse  du  corps  y  était  réunie,  et  que 
toutes  les  forces^  instantanées  ou  continues ,  y  fussent  ap" 
pliquées;  et  le  mouvement  du  corps  y  par  rapport  à  ces 
€ixeSj  sera  le  même  que  si  leur  point  de  rencontre  était 
invariablement  fixé  y  et  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
à  chaque  instant  les  différents  points  dans  le  mouvement 
réel  fussent  appliquées  de  la  même  manière  à  ces  mêmes 
points, 

323.  ^application  à  P ellipsoïde  pesant.  —  Supposons 
qu'un  ellipsoïde  homogène  reçoive  une  impulsion  dont  la 
direction  soit  comprise  dans  le  plan  de  deux  de  ses  axes 
principaux  relatifs  k  son  centre  de  gravité,  et  soit  ensuite 
abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur.  Désignons  par  fxv  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  la  force  instantanée, 
par /la  distance  de  cette  force  au  centre,  par  6  et  c  les 
deux  demi-axes  qui  sont  dans  le  plan  de  la  force^  et  par  a 
le  troisième;  enfin  par  M  la  masse  deTellipsoïde,  et  par  V 
la  vitesse  initiale  de  son  centre  de  gravité. 

Le  centre  de  gravité»  qui  est  le  centre  de  Tellipsoïde,  de** 
vani  se  mouvoir  comme  si  la  masse  M  y  était  concentrée, 
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et  fut  sollicitée  au  premier  însUnt  par  la  force  fn^j  puis 
par  son  poids,  ce  point  prendra  d'abord,  dans  une  direc* 
tion  parallèle  a  celle  de  Fimpulsion,  une  vitesse  dont  la 
valeur  sera 

M 

et  il  décrira  une  parabole  tangente  à  cette  direction  ini- 
tiale, et  dont  Téquation  se  calculera  comme  dans  le  cas  d^an 
point  libre.  Pour  connaître  son  mouvement  par  rapport  i 
trois  axes  passant  par  son  centre  et  parallèles  à  des  direc- 
tions fixes,  il  faut  supposer  que  le  centre  soit  fixe  et  que 
la  force  d'impulsion  ainsi  que  la  pesanteur  agissent  sur  Tel- 
lipsoïde  ainsi  assujetti.  Mais  on  peut  faire  abstraction  de 
la  pesanteur,  puisque  le  centre  de  gravité  est  fixe,  et  il  suffit 
de  déterminer  la  rotation  produite  par  Timpulsion.  Cette 
force  étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite,  qui  est  un  axe  principal  relativement  au  point  où 
elle  est  coupée  par  ce  plan,  et  de  plus  ce  point  étant  fixe, 
il  s'ensuit  que  le  mouvement  aura  lieu  indéfiniment  autour 
de  cet  axe.  La  vitesse  angulaire  (ù  s'obtiendra  en  divisant  le 
moment  fxf^de  la  force  par  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  l'axe  fixe;  on  aura  donc 

ou^  en  introduisant  la  vitesse  V  initiale  du  centre  de  gra- 
vité, 

61  m  ■ 


On  voit  donc  que  Taxe  de  rotation  se  transporte  parallèle- 
ment à  lui-même,  et  que  le  corps  tourne  uniformément 
autour  de  cette  droite^  que  l'on  pourra  déterminer  i  chaque 
instant,  puisqu'on  connaît  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité qui  en  est  le  milieu.  On  déterminera  donc  facilement 
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la  position  de  tous  les  points  de  Tellipsoïde,  à  un  instant 
quelconque. 

Dans  le  cas  où  il  serait  réduit  à  une  sphère  pleine  ou 
creuse,  homogène  ou  seulement  formée  de  couches  homo- 
gènes, tout  diamètre  serait  un  axe  principal  ;  le  mouvement 
de  rotation  aurait  lieu  autour  de  celui  qui  serait  perpendicu- 
laire au  plan  mené  par  le  centre  et  par  la  direction  de  la 
force  d'impulsion,  et  la  direction  de  cet  axe  serait  constam- 
ment parallèle  à  elle-même. 

Le  mouvement  de  rotation  de  cette  sphère  ne  serait  pas 
altéré  si  tous  les  points  étaient  attirés  vers  d'autres  points 
par  des  forces  proportionnelles  aux  masses  et  à  une  fonc- 
tion de  la  distance,  parce  que  la  résultante  des  actions 
exercées  par  un  point  quelconque  sur  la  masse  entière  de 
la  sphère,  passerait  par  son  centre  de  gravité.  Mais  si  le 
corps  était  tant  soit  peu  ditféreut  d'une  sphère,  il  n'en  se- 
rait plus  ainsi  ^  et  c^est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans  le 
cas  de  la  terre. 


CHAPITRE  XXVL 

DU  MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  LIBRES 
SOUMIS  A  LEUR  ACTION  MUTUELLE. 


324.  Cette  question  est  une  des  plus  importantes  de  la 
mécanique  céleste,  et  constitue  la  première  et  la  plus 
grande  partie  du  problème  du  système  du  monde. 

En  effet,  nous  avons  reconnu  que  toutes  les  molécules 
de  la  matière  s'attirent  mutuellement  dans  le  rapport  des 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Dans 
celte  loi  d'attraction  des  sphères  composées  de  couches  con- 
centriques homogènes,  s'attirent  comme  si  leurs  niasses 
étaient  réunies  en  leurs  centres  respectifs;  et,  de  plus, 
d'après  un  principe  général,  leurs  centres  de  gravité  doivent 
se  mouvoir  de  la  même  manière  que  si  cette  concentration 
de  la  matière  avait  lieu. 

Or  les  planètes  et  leurs  satellites  ont  une  forme  sensible- 
ment sphérique,  et  leur  formation  vraisemblable  donne 
lieu  de  croire  qu'elles  sont  composées  de  couches  concen- 
triques homogènes.  On  peut  donc  dans  la  recherche  da 
mouvement  de  leurs  centres  de  gravité,  qui  sont  leurs 
centres  de  figure,  les  considérer  comme  réduites  à  de 
simples  points,  ayant  la  masse  de  ces  corps  eux-mêmes, 
et  s'attirant  mutuellement,  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leurs  distance». 

Si  Ton  pouvait  résoudre  ce  premier  problème,  U  reste- 
rait encore  à  connaître,  pour  chacun  de  ces  corpa,  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de- gravité. 
Or  on  connaîtrait  ^  chaque  ins^nt  la>  position  de  tous  ces 
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centres,  que  Toii  peut  regarder  comme  les  points  (Inap- 
plication des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  d'un 
quelconque  de  ces  corps;  le  mouvement  de  rotation  de 
cliacun  d  eux  rentrerait  donc  dans  la  question  examinée 
précédemment. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  former  les  trois  équations 
du  mouvement  de  chacun  des  points  libres  qui  s'attirent 
ou  se  repoussent  mutuellement,  proportionnellement  à 
leurs  masses  et  à  une  fonction  donnée  <f  (r)  de  leur  diâ* 
tance  r.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  {x^jr^  r),  (x'^y^  «'), 
(x^yj"^  «"),. . .,  les  coordonnées  de  ces  différents  points, 
par  m,  m',  m" y*  leurs  masses,  les  composantes  de  la 
force  totale  qui  s^exerce  sur  ie  premier  sera,  en  désignant 
par  r',  r^\  •  •  «  ses  distances  aux  autres  et  supposant  toutes 
les  actions  attractives, 

mm'  ^-^  ç(r')  -h  mm"  —^  fir")  ■+-. . . , 
mm'  ^^^  ^(r')^mm''  «LJZ/  y  (r-')  H- . . . , 

mm'  ^   T  ^  ?('•')-+-  mm"  ^    "J      ?  ('"' )  -^ 

Si  Tune  des  actions  était  répulsive,  il  faudrait  changer 
de  signes  les  termes  qui  renferment  la  distance  correspon- 
dante. 

Egalant  respectivement  ces  trois  expressions  à  m  '-—^  » 

m  -^  9  m  -—  9  on  aura  les  trois  équations  du  mouvement 

du  premier  point. 

En  agissant  de  même  pour  tous  les  autres,  on  aura  au- 
tant d^équations  que  de  coordonnées,  et  comme  les  variables 
r^  r^^..^  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées,  il  ne 
reste  qa*Une  seule  variable  indépendante,  qui  est  le  temps, 
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et  le  problème  du  mouvement  de  tous  les  points  est  ramené 
au  problème  de  rintégration  d'un  système  d*ëqiiatioDS  dif- 
férentielles. 

325.  Mais  ces  équations  n^étant  pas  linéaires,  ne  peuvent 
généralement  être  intégrées,  sous  forme  (inie,  même  en 
acceptant  les  quadratures  comme  des  opérations  toujours 
praticables.  Les  principes  généraux  en  donneront  bien 
quelques  intégrales;  mais  elles  sont  insuffisantes,  même 
dans  le  cas  où  le  système  ne  se  compose  que  de  trois 
points. 

Ainsi,  le  principe  du  moitvement  du  centre  de  gravité 
apprend  que  ce  point  se  mouvra  uniformément,  en  ligne 
droite,  puisque  toutes  les  forces  étant  deux  à  deux  égales 
et  opposées,  se  détruisent  quand  on  les  transporte  en  un 
même  point;  et,  comme  Tétat  initial  de  tous  les  points  fait 
connaître  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  du  centre 
de  gravité,  son  mouvement  est  complètement  déterminé. 
Ses  coordonnées  sontdonc  des  fonctions  linéaires  connues  du 
temps  ;  or  elles  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  linéaires 
de  celles  des  points  donnés;  il  résultera  donc  de  là  trois 
équations  linéaires  entre  les  coordonnées  de  tous  les  points 
et  le  temps. 

Le  principe  des  aires  en  donne  trois  autres  entre  ces 
coordonnées  et  leurs  premières  dérivées. 

Enfin  le  principe  des  forces  vives  qui  a  lieu,  puisque  les 
actions  mutuelles  ne  sont  fonctions  que  de  la  distance, 
donnera  une  nouvelle  équation  entre  ces  mêmes  quandrés. 

On  aura  donc  ainsi  sept  équations,  dont  c(uatre  encore 
renferment  des  difierentielles  du  premier  ordre. 

Mais  le  nombre  des  coordonnées  est  plus  grand  que 
4ept  dès  qu  il  y  a  plus  de  deux  points,  et  nntégràrion 
devient  impossible •d.-ilne  manière  générale. 

Quand  il.  n'y  a  que  deux  pointa^  c'est  le  problème  du 
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soleil  et  d'une  planète,  supposés  complètement  isoles  : 
nous  l'avons- traité  précédemment. 

Quand  il  y  a  trois  points,  la  question  est  celle  du  soleil, 
de  la  terre  et  de  la  lune,  sans  aucune  action  étrangère  :  c'est 
le  célèbre  problème  des  trois  corps,  qui  a  tant  occupé  les 
géomètres,  et  dont  on  n'a  pu  trouver  la  solution  exacte. 

On  peut  juger  par  là  de  la  difficulté  du  problème  qui 
embrasserait  tout  le  système  solaire,  dont  le  nombre  des 
corps  est  déjà  si  considérable,  et  s'accroît  encore  tous  les 
jours.  Heureusement  qu'il  y  a  quelques  circonstances  qui 
rendent  un  peu  plus  facile  le  calcul  des  approximations, 
comme  nous  allons  le  faire  concevoir  sommairement. 

En  effet,  parmi  tous  ces  corps  il  y  en  a  un  d'une  masse 
beaucoup  plus  grande,  non -seulement  que  cbacun  des 
autres,  mais  même  que  leur  ensemble  :  c^est  le  soleil.  Les 
autres  sont  en  général  à  de  très^grandes  distances  les  uns 
des  autres,  et  leur  action,  étant  proportionnelle  à  la  masse 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  est  incompara- 
blement moindre  que  celle  que  le  soleil  exerce  sur  eux  \ 
on  peut  donc  la  négliger  dans  une  première  approxima* 
lion  :  ce  qui  ramène  à  la  considération  de  deux  corps  seu- 
lement. 

Toutefois,  il  y  a  quelques  groupes  composés  de  corps 
beaucoup  plus  voisins  les  uns  des  autres,  et  dont  il  sem- 
blerait qu'on  ne  peut  négliger  ainsi  les  actions  mutuelles; 
mais  il  se  trouve  que  l'un  d'eux  est  beaucoup  plus  grand 
que  tous  les  autres  eusemble,  et  par  conséquent  encore 
on  peut  commencer  par  faire  abstraction  de  ces  derniers, 
e%  calculer^  le  mouvement  du  pluê  considérable  soumis  à 
l'actioxi  seule  du  «oleihc'est  le  cas,  par  extemple,  de  Jupiter 
^et.de  .ses  sa^teUitea. 

,  Quaot  au  mouvement  de  ces  derniers  5  on  remarquera 
d'abord  que,  vu  la.  presqtie  égalité  des  dâàcanees  de  tous  les 
«points  do.  groupe. atiiCentiietda. soleil,  les 'forces,  aecéléra- 
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trices  provenant  de  ce  dernier  peuvent  être  considérées 
comme  égales  et  parallèles,  et,  par  conséquent,  ne  changent 
rien  au  mouvement  relatif  de  toustses  points  soumis  i  leur 
action  mutuelle.  On  est  donc  ainsi  ramené  à  la  détermina*- 
tion  du  mouvement  relatif  de  points  en  beaucoup  moindre 
nombre,  et  dont  l'un  est  d'une  masse  très-considérable  par 
rapport  aux  autres  :  problème  analogue  a  celui  du  soleil  et 
des  planètes,  et  qui  donnera  lieu  aux  mêmes  simplifications 
dans  une  première  approximation. 

Après  ce  premier,  travail,  il  faut  passer  à  un  antre  beau- 
coup plus  pénible  :  il  faut  tenir  compte  des  forces  n^ii- 
gées,  qui  modifient  les  résultats  et  produisent  dans  les 
mouvements  ce  que  Ton  appelle  des  perturbations*  Nous 
n'essayerons  pas  de  donner  une  idée  des  métbodes  eiii<* 
ployées  à  cet  eflet;  notre  unique  but  est  de  tracer  la  marche 
générale  suivie  dans  la  solution  d'une  question  si  compli- 
quée. 

326.  Mais  le  problème  du  système  solaire  ne  serait  pas 
résolu,  lors  même  qu'on  parviendrait  k  connakre  auffisan- 
ment  le  mouvement  des  centres  des  corps  qui  composent 
le  système  tout  entier  :  il  resterait  encore  à  déterminer 
leurs  mouvements  de  rotation  autour  de  leurs  centres  de 
gravité,  et  surtout  celui  de  la  terre,  qui  est  pour  rhomme 
d'un  intérêt  si  particulier.  Quoique  cette  question  rentre 
dans  celle  qui  a  été  traitée  dans  les  Cliapitres  précédents, 
nous  ne  pouvons  nous  empêcher  d'en  dire  qndiques  mots  à 
propos  du  système  du  monde. 

C'est  Newton  qui  s^est  occupé  le  premier  de  cette  im- 
portante question.  Il  a  d'abord  remarqué  que,  la  terre 
n'étant  pas  parfaitement  sphérique,  la  résultante  des  actions 
exercées  sur  elle  par  les  différents  points  du  soleil  ne  devait 
pas  passer  par  son  centre,  et,  par  des  considérations  qoe 
nous  ne  pouvons  développer,  il  a  calculé  Teffet  prodnit 
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par  le  soleil  sur  la  portion  de  la  terre  qui  dépasse  la  sphère, 
dont  le  diamètre  est  la  distance  de  ses  deux  pôles.  Il  est 
parvenu,  malgré  le  peu  de  ressources  que  lui  offrait  Tétat 
de  la  science,  à  ce  grand  résultat  :  que  cette  action  devait 
produire  sur  Taxe  de  la  terre  un  mouvement  très-lent 
autour  de  Taxe  de  Técliptique.  Ainsi  Téquateur  terrestre, 
toujours  également  incliné  sur  le  plan  de  Téclip tique, 
devait  le  couper  suivant  une  ligne  variable  faisant  une 
révolution  entière  dans  un  intervalle  de  plus  de  vingt-six 
mille  années.  Les  points  d'intersection  de  cette  ligne  avec 
la  circonférence  de  Técliptique  étant  les  points  équi- 
iioxiaux,  il  en  résulterait  pour  ces  points  le  mouvement 
régulier  de  précession  que  Ton  connaissait  depuis  si  long- 
temps, et  dont  on  ne  soupçonnait  même  pas  la  cause. 

Mais  la  loi  delà  précession  des  équinoxes  est  légèrement 
troublée  par  Faction  de  la  lune,  qui ,  par  un  effet  semblable 
à  celui  du  soleil  sur  le  ménisque  terrestre,  produit  sur  Taxe 
de  la  terre  une  légère  déviation  qui  s'accomplit  dans  une 
période  d'environ  dix-buit  ans,  et  à  laquelle  on  a  donné 
le  nom  de  nutatîon, 

La  théorie  de  Newton  Ta  ainsi  conduit  à  Texplication 
des  mouvements  du  globe  terrestre,  considéré  dans  son 
ensemble  comme  un  corps  de  figure  invariable;  mais  il  lui 
a  été  donné  encore  de  reconnaître  les  causes  des  mouve- 
meuts  périodiques  qui  ont  lieu  à  la  surface  de  TOcéan,  et 
que  Galilée  lui-même  n'avait  pas  soupçonnées.  Il  a  reconnu 
que  cette  sorte  de  perturbation,  que  Ton  nomme  flux  et 
reflux,  était  due  à  l'inégalité  de  l'attraction  exercée  sur 
les  différents  points  de  la  terre,  tant  par  le  soleil  que  par 
la  lune.  Galilée,  après  avoir  réfuté  différentes  explications 
de  ce  remarquable  phénomène,  en  a  donné  lui-même  une 
tout  aussi  inadmissible; ornais,  ne  connaissant  pas  la  gra- 
vitation universelle,  il  nô  pouvait  en  trouver  la  vraie 
théories 

^9 
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Nous  n^en  dirons  pas  davantage  sur  le  grand  problème 
du  mouvement  d^un  système  de  corps  libre;  pour  les  deuils 
et  les  calculs  qui  s*y  rapportent,  nous  ne  pouvons  que  ren- 
voyer aux  Mémoires  et  aux  Traités  spéciaux  de  mécanique 
céleste. 

Nous  n'avons  voulu  que  poser  la  question  et  en  indiquer 
les  grandes  divisions  :  nous  ne  pouvons  faire  plus,  d'après 
l'objet  de  cet  Ouvrage;  mais  nous  n'avons  pas  cm  devoir 
faire  moins. 


RÉSUMÉ. 


1 .  Dans  cette  Partie  de  notre  Ouvrage,  nous  nous  sommes 
proposé  de  donner  un  exemple  de  l'application  de  nos  mé- 
thodes générales  à  la  formation  d\ine  science  de  raisonne- 
ment, dont  les  éléments  dépendraient  du  système  matériel 
au  milieu  duquel  nous  vivons. 

Nous  avons  choisi  à  cet  effet  la  propriété  la  plus  simple 
et  la  plus  générale  de  la  matière,  qui  joue  un  rôle  dans 
presque  tous  les  phénomènes  que  nous  offrent  les  corps, 
indépendamment  de  l'espèce  particulière  de  la  matière  qui 
les  compose,  et  se  présente  par  conséquent  la  première  à 
notre  étude  :  cette  propriété  est  la  mobilité, 

S.  On  reconnaît  bientôt  que  le  plus  ordinairement  le 
déplacement  d'une  portion  quelconque  de  matière  n^est 
pas  spontané,  et  est  dû  à  quelque  chose  en  dehors  d'elle; 
et  celle  observalion  est  si  générale,  que,  lors  même  que 
cette  cause  nous  est  cachée,  nous  sommes  portés  à  admettre 
qu'elle  existe.  Ces  causes  de  mouvement,  que  nous  trou- 
vons en  nous-mêmes,  et  dont  nous  avons  le  sentiment  toutes 
les  fois  que  nous  déplaçons  un  corps,  nous  les  nommons 
àes  forces. 

Une  force  met  un  corps  libre  en  mouvement;  mais  plu- 
sieurs forces  agissant  sur  un  même  corps,  pourraient  se  dé- 
truire mutuellement,  et  le  corps  ne  serait  pas  déplacé.  Dans 
ce  cas,  on  dit  que  ces  forces  sont  en  équilibre.  L'objet  que 
nous  avons  eu  en  vue  a  été  Tétude  de  ces  mouv^ements  ou 
de  ces  équilibres i  et  Fensetnble  de  leurs  lois,  c'est-à-dire 

29. 
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des  rapports  nécessaires  résiiliant  de  Tactioa  des  forces  sur 
les  corps,  constitue  la  science  des  forces. 

3.  Pour  qu^elIe  devienne  une  science  de  raisonnement, 
il  faut,  comme  nous  Tavons  dit  précédemment,  connaître 
la  nature  des  forces,  c* est-à-dire  connaître  assez  de  pro- 
priétés des  forces,  pour  que  tous  leurs  effets  en  soient  des 
conséquences  nécessai  res . 

Ces  propriétés  fondamentales,  qui  renferment  virtuelle- 
ment la  science  entière,  ne  peuvent  être  obtenues  que  par 
l'observation  des  phénomènes;  car  le  monde  matériel  au- 
rait pu  être  soumis  à  des  lois  différentes  de  celles  qui  le 
régissent,  ef,  par  consrquent,  ces  lois  ne  peuvent  êti-e  dé- 
couvertes par  Tin  tell  igeuce  de  Thomme  qui  se  placerait 
en  dehors  de  ce  monde  réel. 

C'est  rétablissement  de  ces  lois  fondamentales  qui  a  du 
nous  occuper  d'abord. 

4.  Les  forces  sont  de  ces  choses  qui  ne  peuvent  être 
définies;  dire  que  ce  sont  des  causes  de  mouvement,  n'est 
pas  réellement  les  définir,  puisque  ces  causes  n^étant  pas 
connues  d'avance,  ce  ne  serait  que  substituer  un  mot  à  un 
autre.  Mais,  ce  qui  est  essentiel,  c'est  que  leur  égalité  cl 
leur  addition  soient  définies  avec  précision  \  et  c'est  par  là 
que  nous  avons  commencé. 

Quant  à  rétablissement  des  principes  fondamentaux, 
nous  nous  sommes  d'abord  occupé  de  ceux  qui  se  rap* 
portent  à  Téquilibre,  parce  qu'ils  sont  plus  simples  et  moins 
nombreux  que  ceux  qui  se  rapportent  au  mouvement;  et 
nous  avons  expose  complètement  la  science  de  Téquilibre, 
avant  de  nous  occuper  de  celle  du  mouvement,  non-seule- 
ment parce  qne  la  première  est  plus  facile,  mais  encore 
parce  qu'elle  est  la  base  de  la  seconde. 

5.  Après  avoir  établi  avec  soin  ces  premier^  principes. 
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nous  avons  commencé  rétudc  de  Téquilibre  par  quelques 
•cas  simples;  mais  nous  nous  sommes  bientôt  élevé  à  la 
formule  générale  qui  renferme  virluellement  les  conditions 
d'équilibre  de  tous  les  systèmes,  et  d'où  on  peut  les  tirer 
dans  chaque  cas  particulier,  par  des  procédés  de  calcul 
réguliers.  Cette  formule  est  l'expression  d'un  principe, 
entrevu  par  les  géomètres  qui  ont  précédé  Lagrange,  mais 
dont  il  a  le  premier  compris  toute  l'importance.  Il  l'a 
admis  d'abord,  il  est  vrai,  sans  démonstration  générale,  et 
un  grand  nombre  des  conséquences  qu'il  en  a  tirées  pou- 
vant être  démontrées  directement  en  étaient  une  confirma- 
tion frappante;  mais  la  rigueur  scientifique  exigeait  une 
démonstration  préalable  de  ce  célèbre  principe  des  ^vitesses 
virtuelles;  et  elle  a  été  donnée  d'abord  par  Fourier,  puis 
par  Lagrange  lui-même,  par  Poinsot  et  quelques  autres 
encore. 

On  peut  donc  regarder  maintenant  la  science  de  l'équi- 
libre comme  rigoureusement  établie,  d'après  les  données 
premières  qiie  nous  avons  admises  comme  résultats  de 
l'observation  ;  elle  est  donc  ainsi  ce  que  nous  avons  nommé 
une  science  de  raisonnement. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  nous  ne  nous  sommes 
occupé  que  des  systèmes  de  points,  ou  de  corps  solides,  en 
nombre  fini,  liés  entre  eux,  ou  à  des  points  fixés  d'une 
manière  quelconque.  Mous  n'avons  pas  considéré  les  sys- 
tèmes composés  d'une  infinité  de  points,  tous  mobiles  les 
uns  par  rapport  aux  autres,  et  formant  ce  qu'on  appelle 
des  liquides  ou  des  gaz  :  nous  en  parlerons  plus  tard. 

6.  Après  avoir  constitué  la  science  de  l'équilibre  des 
forces,  nous  sommes  passé  à  l'étude  des  mouvements  qu'elles 
peuvent  produire. 

Et  d'abord,  il  faut  bien  remarquer  que  le  mouvement, 
tel  que  nous  l'avons  défini,  est  toujours  relatif.  Le  mouve- 
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ment  absolu,  généralement  admis  jusqu'ici ,  est  une  pure 
chimère  fondée  sur  une  autre  chimère,  celle  d'un  espace 
éternel  et  absolu,  dont  chaque  point  aurait  une  existence 
personnelle,  et  serait  supposé  dans  un  état  d*immobilité. 
Et  comme  il  est  tout  aussi  impossible  de  dire  ce  qu'on  en- 
tend par  r immobilité  d'un  point  de  cet  espace,  que  par 
celle  d'un  point  matériel  quelconque,  ce  n^estque  par  un 
cercle  vicieux  que  Ton  arrive  à  croire  que  Ton  a  donné 
une  définition  du  repos  et  du  mouvement. 

D'après  cela,  nous  n'avons  dÀ  nous  occuper  que  des 
mouvements  relatifs  des  points,  et  tous  les  principes  géné^ 
raux  que  nous  avons  établis  comme  bases  de  la  science  do 
mouvement,  sont  entendus  d'après  cette  conception. 

7.  La  considération  du  mouvemeut  en  entraine  une 
autre,  celle  du  temps.  Nous  avons  encore  eu  à  combattre  à 
ce  sujet  une  conception  aussi  chimérique  que  celle  de  l'es- 
pace, celle  qui  fait  du  temps  un  être  réel,  nécessaire,  in- 
dépendant de  toute  création,  comme  l'espace,  et  sur  lequel 
viennent  s'échelonner  les  époques,  comme  les  points  sur 
une  ligne  indéfinie.  Nous  avons  admis  évidemment  l'idée 
de  succession  comme  résultat  de  notre  expérience,  mais 
nous  n'avons  pas  dit  qu'il  existait  un  être  dans  lequel  s'o- 
pérait cette  succession.  Néanmoins,  pour  la  coaunodilédu 
langage^  nous  avons  parlé  de  temps  égaux,  ou  dans  un  rap- 
port quelconque,  et  par  conséquent  exprimables  par  des 
nombres,  en  définissant  rigoureusement  ce  que  nous  en* 
tendions  par  le. 

8.  Il  est  encore  une  autre  notion  nécessaire  4  intro- 
duire dans  la  science  du  mouvement,  et  qui  ne  se  trouve 
pas  dans  celle  de  l'équilibre  :  c'est  la  notion  de  la  masscm 
L'expérience  montre  que  la  même  force  ne  produit  pas  le 
même  mouvement  quand  elle  est  appliquée  à  des  corps 
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formes  de  la  même  substance,  ayant  des  volumes  dilTérents, 
et  par  conséquent  renfermant  des  quantités  différentes  de 
matière.  Mais,  comme  on  ne  peut  attacher  aucun  sens  pré- 
cis à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  renfermées 
dans  des  corps  d^espèces  différentes,  et  que  notre  objet  n'est 
pas  de  tenir  compte  de  la  composition  particulière  des 
corps,  mais  seulement  de  la  manière  dont  ils  sont  mis  en 
mouvement  par  les  forces,  nous  avons  considéré  comme 
identiques,  sous  ce  rapport,  deux  corps  qui,  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  même  force,  prennent  le  même  mouvement.  On 
dit  alors,  non  quMls  renferment  la  même  quantité  de  ma- 
tière, mais  qu'ils  ont  la  même  masse. 

Lorsque  deux  corps  proviennent  de  la  réunion  de  corps 
ayant  des  masses  égales,  on  dit  que  leurs  masses  sont  dans 
le  rapport  des  nombres  respectifs  de  ces  corps  partiels.  De 
là  résulte  l'expression  de  toutes  les  masses  en  nombres,  en 
prenant  pour  terme  de  comparaison  celle  d'un  volume  dé- 
terminé d'une  substance  choisie  arbitrairement. 

Deux  corps  sollicités  par  des  forces  proportionnelles  à 
leurs  masses  prennent  un  même  mouvement,  parce  qu'en 
les  décomposant  en  parties  égales  à  leur  commune  me- 
sure, toutes  ces  masses  égales  sont  sollicitées  par  des  forces 
égales.  Et  réciproquement,  si  le  mouvement  est  le  même, 
les  forces  sont  dans  le  rapport  des  masses.  De  là  résulte  un 
moyen  simple  de  comparer  les  masses.  En  effet,  Texpé- 
rience  a  montré  que  tous  les  corps  soumis  à  l'action  seule 
<le  la  pesanteur  prennent  des  mouvements  identiques  ^  leurs 
masses  sont  donc  proportionnelles  aux  forces  qui  les  solli- 
citent, c'est-à-dire  à  leurs  poids*,  et  comme  la  comparaison 
dés  poids  est  très-facile,  celle  des  masses  le  sera  égale- 
ment, ainsi  que  leur  expression  en  nombres. 

9.  Ces  premières  notions  étant  acquises,  nous  avons 
indiqué  comment  on  a  pu  établir  expérimentalement  les 
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principes  fondamentaux  du   mouvement  produit  par  les 
forces. 

Le  premier  consiste  en  ce  que,  dans  un  système  dont 
tous  les  points  ont  des  vitesses  constantes  égales  et  paral- 
lèles, si  un  de  ces  points  vient  à  être  sollicité  par  une 
certaine  force,  son  mouvement,  par  rapport  au  système, 
sera  le  même  que  si  le  mouvement  commun  n'avait  pas 
existé. 

Une  des  premières  conséquences  de  ce  principe  général 
est  qu'une  force  constante,  agissant  d'une  manière  conti- 
nue sur  un  point  matériel  partant  du  repos,  lui  donne  un 
mouvement  uniformément  accéléré;  et  réciproquement. 

10.  Le  second  principe  général  consiste  en  ce  que  deux 
forces  constantes,  appliquées  à  des  masses  égales  pendant 
un  même  temps,  leur  font  acquérir  des  vitesses  proportion- 
nelles à  ces  forces. 

De  là  résulte  le  rapport  des  vitesses  acquises  dans  des 
intervalles  quelconques  de  temps  par  des  corps  dont  les 
masses  sont  dans  un  rapport  quelconque,  et  sont  sollicitées 
par  des  forces  quelconques. 

On  déduit  de  là  la  mesure  des  forces  constantes  an 
moyen  des  vitesses  qu'elles  font  acquérir  à  des  masses 
connues.  ' 

La  mesure  des  forces  constantes  conduit  à  celle  des 
forces  variables  au  moven  des  considérations  infinités!-* 
maies.  Il  suffit,  en  effet,  de  remarquer  qne,  si  Ton  consi- 
dère la  vitesse  produite  par  une  force  variable  dans  un 
temps  infiniment  petit ,  elle  ne  diffère  que  d'une  quantité 
infiniment  petite,  par  rapport  à  elle-même,  de  celle  qui 
aurait  lieu  si  cette  force  conservait  pendant  oe  temps  sa  pre- 
mière valeur;  d'où  il  suit  que  le  rapport  de  celle-ci  à  une 
force  constante  choisie  arbitrairement  et  appliquée  à  la 
même  masse  est  la  limite  du  rapport  de  la  vitesse  produite 
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par  la  première  dans  un  temps  infiniment  petit  h  celle  que 
produirait  la  force  constante.  On  tire  de  là  celte  consé- 
quence qu'une  force  variable  quelconque,  agissant  dans  le 
sens  du  mouvement  rectiligne  d'un  point,  est  mesurée  par 
le  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  dérivée  de  sa  vi- 
tesse par  rapport  au  temps,  en  entendant  qu'on  a  pris  pour 
unité  la  force  constante  qui,  dans  l'unité  de  temps,  fait 
acquérir  a  l'unité  de  masse  une  vitesse  égale  à  Tu  ni  té. 

11.  Après  avoir  fait  quelques  applications  de  cette  for- 
mulc;  nous  sommes  passé  à  l'étude  du  mouvement  curvi- 
ligne d'un  point. 

Galilée,  le  premier,  a  résolu  la  question  du  mouvement 
d'un  point  libre  sollicité  par  une  force  constante  en  gran- 
deur et  en  dircctioiji. 

Hugbens  a  donné  sans  démonstration  des  propositions 
importantes  sur  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester 
sur  un  cercle  donné. 

Enfin,  Newton,  en  vue  surtout  des  mouvements  plané- 
taires^ s^est  occupé  du  mouvement  produit  par  une  force 
dont  la  direction  passe  par  un  point  fixe.  Il  en  a  démontré 
d'sJbord  une  importante  propriété,  connue  sous  le  nom  de 
principe  des  aires,  et  est  parvenu  ensuite  à  l'expression  de 
la  force  au  moyen  de  certains  éléments  infinitésimaux  dé- 
pendant de  la  courbe  que  décrit  le  point.  Cette  grande  dé- 
couverte Ta  conduit,  comme  nous  le  montrons  plus  tard, 
à  celle  de  la  gravitation  universelle. 

Mais  il  restait  encore  a  donner  Texpression  générale  de 
la  force  quand  elle  n'est  a^&ujettie  à  aucune  restriction,  et 
nous  avons  montré  comment  on  y  parvient  en  faisant  usage 
du  premier  principe  énoncé  précédemment  et  de  la  théo- 
rie du  mouvement  rectiligne  varié.  On  trouve  ainsi  que 
les  comppisantea  de  la  force  accélératrice  sont  les  dérivées 
secondes,  par  rapport  au  temps,  des  coordonnées  respec- 
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tives  du  point  cousidérées  comme  des  fonctions  du  temps. 
Tous  les  problèmes  sur  le  mouvement  d'un  point  libre  de- 
viennent par  là  de  simples  cpiestions  de  calcul  différentiel 
ou  intégral. 

Nous  avons  examiné  le  cas  où  le  point  n'est  pas  entière- 
ment libre,  et  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  ou  une 
surface  donnée.  Nous  avons  montré  comment  ce  cas  se  ra- 
mène au  premier,  en  introduisant  la  force  inconnue  qui 
peut  représenter  Faction  de  la  surface  ou  de  la  courbe.  Le 
point  peut  alors  être  considéré  comme  libre,  et  les  équa- 
tions relatives  h  ce  cas,  jointes  à  celles  de  la  courbe  ou  de 
la  surface,  déterminent  le  mouvement  du  point  et  les  in- 
connues introduites. 

12.  Après  avoir  ainsi  traité  le  cas  du  mouvement  absolu 
d'un  point,  nous  sommes  passé  à  Fétude  du  mouvement 
relatif,  ces  deux  expressions  étant  entendues  comme  nous 
l'avons  suffisamment  expliqué  en  parlant  du  mouvement 
en  général. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  est  celui-ci  : 

Étant  donné  le  moui^ement  d^un  système  rigide,  troU' 
yer,  par  rapport  à  ce  système,  le  mouvement  d^un  point 
sollicité  par  une  force  donnée. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  concevons  trois  axes  liés 
invariablement  au  système;  la  position  du  pointipar  rap- 
port à  ces  axes  détermine  sa  position  relative  au  ^ystètie, 
dont  on  peut  alors  faire  abstraction^  en  ne  cQnserrant  que 
ces  axes,  dont  le  mouvement  sera  regardé  comme  donné. 
Nous  supposerons  donc  que  les  trois  coordonnées  de  levr 
origine  et  les  angles  que  leur  direction  font  avec  les  ax^s 
fixes  sont  des  fonctions  connues  du  temps.  Les  trois  éqaa« 
tions  qui  ont  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point,  par 
rapport  aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles,  permet  d'expri- 
mer les  unes,   ainsi  que  leurs  dérivée^,  au  moyen  dei 
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autres,  de  leurs  dérivées  et  du  temps.  Et  comme  les  com- 
posantes de  la  force  appliquée  au  point  mobile  sont  don- 
nées, les  dérivées  secondes  de  ses  coordonnées,  par  rapport 
aux  axes  fixes,  sont  données,  et  Ton  aura  alors  trois  équa- 
tions entre  les  dérivées  secondes  des  coordonnées  par  rap- 
port aux  axes  mobiles,  ces  coordonnées  elles-mêmes  et  le 
temps.  L'intégration  de  ces  équations  fera  donc  connaître 
ces  coordonnées  en  fonction  du  temps,  et  par  suite  le  mou- 
vement relatif.  Les  constantes  introduites  se  détermine- 
ront par  les  valeurs  initiales  de  ces  coordonnées  et  de  leurs 
dérivées,  et  ces  valeurs  se  déduiront  de  celles  des  coordon- 
nées absolues,  lesquelles  sont  connues  par  Tétat  initial  du 
point. 

13.  Le  mouvement  du  point,  relativement  aux  axes  mo- 
biles, peut  être  conçu  comme  identique  à  un  mouvement 
absolu  rapporte  à  des  axes  fixes  ^  il  suffit  de  considérer  à 
cbaque  instant  un  point  dont  les  coordonnées  auraient  les 
mêmes  valeurs  par  rapport  à  ceux-ci,  que  le  point  mo- 
bile a  par  rapport  aux  autres  au  même  instant.  Toutes 
les  propriétés  déduites  des  équations  du  mouvement  par 
rapport  à  des  axes  fixes,  pourront  donc  être  appliquées 
au  mouvement  relatif;  et  nous  avons  fait  Tapplication  de 
cette  remarque  au  principe  des  aires  et  à  celui  des  forces 
vives. 

14.  On  appelleyb/re  relative  du  point  celle  qui  produi- 
rait,, par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  mouvement  identique 
à  son  mouvement  relatif.  Sa  valeur  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  la  force  absolue  appliquée  réellement  au  point, 
et  de  certaines  autres  forces  fictives.  Le  principe  général 
sur  lequel  repose  cette  conception  est  dû  à  Newton,  et 
c'est  lui  qui,  le  premier,  a  ramené  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif  de  deux  points  mobiles  à  celle  du  mouvement 
d'un  point  par  rapport  à  un  point  fixe» 


46o  DU    MOUVEMENT    PRODUIT    PAR   LES    FORGES. 

15.  Une  des  plus  grandes  questions  de  mouvement  est 
celle  du  système  solaire,  et  nous  ne  pouvions  nous  dispen- 
ser de  nous  en  occuper,  surtout  parce  que  nous  y  avons 
trouvé  Toccasion  de  montrer  comment  une  science  d^ ob- 
servation a  pu  devenir  une  science  de  raisonnement. 

Nous  avons  pensé  qu'il  était  bon  d*exposer  la  marche 
par.  laquelle  on  a  pu  déduire  de  l'observation  des  astres 
des  faits  généraux  assez  constants  pour  pouvoir  être  re- 
gardés, au  moins  dans  une  première  approximation, 
comme  des  lois  immuables  des  mouvements  de  ces  corps. 
Ces  lois,  découvertes  par  Kepler,  ont  été  le  point  de  départ 
de  Newton.  La  théorie  qu'il  avait  créée,  surtout  pour  l'ap- 
pliquer à  ces  grands  phénomènes,  lui  a  fait  connaître  les 
forces  auxquelles  ils  étaient  dus,  et  ces  forces  étant  dé- 
terminées, toutes  les  lois  du  système  du  monde  en  décou- 
laient. 

C'est  ainsi  que  Newton  a  élevé  au  rang  de  science  de 
raisonnement  l'Astronomie^  qui  n'était  avant  lui  qu'une 
science  d^obsen^ation. 

16.  Mais  l'Astronomie  étant  ainsi  ramenée  à  n^ètre 
qu'une  simple  branche  de  la  science  des  forces,  ses  limites 
étaient  celles  de  cette  dernière,  qui  sont  elles-mêmes  celles 
de  la  science  des  nombres  et  de  l'étendue.  Newton  avait 
jébauché  les  solutions  des  grands  problèmes  de  la  rotation 
des  corps  célestes,  et  des  perturbations  de  leurs  mouve^ 
ments;  elles  ont  été  bien  avancées  par  ses  successeurs, 
mais  elles  laissent  encore  beaucoup  k  désirer.  Il  n'entrait 
pas  dans  notre  objet  de  nous  occuper  de  ces  questions,  où 
il  s'agit  principalement  du  perfectionnement  des  méthodes 
de  calcul. 

17.  Après  avoir  exposé  la  théorie  du  mouvement  d'un 
point  matériel,  nous  avons  traité  la  question  générale  da 
mouvement  d'un  système  quelonque  de  points  liés  entre 
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eux  d'une*  manière  quelconque,  et  sollicités  par  des  forces 
quelconques.  Ce  grand  problème  se  ramène  immédiate- 
ment à  celui  de  l'équilibre  au  moyen  d'un  principe  entrevu 
par  Jacques  Bernoulli  à  propos  du  pendule  composé,  et 
généralisé  par  d'AIembert,  dont  il  porte  le  nom. 

Cet  équilibre  est  celui  du  système  même  considéré 
comme  sollicité  par  les  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
et  par  les  forces  d'inertie  développées  à  chaque  instant 
pai*  tous  les  points  matériels  qui  le  composent.  Cette 
considération  donne  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  quan- 
tités à  déterminer  en  fonction  du  temps.  De  cette  ma- 
nière, le  problème  général  du  mouvement  est  ramené  à  un 
problème  de  calcul,  et  la  science  des  forces  rentre  complè- 
tement dans  les  sciences  de  raisonnement  précédemment 
étudiées. 

18.  Nous  aurions  pu  nous  arrêter  là ,  puisque  tous  les 
principes  étaient  établis,  et  que  la  science  était  ramenée  à 
de  simples  questions  de  calcul;  mais  nous  avons  cru  de- 
voir présenter  quelques  conséquences  générales  de  la  for-* 
mule  qui  renferme  virtuellement  toute  la  science  du 
mouvement.  Nous  avons  démontré  les  théorèmes  sur  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  et  sur  les  aires  décrites 
dans  le  cas  d'un  système  libre  quelconque,  sur  les  forces  ' 
vives  et  sur  la  propriété  de  la  moindre  action  dans  des  cas 
plus  restreints.  Enfin,  en  vue  de  l'application  au  système 
du  monde,  nous  nous  sommes  occupé  sommairement  du 
mouvement  d^un  corps  solide  libre  ou  lié  à  un  axe  Gxe  ou 
k  un  point  fixe,  et  du  mouvement  d'un  système  de  points 
libres  soumis  à  leurs  actions  mutuelles. 

Nous  croyons  avoir  accompli  la  tâche  que  nous  nous 
étions  imposée.  Nous  voulions  fonder  la  science  générale 
des  forces  rigoureusement  définies  et  données  par  leur 
point  d'application,  leur  direction  et  leur  intensité.  Nous 
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devions  donc  nous  interdire  I  étude  de  Tëquilibre  et  du 
mouvement  des  liquides  et  des  gaz,  ainsi  que  des  petits 
mouvements  inférieurs  des  molécules  des  corps  qu'on  ap- 
pelle solides.  Ces  phénomènes  sont  produits  par  des  forces 
en  nombre  infini  dont  les  intensités  et  même  les  direc- 
tions ne  sont  pas  données,  et  sur  lesquelles  il  faut  faire  des 
hypothèses  si  Ton  veut  les  soumettre  au  calcul.  Peut-être 
nous  en  occuperons-nous  plus  tard,  en  essayant  d'en  indi- 
quer le  véritable  caractère;  mais,  dans  cet  Ouvrage,  dont 
Tobjet  était  l'exposition  rigoureuse  d'une  science  de  rai- 
sonnement, nous  avons  cru  ne  devoir  admettre  que  des 
données  simples,  et  immédiatement  vérifiables  au  moyen 
d'expériences  directes  et  précises. 


FIK. 
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